
Série 8 - termı́n čtvrtek 24. dubna 2025

1O Ukažte, že funkce f(z) = Re z neńı holomorfńı na žádné (otevřené) podmnožině C.

2O [Převedeńı elementárńıch funkćı v C na logaritmus a exponenciálu.]
(i) Ukažte, že funkce sin z a cos z lze vyjádřit pomoćı exponenciálńı funkce.
(ii) Ukažte, že funkce arcsin z lze vyjádřit pomoćı logaritmu a odmocniny (což je de facto
logaritmus a exponenciála).
Existenci logaritmu a odmocniny (na vhodné podmnožině C) předpokládejte.

3O Zvolte si libovolnou (nelineárńı) holomorfńı funkci z 7→ f(z). Přepǐste ji jako (vektoro-
vou) funkci (x, y) 7→ (f1(x, y), f2(x, y)), kde z = x+ iy a f = f1 + if2.
Ověřte, že f1 a f2 jsou jsou harmonické funkce, tj. ∆f1 = ∆f2 = 0, kde ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2
.

4O [Exercise 21, Lecture 9.] Ukažte, že spojitá funkce na kompaktńı množině M je dokonce
stejnoměrně spojitá, tj.(

∀ε > 0
)(
∃δ > 0

)(
∀x, y ∈M

)[
d(x, y) < δ =⇒ e(f(x), f(y)) < ε

]
5O Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Necht’ ϕ(t) : [a, b] → C je po částech C1 křivka (ne nutně uzavřená) s počátečńım
bodem ϕ(a) = z0 a koncovým bodem ϕ(b) = z1. Necht’ F ′(z) = f(z) plat́ı na nějaké
otevřené množině, obsahuj́ıćı ϕ[a, b]. Potom∫

ϕ

f(z) dz = F (z1)− F (z0)

(ii) Necht’ Ω ⊂ C je oblast, tj. otevřená (křivkově) souvislá množina. Necht’ F (z) : Ω→ C
splňuje F ′(z) = 0 pro každé z ∈ Ω. Potom F (z) je v Ω konstantńı.

Viz též nápovědu na straně 2.
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ad 1) ukažte z definice, že derivace (podle komplexńı proměnné) neexistuje v žádném bodě
z ∈ C.

ad 2) (i) vyjděte ze vztah̊u exp(±iz) = cos z ± i sin z

(ii) rovnici z = sinw vyřešte nejprve v̊uči eiw

ad 4) Nepř́ımo: necht’ formule neplat́ı, tj. (∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃x, y ∈ M) . . . . Fixuji takové
ε a voĺım δ = 1/n, n = 1, 2, . . . , k čemuž dostanu posloupnost bod̊u xn, yn ∈ M .
BÚNO xn → x0 ∈M (kompaktnost), a přivedu ke sporu se spojitost́ı.

ad 5) (i) po rozepsáńı definice integrálu se užije prvńı věta o substituci

(ii) libovolné z0, z1 ∈ Ω spojte křivkou ϕ a užijte předchoźı bod
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