
Série 10 - termı́n 23.5.

1O Vypočtěte Fresnelovy integrály

I =

∫ ∞

0

sin(x2) dx, J =

∫ ∞

0

cos(x2) dx,

pomoćı Cauchyho věty. Podrobněji: definujme holomorfńı funkci f(z) = exp(iz2) a Jorda-
novu křivku ϕ = ϕ1 ⊕ ϕ2 	 ϕ3, kde (nakreslete obrázek!)

ϕ1(t) = t, t ∈ [0, R]

ϕ2(t) = R exp(it), t ∈ [0, π/4]

ϕ3(t) = t exp(iπ/4), t ∈ [0, R]

Máme tedy 0 =
∫
ϕ
f(z) dz. Nyńı uvažte, že pro R → +∞:

(i)
∫
ϕ1
f(z) dz souviśı s hledanými I, J

*(ii)
∫
ϕ2
f(z) dz → 0

(iii)
∫
ϕ3
f(z) dz souviśı se (známým) Dirichletovým integrálem

∫
R exp(−πx2) dx = 1.

2O Nalezněte řešeńı rovnice s počátečńı podmı́nkou

y′ = ay, y(0) = 1

pomoćı limity Picardovských iteraćı, tj. y0(x) ≡ 1 a dále induktivně

yn+1(x) = y(0) +

∫ x

0

yn(t) dt

Ověřte, že nalezená limitńı funkce y(x) = limn→∞ yn(x) je opravdu řešeńım p̊uvodńı úlohy.

3O Metodou separace proměnných nalezněte (obecné) řešeńı rovnice

y′ = −y22x

kde y = y(x) je neznámá funkce proměnné x.

4O Pomoćı
”
Ansatzu” y = eλx, kde λ je pevné (obecně komplexńı) č́ıslo, hledejte řešeńı

následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic:
(i) y′′ + 3y′ − 40y = 0
(ii) y′′′′ − y = 0
(iii) y(5) = 0

Viz též nápovědu na daľśı straně.

1



ad 1) Mělo by vyj́ıt I = J = π/2
√

2.

ad 2) yn(x) =
∑n

j=0
(ax)j

j!

ad 3) Formálně pǐsme y′ = dy/dx a upravme na −dy/y2 = 2x dx, integrujme obě strany
dle y resp. dle x.

ad 4) Dosazeńı a úprava vede na polynomiálńı rovnici v λ; každý jej́ı kořen odpov́ıdá řešeńı
p̊uvodńı diferenciálńı rovnice. Rovnici (iii) stač́ı (pětkrát) integrovat.
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