posledni iprava 11. cervna 2023

9. URCITY INTEGRAL — DOKONCENT
Opakuj. Necht F(x) je definovdna v (a,b). M&-li vyraz

F(b—)— F(a+) = lim F(z)— lim F(z)

r—b— T—ra+

smysl, nazyvame ho zobecnénym pifrustkem funkce F(z) od a do b. Znatime [F (x)]z nebo
x=b

Definice. Necht f(z) je definovdna v (a,b), a necht F(x) je p.f. k f(x) v (a,b). Potom
Newtonuv integral funkce f(z) od a do b definujeme jako

) / f(@)dr = [F(x)]"

m4-li prava strana smysl. Je-li b < a, definujeme (JV)fabf = —(A) [, . a déle klademe
N)[Tf=0.

Terminologie a znaceni. Mnozinu téch funkci, pro které Newtonuv integrdl od a do b
existuje a je konecny (neboli konverguje), znacime N (a, b). Mnozinu téch funkei, pro které
integral existuje (a muze byt koneény nebo nekonecny), znacime N*(a, b).

* Lemma 9.4. Necht ®(z) je spojitd v intervalu I, necht ®'(x) = 0 pro Va vnitini bod I.
Potom Jc € R tak, ze ®(z) = ¢ pro Vo € I.

Disledek. Definice Newtonova integralu je korektni.

Poznamka. [Zékladn{ vlastnosti N.i.] Necht f(z), g(z) : (a,b) — R. Potom
@D [linearital

(e/V)/abOéf(Hﬁg( /f ) dz + S )/ g(x)dz,

ma-li prava strana smysl.
@ [intervalova aditivita] Necht f(z) je spojitd v bodé ¢ € (a,b). Potom

/ fayda = () [ fla)da s () [ () do

ma-li prava strana smysl.

@ [monotonie| (i) Je-li f > 0, pak

W)/abf(x)dxzo.



(ii) Obecnéji, je-li f(z) > g(x) pro = € (a,b), je

(W)/abf(x)dxz (,/V)/abg(x)da:.
(i)
N [ sayin| < o) [,

(Maji-li vSechny uvedené integraly smysl.)

Véta 9.7. [Per-partes pro N.i.] Necht existuji vlastni u/(z), v'(x) pro kazdé = € (a,b).
Potom

ma-li prava strana smysl.

Piiklady. D (C/V)fo1 PInxdr=—-1/(p+1)? prop > —1

@ () 0+°° e dxr = n!/a™™, pron > 0 celé, a > 0 libovolné.

Véta 9.8. [Substituce pro N.i.] Necht f(z) : (a,b) — R, necht ¢(u) : (o, 8) — (a,b) je
ryze monoténni, vzdjemné jednoznacnd funkce, a necht ¢'(u) existuje kone¢nd a nenulovd
vsude v (a, 8). Potom

b B
(N) / f(2)de = () / £ (o) (w)] du,

mé&-li jedna strana smysl (pak ho m4 i druha a rovnajf se).

Poznamka. Pravou stranu lze napsat i jako

p—1(=b)
/ F(w)g (u) du

_1(a+)

tj. bez absolutni hodnoty, ale pak je tieba zachovat poradi mezi.

10. RADY

Definice. Necht a; € R, k = 1,2,.... Symbol (1) > ;7 a se nazyva fada. Posloupnost
{S”}n o kde

n
Sp = E ak:a1+a2+"'+an7
k=1

se nazyva posloupnost ¢dstecnych souctu rady (1). Jestlize existuje (koneénd nebo ne-
konecnd) limita lim,, ., s, = s, pak ¢islo s nazveme souc¢tem fady (1). Piseme

oo
E ap = S.
k=1
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Terminologie: pokud s € R, fikdme, ze fada konverguje. V opa¢ném piipadé diverguje. Di-
vergence fady tedy nastane, pokud bud’ s,, — +oo (fada diverguje do +00), nebo lim,, . S5,
neexistuje (fada osciluje).

Y 00 1

Prlklady. @ Zk;:l m =1

@ 2%1 5= ‘Hfo

@ 2o d" = =5 4€ (-1,1)

@ > p2 (=1)F osciluje

Véta 10.1. [Nutnd podminka konvergence.] Necht .7 | a; konverguje. Potom a; — 0.
Piiklad. ;7 ¢" diverguje, pokud |q| > 1.

Véta 10.2. [Aritmetika fad.] Jsou dany rady Y .-, ag, > oy by a €isla «, f € R. Potom

LY aay=a) o ag
2. Yty (eag 4 Bby) = a2 ap + 807 be

mé-li pravéd strana smysl. Specidlne, konverguji-li Y7 | ag, Y po, by, pak také > 77 (aay)
a Y po,(aag + Bby) konverguji.

Lemma 10.1. Necht ag, by, se lis{ jen v konecné ¢lenech. Potom Y - | a; konverguje, pravée
kdyz > ;- by konverguje.

Lemma 10.2. Necht a; > 0. Potom fada Y-, a, konverguje, pravé kdyz md omezené
castecné soucty.

Véta 10.3. [Srovndvaci kritérium - nelimitni verze.] Jsou dany fady > oo, ar a > o, bk,
kde ay, by > 0. Necht existuje ¢ > 0, ny takové, ze a, < cb; pro Vk > ng. Potom:

(i) pokud fada Y, by konverguje, tak fada Y -, a; konverguje;

(ii) pokud rada Y ., a; diverguje, tak rada Y -, by diverguje.

Véta 10.4. [Podilové kritérium.] Je ddna fada >, ; ai. Necht ay > 0, necht “’;—:1 — ¢ pro
k — oo. Potom:

(i) je-li ¢ < 1, tak fada konverguje;

(i) je-li ¢ > 1, tak fada diverguje.

Pf-l'klady.2® > rey 4 konverguje.
@) Z,zil g—k konverguje.

Poznamka. Pokud % — 1, nelze obecné nic Fici. Napiiklad fada D,
1

PO WD) konverguje, pro obé pritom plati a’;—:l — 1.

* Véta 10.5. [Odmocninové kritérium.] Je ddna fada Y - ap. Necht ax > 0, necht
{/a, — q pro k — oo. Potom:

(i) je-li ¢ < 1, tak fada konverguje;

(i) je-li ¢ > 1, tak fada diverguje.

1 . .
5 diverguje,

Tvrzeni. Necht a;, > 0, necht L — g pro k — oo. Potom {/ay — ¢ pro k — oo.



Véta 10.6. [Integralni kritérium.| Je ddna fada Y, | ax, kde ax > 0. Necht existuje funkce
f(z) spojita, nezdporna a nerostouci v [1,00) takova, ze ar = f(k) pro Vk. Potom fada
> re ay, konverguje, prave kdyz (A) [[° f(z) dz < +o0.

Piiklady. @ Rada Y 2, & konverguje, préveé kdyz a > 1.

@ Rada Y32, exp(—v/k) konveguje.

Definice. Rekneme, Ze ay je Fadové rovno by pro k — 0o, jestlize limy_ o Z—: existuje a je

konec¢né a nenulova. Znacime ay ~ by.

Véta 10.7. [Srovndvaci kritérium - limitn{ verze.] Necht ay, by > 0, necht a; ~ by,. Potom
fada Yy -, a; konverguje, pravé kdyz rada > -, by konverguje.

Piiklady. @ Y7, 2k diverguje.

@ > pe; sin 77 konverguje.

Véta 10.8. [Raabeho kritérium.] Necht a; > 0, necht k(
(i) je-li p > 1, tak fada Y., a; konverguje;

(ii) je-li p < 1, tak fada Y -, ay diverguje.

— 1) — p. Potom:

ag
Ap41

Poznamky. e uvazme fadu ) -, 1/k* Protoze ayi1/ar = (k/(k+1))* — 1, podilové
kritérium neumi rozhodnout; zato Raabe dava k(ax/ar+1 — 1) — 2, tj. fada konverguje.

Vidime, ze Raabe je silngjsi (jemnéjsi) ndstroj nez podilové kritérium.
e pokud k(ay/ax+1 — 1) — 1, nelze pomoci Raabeho kritéria rozhodnout.

Poznamky k C. Pro z € C je z = x + iy, kde 2 = —1, z, y € R. Zna¢ime z = Rez
(redlnd cast), y = Im z (imagindrni cast).

Definujeme z = x — iy (¢islo komplexné sdruzené), |z| = v/Re? z 4+ Im? z (absolutni hod-
nota).

Plati:

(i) |Rez|, |Imz| < |z2| < |Rez|+ |Imz| pro Vz € C

(i) |z +w| < |z + |w| pro Vz, w € C

Konvergence v C: pro z,, z € C pieme lim z, = z neboli z, — z, jestlize (formalné stejné
n—oo

jako v R): (Ve > 0)(3ng) :n>ny = |z —2,| <e.
Ekvivalentné: z, — z plati, pravé kdyz Re z, — Rez, Imz, — Im z.

Definice. Necht a; € C. Rekneme, ze fada > re, ai konverguje, pokud s, (posloupnost
¢astecnych souc¢tu) mé limitu v C.

Ekvivalentné: > 7 | a; konverguje (v C), pravé kdyz > ;- Reag, > o, Ima; konverguji
(v R). V takovém piipadé plati:

o o (o]
E ap = E Reak—i-ig Imay .
k=1 k=1 k=1

Opakuj. Rekneme, ze posloupnost {b,} spliiuje Bolzano-Cauchyho podminku (neboli je
cauchyovska), jestlize

(Ve > 0) (3no € N) (Vm,n > ng) [|bn, — bn| < ] (BC)
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Dokazali jsme (viz Véta 7.5 v ZS), ze posloupnost {b,} v R konverguje, pravé kdyz spliuje
Bolzano-Cauchyho podminku. Tato véta plati i pro posloupnosti v C a mnoha jinych
prostorech (uvidime v Kapitole 13).

Definice. Necht aj, € C. Rekneme, 7e fada > re; ai spliuje Bolzano-Cauchyho podminku
konvergence tady, jestlize

(V5>O)(E|n0 EN)(Vnzno)(VpEN)H ”z:“’ ak‘ <5} ) (BC —1)

k=n+1

Pozorovani. Rada > re; ag splije (BC-r), pravée kdyz s,, (posloupnost ¢dstecnych soucti)
spliuje (BC).

Véta 10.9. Necht a5, € C. Potom fada ), | ai konverguje, pravé kdyz spliluje Bolzano-
Cauchyho podminku konvergence fady (BC-r).

Véta 10.10. [O absolutn{ konvergenci.] Necht a;, € C, necht fada Y .-, |ax| konverguje.
Potom také rada ) -, a) konverguje.

Definice. Necht a;, € C. Jestlize Y-, |ax| konverguje, tak fadu >, ; ax (kterd konverguje
diky predchozi vété) nazveme absolutné konvergentni.

Jestlize Y2 | ax konverguje, a zdroven » -, |ax| diverguje, potom fadu > .-, aj nazveme
neabsolutné konvergentni.

* Véta 10.11. [Leibnizovo kritérium.] Necht b, — 0 a necht {bx} je od jistého indexu
monoténni. Potom fada Y, (—1)*b; konverguje.

Pi#iklad. Rada > re; (—1)*-L konverguje absolutné pro a > 1 a neabsolutné pro « € (0, 1].

Lemma 10.3. [Abelova parcialni sumace.] Necht ay, by € C, nechf n € N je pevné. Pro
m > n definujme 5,, = > ai. Potom )" ) apby = Sy + >0 1 5k(Dk — brg1) Pro
Ym > n.

Analogie. Per-partes [ ab = b+ [ §(—b)', kde § = [ a, tj. suma misto integrdlu, diference
misto derivace.

Véta 10.12. [Dirichletovo kritérium.] Necht > 7 ar (ar € C) mé omezené cdstecné
soucty. Necht by — 0 a necht posloupnost {b;} je od jistého indexu monoténni. Potom
> re , by konverguje.

* Lemma 10.4. Necht x # 2mm. Potom

n . .
) sin nTHI sin 5x
E sin kx = — ,
sin £
k=0 2
n .
sin ”THx cos b
E coskr = — .
sin £
k=0 2



Dusledek. Necht z € R, x # 2mn. Potom fady Y .- sinkz, > ;- cos kx maji omezené
castecné soucty.

Véta 10.13. [Abelovo kritérium.] Necht Y77, ai (ax € C) konverguje. Necht posloupnost
{bx} C R je omezend, a od jistého indexu monoténni. Potom fada Y . | axby, konverguje.

Poznamka. Predpoklad monotonie (Véty 10.8, 10.12, 10.13) je podstatny a nelze ho vy-
nechat. (Staci vsak monotonie od jistého indexu).
Stejné tak je podstatny predpoklad a, > 0, by > 0 ve Vété 10.7. (Stacilo by obecnéji, ze
ag, by neméni znameni od jistého indexu).
- s fe'e) —1 k . .
Prlklady.. D >y \/%T)(—l)k diverguje.
@ Yo, Emkactek Lonverguje.
Definice. Pro a € R definujeme

n a, a>0 B —a, a<0
a = a =
0, a<0 0, a>0
tzv. kladnou resp. zdpornou ¢ast ¢isla a.
Poznamka. Plati: a =a™ —a™, |a| =aT +a” a0 <a™, a” <]al.
Priklady. O > -, Sinéffx) konverguje absolutné.
@ >, % konverguje neabsolutné.

Definice. Necht a, b, € C. Necht existuje ¢ : N — N vzdjemné jednoznacné zobrazeni
takové, ze ap = by pro kazdé k € N. Potom fada ) /7, by se nazve pferovndni fady
D het @

Véta 10.14. Necht Y2 by je libovolné prerovnéni fady > .-, ax. Necht bud (i) ax > 0,
nebo (ii) >~ a; konverguje absolutné (kde ay € C). Potom > ;7 ap = > 1o, bg.

* Véta 10.15. Necht a; € R, necht "7 | a; konverguje neabsolutné, necht s € R* je
libovolné. Potom existuje prerovnani, jehoz soucet je s.

Poznamka. Je déna fada ) .- ai, ax € R. Je sprdvnd dvaha "nejdiive sectu vsechny
kladné ¢leny, pak vSechny zdporné, pak to slozim a mam vysledek”? Formalné jde o rovnost

(o] o0 o
ap = E a,': — ay, -
k=1 k=1 k=1

Pro absolutné konvergentni fady to plati. V piipadé neabsolutné konvergentni rady ne:
napravo totiz je +00 — oo.

Véta 10.16. [Cauchytv soucin fad.] Necht fady = a;, D222 b; konvergujf absolutné.

Pro k=0, 1, ...oznacme ¢, = Ef:o a;b_;. Potom
- (Ya) (0]
k=0 k=0 k=0
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a fada vlevo konverguje absolutné.

Priklad. Oznac E(z) = ), 2—’: Tato fada konverguje absolutné pro kazdé z € C a plati
E(z) - E(w) = E(z +w) pro Vz, w € C.

11. MOCNINNE RADY.

Definice. Mocninnou radou rozumime
oo
k
ce(z — 20) (M).

k=0

kde zy je stied tady, cp jsou koeficienty tady; fadu chapeme jako funkci proménné z.
Predpokldddme cg, 29, 2z € C. Plat{ imluva a® = 1 pro Va € C, tj. fada vypadd cy + c1(z —
20) +ealz—20)% + . ...

Poznamky. e mocninna rada ... zobecnény polynom

e mnoho funkei se dd napsat jako soucet mocninné rady, napf. expz = » - 2—17 pro z € C,
In(1 +2) = Y0 o (= 1)¥2+ pro |z] < 1.

Véta 11.1. [Polomér konvergence.] Je ddna mocninna fada (M). Potom existuje R €
[0, +00] takové, ze pro z € C plati:

(i) pokud |z — 2| < R, tak (M) konverguje absolutné;

(ii) pokud |z — zo| > R, tak (M) diverguje.

Terminologie. Cislo R z pfedchozi véty se nazyva polomér konvergence fady. Mnozina
{z € C; |z — %] < R} resp. {z € C; |z — 2| = R} se nazyva kruh resp. kruznice
konvergence. Zjevné muze existovat jen jedno ¢islo R, které splni obé vlastnosti (i), (ii) -
tj. polomér konvergence je urcen jednoznacne.

Véta 11.2. Je déna fada (M). Necht ¢, # 0 a necht || — r. Potom R = % (s tmluvou
1 1

+oo 0

Piiklady. @D Y ;7, 2" ... R =1, na kruznici konvergence fada diverguje

=0, — = 4+00) je polomér konvergence fady.

k “ e . o . -«
@ Y il % - R =1, nakruznici konvergence fada konverguje absolutneé

1 1
Véta 11.3. Je déna fada (M). Necht {/|ck] — 7. Potom R = = (s mluvou Too = 0,
r o0

0= +00) je polomér konvergence tady.

Poznamka. Jednim z hlavnich cilu kapitoly je dokézat rovnost

{Z cx(z — zo)k} = Z kep(z — 20)" '

k=0

Formalné jde o ”derivovéni fady ¢len po élenu”, neboli o zdménu ) a L.

7



Rada vpravo je také mocninnd fada - mizeme ji prepsat jako

ZkZ—Z() , Ek:(kﬁ+1)6k+1.
k=0

Lemma 11.1. Rady (M) Y232 cx(2—20)F a (My) S5 | keg(2—20)F ! majf stejny polomér
konvergence.

Dusledek. Také tady Y 2", k(k—1)cr(z—20)"2, 3202, 555 (2 — 20)* ! maji stejny polomeér
konvergence jako fada Y o, cx(z — 2)".

Heslo: formalnim derivovanim /integrovanim ¢len po ¢lenu se neméni polomér konvergence.

Véta 11.4. Necht fada Y~ ck(z — 20)* md polomér konvergence R > 0. Ozna¢me

(e 9]

F(z) = cx(z — Zo)k; f(z) = Z key(z — Zo)k_l :
k=0
Potom F’(z) = f(z) pro Vz € U(z0, R), kde U(z, R) = {2z € C; |z — | < R}.
Poznamky. e funkce F(z), f(2) jsou pro z € U(zg, R) korektné definovany, nebot dané
fady konverguji absolutné (Lemma 11.1.)
e tvrzeni plati ve smyslu derivace podle komplexni proménné, tj.

F(z+h) — F(z)
)G _ g

(v5>0)(35>0)[0<]h]<5,he(1:> <5},

kde z € U(zo, R) je libovolné.

e specidlni piipad je i derivace podle redlné proménné, tj. F'(x) = f(z), pro kazdé x z

intervalu (—R, R)

Dusledky. Na mnoziné Uz, R) plati:

o funkce F(z) je nekonecné diferencovatelnd a F(z) = > 27, k(k—1)cx(2—20)F 72, FO®) (2) =
v s k(k—1)(k — 2)cp(z — 20)" 3 atd.

o funkce ®(z) = > "7, k+1( — 20)*! je primitivn{ funkce k F(2), tj. ®'(z) = F(2)

Priklad. E(z) =Y ;7,2 E' Potom E’(z) = E(z) pro Vz € C.

Véta 11.5. Necht fada F/(z) = > .2, cx(z — 20)F mé kladny polomér konvergence. Potom
F®)(2) =klcp, proVl=0,1,....

Diusledek. Necht fada F(z) = >, ck(z — 20)F md kladny polomér konvergence. Potom
n-ty Tayloruv polynom funkce F'(z) o stiedu zy je roven n-tému ¢astecnému souctu fady
prislusné mocninné rady.

Véta 11.6. Nechf fady F(z) = > 5 cu(z — 20)" a F(2) = Y202, &z — 2)* maji kladny
polomér konvergence. Necht F'(z) = F(z) na jistém U(zg). Potom ¢, = ¢ proVk = 0,1,. ...
Dusledek. Necht >3 cr(z — 20)" = 0 pro Vz z néjakého U(zg). Potom ¢ = 0 pro
Vk=0,1,....



Poznamka. Srovnej s pifbuznou vétou: necht p, p jsou polynomy, necht p(z) = p(x) pro
nekonecné x. Potom p, p jsou identické, tj. maji stejné koeficienty.
* Véta E. Existuje funkce expz : R — (0, +00), spliujict:
1. exp(x + y) = exp(z) exp(y) pro Vz, y € R;
2. exp x je rostouci a spojita v R;
. exp(z) —1
3. lim ———— =

=1.
x—0 €x
Funkce exp x je témito vlastnostmi ur¢ena jednoznacné.

Poznamka. V dukaze predchozi véty polozime

ok

x

expx—g Tk
k=0

podobné definujeme

% a2k e L 2k
ne =Y (~1)F I
sin (—=1) Ok cos T E (—1) ok
k=0 k=0

a dokazeme Vétu C, s vyuzitim néasledujictho Lemmatu.
Lemma 11.2. Pro Vx, y € C plati
exp(z + iy) = exp(z) [ cosy + isiny] ,
1
sinx = ¥ [exp(iz) — exp(—iz)] = = sinh(iz),
i i

cosT = %[exp(ix) — exp(—iz)| = cosh(iz).

Definice. Funkce F'(z) se nazve analytickd v bodé zg, jestlize existuji ¢, € C tak, ze
~) 0 SN 2 \E Ha et by .
F(z) =, ock(z — 2)" na jistém U(z).

Funkce se nazve analyticka v mnoziné €2, je-li analyticka v kazdém bodeé €.
Priklad. Funkce exp(z) je analytickd v C, nebot lze psat expz = exp zpexp(z — z9) =
Zx exp 20 (7 . )A:

k=0 kI \© <0/ -

12. DIFERENCIALNI ROVNICE.

Umluva. V celé kapitole jsou I, J oteviené intervaly.

Definice. Necht F(x,y, z1,...,2,) je redlnd funkce (n + 2) proménnych, kterd neni kon-
stantni vuci z,. Potom vyraz

F(z,y,y,...,y"™) =0 (1)

nazveme obyc¢ejnou diferencialni rovnici fadu n pro neznamou funkci y proménné x.



Resenim rovnice (1) rozumime funkei y(x) : I — R, kterd mé vlastni derivace az do fadu
n vsude v I, a

F(z,y(x),y (z),...,y"(2)) = 0
pro kazdé x € 1.

Definice. Necht y : I — R, §: I — R jsou dvé FeSeni, pFi¢emz interval I je striktné vétst
nez I, a y(z) = g(x) pro Vx € I.
Potom g se nazve prodlouzenim y, a naopak y se nazve restrikci y.

Priklad. Funkce y;(z) =0, € (—00,0), y2(x) =0, x € R a

(o) = {0, z <0

22, x>0
jsou vsechny feseni rovnice y' = 2,/y. Vidime, Ze y,, y3 jsou dvé ruzna prodlouzeni feSeni
y1. V bodé z = 0 nastava vétveni (nejednoznacnost).

Definice. Obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu rozumime vyraz

F(z,y,y") =0, (2)
kde F = F(x,y,2) je nekonstantnf vii¢i z. ReSenfm rovnice (2) je funkce y(z) : I — R,
pricemz 3/ (x) existuje vlastni vsude v I a F(x,y(z),y'(z)) = 0 pro Vz € I.

Definice. Linearni ODR 1. fddu rozumime
y' +a(r)y = b(z). (3)

Véta 12.1. [Reseni linedrni ODR 1. fadu.] Je ddna rovnice (3). Necht a(z), b(z) jsou
spojité v I, necht A(z) = [a(x)dx, B(z) = [b(z)exp A(x)dx v I. Necht ¢ € R je
libovolné. Potom
y(@) = exp(—A(z))[B(x) + ¢]

je Teseni rovnice (3) v I. Naopak: vSechna fesenf rovnice (3) maji tento tvar.
Poznamka. Vyraz exp A(x) se nazyva integra¢ni faktor.
Piiklad. rovnice: ¢/ + ycosz = exp(—sinz), i.f.: expsinz, obecné feseni: y(x) = [z +
clexp(—sinz), z € R.
Definice. Rovnice

v =g(y)f(z) (4)
se nazyva rovnice se separovanymi promeénnymi.

Véta 12.2. [Redeni rce se sep. prom.] Je déna rovnice (4). Necht f(z) je spojita v I, necht
g(y) je spojitd a nenulovd v J. Necht F(z) resp. G(y) jsou p.f. k f(z) resp. 1/g(y) v I
resp. v J.
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Ozna¢ G_1(z) funkei inverzn{ ke G(y). Necht konstanta ¢ € R a interval I, C I jsou zvoleny
tak, ze F(x) + ¢ lezi v definiénim oboru G_4(2) (tj. v G(J)) pro Vz € I..
Potom funkce

y(x) =G_1(F(x)+c), z€el,
je Teseni rovnice (4).
Poznamka. Predpoklad ,F(x)4c lezi oboru hodnot G* je potieba hlidat — bezhlavy
vypocet totiz muze snadno vést k feseni, které resenim neni.
Ptiklad. Rovnice ¢y’ = 2\/@ . Aplikaci predchozi véty nachazime dva typy feSeni:
Ltyp: I =R, J = (—00,0), G(y) = —/—y, F(z) = z. Tedy G(J) = (—00,0), I =
(—00, —c). nalezené fesenf y(z) = —(z + ¢)?, x € (—o0, —c).
Pozor: pro x > —c dana funkce NENTI fesen{ rovnice.
2. typ: podobné - J = (0,00), G(y) = /¥, G(J) = (0, 00). Nalezené feseni y(z) = (x + ¢)?,
x € (—c,00). (Opét nenf feseni pro x < —c).
3. typ: zjevneé y(z) = 0, x € R je Feseni.

Poznamka. V dalsim se zaméiime na rovnici tvaru

y = flz.y), (5)

- tzv. rovnice vyfeSend vzhledem k derivaci - ktera je z hlediska teorie ,Sikovnéjsi“ nez
obecny tvar (2).
Lemma 12.1. [O napojovédni.] Necht y;(z) : (a,z9) = R, ya(x) : (z9,b) — R jsou Feseni
rovnice (5). Necht lim y(z) = yo = lim+ yo(z). Necht f(x,y) je spojitd v bodé (xq,yo) €
T—>To— T—T0
R2. Potom funkce
yi(x), x € (a,xo)
y<x) = y?(@; VS ($07b)
Yo, T = Xo
je fesenim rovnice (5) v celém (a, b).
Priklad. Funkce
—(z+¢)? z<-—c
y(r) = {

0, > —c

(tj. napojeni feseni typu 1 a 3) je feSeni rovnice y' = 2\/@ v R.

Lemma 12.1 fesi vlastné jedinou véc: Ze rovnice je splnéna v bodé napojeni (jinde je to
jasné) a fikd, Ze to je zaruceno, slepim-li feSeni spojité. Srovnej s Lemmatem 6.2 (o lepeni
primitivni funkce) v minulém semestru.

Poznamka. Obecny postup Feseni rovnice se separovanymi proménnymi (4):

e pokud yy € R je takové, ze g(yo) = 0, pak y(z) = yo je tzv. singuldrni (staciondrni)
feseni (na kazdém intervalu, na némsz je definovéna f(x).)
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e pomoci Véty 12.2 hleddm feseni y(x) : I — J, kde f(x) je spojita I, g(y) je spojitd,
nenulova v J.

e pomoci Lemmatu 12.1 nalezend feSeni napojuji.

Definice. Rekneme, 7e feseni y(z) : I — R rovnice (5) prochdzi bodem (z¢,y0) € R?,
jestlize (i) zo € I a (ii) y(z0) = 0.

Rekneme, ze v bodé (z¢, o) nastavé vétveni, jestlize existuji dveé fesent yy (), ya(z), kterd
timto bodem prochéazeji, avsak ktera se neshoduji na zadném okoli xy. Tj. V6 > 0 Iz €
U(xo, 6) tak, ze y1(Z) # y2(T).

Piiklad. Pro rovnici ¥ = 24/|y| nastdva v bodé (0,0) vétveni: y;(z) = 0 pro z € R a
yo(z) = 2? prox >0 a =0 pro z < 0.

Poznamka. Jestlize y(x) feSeni rovnice (5) prochézi bodem (xg, o), pak nutné y'(z¢) =
f(zo,y(x0)) = f(x0,y0). Geometricky: pokud stejnym bodem prochazi vice feseni, maji
zde stejnou tecnu - jejich grafy se ,,dotykaji*, nemohou se ,kiizit“.

* Véta 12.3. [Peano.] Necht f(z,y) je spojitd na okoli bodu (zg,yo). Potom bodem
(20, yo) prochdzi alespon jedno feseni rovnice (5). Podrobnéji: existuje 6 > 0 a funkce
y(x) : (xo — 9,20 + ) — R, ktera tesi (5) a spliuje y(xo) = yo.

* Véta 12.4. [Picard.] Necht funkce f(z,y), %f(:v,y) jsou spojité na okoli bodu (xg, o).
Potom bodem (g, 3) prochézi pravé jedno feseni rovnice (5).

Podrobnéji: existuje y(x) Feseni (5) prochézejici (xq, yo), a je-li §(x) jiné feseni, prochézejici
(20, y0), tak existuje § > 0 tak, ze y(x) = g(x) pro Va € U(xo,0).

Specidlné: v bodé (z, yp) nenastava vétveni.

Piiklad. Pro rovnici y' = 24/|y| zarucuji vyse uvedené véty, ze (i) kazdym bodem (zq, yo) €
R? prochézi alespon jedno feSeni a (ii) vétveni muze nastat jen v bodech (zg,0).

Definice. Resen{ y(x) : I — R dané ODR se nazve maximdlni, jestlize ho nelze prodlouzit,
tj. neexistuje g(z) : I — R takové feseni, ze I C I a y(z) = y(x) pro Vz € 1.

Poznamky. N&s cil pii feSeni dané rovnice: najit vSechna maximalni feSeni.

Resenf y(x) : (a,b) — R rovnice (5) urcite nejde prodlouzit za bod x = b, jestlize (i)
b = 400 nebo (ii) y(z) — oo pro x — b— a nebo (iii) y(x) — yo pro x — b—, avsak bod
(b, yo) nelezi v definiénim oboru funkce f(x,y).

Jak poznam, Ze mam vsechna feSeni? Necht 0 C R? je oteviend a funkce f(x,v), 6% f(z,y)
jsou spojité v €. Jestlize najdu né&jakou tiidu {y.(x)}.cr Feseni rovnice (5) takovych, ze
jejich grafy vyplni celou €, pak diky Vété 12.4 jsou to zaroven vsechna feSeni, ktera se v
2 mohou vyskytnout.

Definice. Rovnice y' = f(z,y) se nazve homogenni, pokud f(z,y) splauje f(\z,\y) =
f(z,y) pro VA #0.

Postup feSeni: polozime y(z) = zz(z) — pfejde na rovnici se separovanymi proménnymi
(pro novou neznamou funkci z(x).) Pozor na bod z = 0.
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Piiklad. 22y + xy = 2y°.

Definice. Rovnice ¢ + a(z)y = b(z)y*, kde a # 0, 1, se nazyva Bernoulliho rovnice.
Postup feSeni: substituci z(x) = [y(x)}lfa prevedeme na linedrni rovnici (pro novou
neznamou funkei z = z(x)).

Pozor na praci s odmocninou (znaménko y(x) resp. z(z)).

Piiklad. zy — 4y = 2*\/y, tj. a = 1/2, z = \/y vede na 2’ — 2z/x = x/2, kterou lze Tesit
pomoci i.f. 1/x2.

Definice. Systémem n obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fddu rozumime

y =F(z,y), (6)
tj. rovnice yi(x) = Fi(z,y1(x),...,yn(x)), i =1,...,n, kde y = (y1,...,yn) : L — R" jsou
neznamé funkce, a F = (Fy, ..., F,) : I x R" — R" jsou dény.

Ptirozena pocatecni podminka je
y(l‘o) =, (7)

neboli y;(zg) =m;, i =1,...,n,kde 2o €  an € R™.

Poznamka. Plati véty analogické Vété 12.3 a 12.4: F spojita zarucuje lokalni existenci,
F ti{dy C" navic i jednoznacnost feSeni (splitujictho danou poc¢étecni podminku).

Definice. Rovnici n-tého fadu, vyfeSsenou vuci nejvyssi derivaci, rozumime
y " = flzyy, .y (8)

d’Alembertova transformace. Funkce y(z) : I — R je feSenim rovnice (8), pravé kdyz
vektorova funkce z(x) : I — R", kde

21 ()

y(x)
2o(x) =y

(z)

() =y V()

resi systém

zh = 23
2 =2
2= fw, 21,00 20)

Pocatetni podminka z(xg) = n odpovida pocatetni podmince pro y tvaru y(zo) = 1,
Y (o) = M2y -y D (w0) = M.

13



Poznamka. Pfirozend pocateéni podminka (tj. takova, pro niz existuje pravé jedno reseni)
pro rovnici 1. fadu je ur¢end hodnotou feseni v néjakém bodé.

Pro rovnici n-tého tadu je pfirozené urcit n pocatecnich podminek, nejcastéji hodnotu a
prvni az (n — 1)-tou derivaci v néjakém bode.

Definice. Linearni diferencidlni rovnici fadu n rozumime
ao()y™ + ar (2)y" D + -+ an(2)y = f(a). (9)

Terminologie: a;(x) ... koeficienty rovnice, f(x) ... prava strana.

Znaceni C(I) ... funkce y(x) : I — R(C), které jsou spojité; C*(I) ... funkce y(z), které
jsou spojité¢ a jejichz derivace az do radu k véetné jsou také spojité na I.

Resenim rovnice (9) rozumime funkei y(x) € C™(I), ktera splauje (9) pro Vo € I.
Klicovy predpoklad (P). O rovnici (9) budeme predpokladat, ze a;(z), i = 1,...,n a
f(z) jsou spojité v I (otevieny interval), navic ag(z) # 0 pro Vo € 1.

* Véta 12.5. Je dana rovnice (9) a plati pfedpoklad (P). Necht xy € I an € R" jsou
libovolné. Potom existuje jedind funkce y(x) € C™(I), kterd fesi (9) na celém I, a spliuje
pocatecni podminky

y(n—l) (ZE()) =Tn

Poznamka. Existence feseni je zarucena na celém I (obor spojitosti a;, f) — to je typické
pro linedrni rovnice. U nelinearnich rovnic obecné nelze ¢ekat vice nez lokdlni existenci
feSen.

Znaéeni. Pii znaceni L[y = >_1_, ax(r)y™ " mizeme rovnici (9) piepsat jako Z[y] = f.
Specialni pripad f = 0 je tzv. homogenni 1iloha

ZLy]=0. (10)

Véta 12.6. [Struktura feSen{ linedrn{ rovnice fadu n.] Necht plat{ pfedpoklad (P). Potom:

1. Mnozina ¢ vSech teseni homogenni tlohy (10) tvoii linearni podprostor dimenze n
v prostoru C"(I).

2. Mnozina .4} vsech feseni dlohy (9) méa tvar {yp +uy;, y € %”}, kde y, je libovolné,
pevné zvolené teseni této tlohy.

3. Necht {yi,...,yn} je libovolnd bdze . Definujme U;;(z) = yj(i_l)(x), i,j=1,...,n.
Potom pro kazdé = € I je U(x) reguldrni matice v R"*".
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Terminologie. Bazi prostoru # nazyvame fundamentélnim systémem (F.S.) rovnice (9).
Pevné zvolené feSeni y, nazyvame partikuldrni reseni.
Matici z bodu 3. vySe nazyvame Wronského matici a jeji determinant se zove wronskian.

Priklad. Funkce {€2 22} tvoif F.S. pro dlohu y” — 2y +y = 0.
Poznamka. Obecny navod, jak nalézt fundamentalni systém nebo partikularni feSend,

neexistuje. Nasledujici véta ale ukazuje, ze pouhou integraci muzeme nalézt partikularni
feSeni, pokud uz mame fundamentalni systém.

Véta 12.7. [Variace konstant.| Je ddna rovnice (9) Z[y] = f a plati (P). Necht {y1,...,yn}

je fundamentdlni{ systém. Necht ¢} (z),...,c, (z) spliuji pro Vo € I soustavu
A (@)yi(z) + ey (x)y2(z) + ... (2)yn(x) =0
i (2)yy (@) + & (@)yh(x) + ... (2)yn(z) =0
@)y (@) + la)yy" ™ (@) e @)y (@) = 0
n— n— n— f<x>
@ (@) + @ @)+ @) = s

Potom funkce y(z) = >_"

j=1
Poznamka. Soustava ve Vété 12.7. mé tvar U(z)C’'(x) = B(z), kde U(z) je reguldrni ma-
tice (viz Vétu 12.6), C'(z) = (d,(x), ..., (z)) je neznamy vektor a B(z) = (0, ..., 0, L),

n 7 ap(x)

cj(x)y,(x) je feSenim tlohy (9).

Muzeme tedy vyjadiit ¢j(z) a integraci ziskat c;(z).

Definice. Rovnice
boy™ + by -+ by = f(x), (11)

kde b, € C jsou konstanty (by # 0), se nazyva linedrni ODR fadu n s konstantnimi
koeficienty. Znaéfme 2 [y] = Y5, by *). Rovnice

Hy] =0 (12)

je odpovidajici homogenni tloha.

Poznamka. Hlavni myslenka teorie rovnic s konstantnimi koeficienty: hledejme feSeni
tvaru y(x) = exp(Azx). Pozoruji, ze J# [exp(Az)] = p(A) exp(Ax), kde

pA) = bA" (13)

Tedy: je-li Ay kotenem polynomu p(\), tak funkce exp(Agz) je feSenim homogenni tlohy.
Definice. Polynom (13) se nazyvé charakteristicky polynom rovnice (11).

Poznamky. Kazdy polynom p = p()) lze napsat jako
p(A) =a(A—=A)" . (A= A"
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kde Ay, ... Ay € C jsou navzajem ruzné koteny, a nq,...ng jsou jejich nasobnosti.

Plati: ny + - - - + ng rovna se stupen polynomu.

Déle: \g je kofen polynomu p(\) ndsobnosti k, pravé kdyz 0 = p(Ag) = p'(Xo) = -+ =
p*D(Ag), avsak p®)(Xg) # 0.

Ke stupni polynomu: a\ + b, kde a # 0, je polynom stupné 1. Nenulova konstanta je
polynom stupné 0. Identicky nulova funkce se povazuje za polynom zdaporného stupné.

Lemma 12.2. Je dan operator % [y] a p(\) je jeho charakteristicky polynom. Potom pro
Vi >0 celé

H [z exp(Ar)] = exp(A\z) Z (;>p(j)(A)xlj.

Dasledek. Je-li Ay kofen char. polynomu nasobnosti k, pak funkce exp(Aox), x exp(Aoz),

.., 2" Lexp(Aoz) fesf homogenni tlohu (12).

Poznamka. Pripomenme tvrzeni (které plyne napi. jako specidlni piipad Véty 11.6): je-li

q(z) polynom a g(z) = 0, tak nutné ¢(z) je trividlni (tj. ma vsechny koeficienty nulové.)
Totéz feceno jinak: funkce 1, =, 22, ... 2%, ... jsou linedrné nezévislé.
Nésledujici lemma muzeme chapat jako zobecnéni tohoto faktu.

Lemma 12.3. Necht ); € C jsou vzdjemné ruznd ¢fsla, necht ¢;(z) jsou polynomy. Jestlize
>ty gj(z) exp(N\jx) = 0, pak nutné g;(z) = 0 pro Vj.

Véta 12.8. [F.S. pro ' [y] = 0.] Je dan operator £ [y] a p(A\) je jeho charakteristicky
polynom. Necht );, 7 = 1,...,s, jsou jeho kofeny, a n;, j = 1,...s, jsou odpovidajici
nasobnosti. Potom funkce

2! exp(\;) j=1,...5,1=0,...n; -1
tvori fundamentdlni systém homogenni tlohy (12).
Piiklad. y©® — y@® — 5¢3) 44" + 8y + 4y = 0, charakteristicky polynom:
pA) =N =AM =B+ A+ 8 +4=(A+1)*(A—2)°
—1 je 3-nasobny, 2 je 2-nasobny kofen, = fundamentdalni systém:
{exp(—z), zexp(—z), 2” exp(—x), exp(2z), z exp(2z) }
obecné Teseni:
Ky exp(—x) + Koz exp(—x) + Ksx? exp(—x) + Ky exp(27) + K5z exp(22)

kde K; € R jsou konstanty.

Poznamka. V piipadé, ze p(\) ma komplexni koteny:

1. moznost: celou teorii uvazujeme "komplexni”, tj. hleddme reseni y(x) : C — C, pocateéni
podminka y¥=Y(z¢) =n;, 7 =1,...,n, kden; € C. Takto to funguje a nevadi mi komplexn{
by, ani komplexni kofeny.
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2. moznost: chceme "redlnou” variantu, tj. hledame jen feseni y(z) : R — R, a mame b, € R
(redlné koeficienty v rovnici.)

Z redlnosti by plynou dveé véci:

(i) A € C je kofen p()\) ndsobnosti & = A je kofen ndsobnosti k

(ii) funkce y(z) : R — C tesi A'[y] =0 = funkce Rey(z), Imy(x) fesi A [y] = 0.

Je-li A = a + i kofen nésobnosti k, ziskdme dle V.12.10 funkce

exp(Az), zexp(Az), ..., 2" exp(Az)

exp(Az), zexp(Az), ..., 2" exp(Az)

misto nich ale vezmeme jejich redlné a imaginarni casti
exp(ax) cos B, xexp(ax)cos Bz, ..., x5t exp(ax) cos fa
exp(ax) sin Bz, xexp(ax)sin Bz, ...,z exp(az)sin f

- tak dojdeme k "realné”verzi fundamentalniho systému.

Priklad. 4" +y = 0, p(\) = A\? + 1, kofeny +i. F.S.={exp(iz), exp(—iz)}. Redlnd verze
F.S.: {cosz,sinz}.

Definice. Rovnice
Kyl = q(x) exp(Aoz) (14)

kde ¢(z) je polynom, se nazyvé rovnice se specialni pravou stranou.

Prava strana je ten typ funkce, kterym se zabyva Lemma 12.2., a ze kterych umime sestavit
fundamentalni systém (Véta 12.8.) Uvidime, ze v této situaci lze feSeni uhodnout jako
funkci predepsaného tvaru.

Poznamka. Necht ¢s(x), s = 0,...m jsou polynomy, kde stuperi ¢; je s. Potom pro
libovolny polynom ¢(z) stupné m existuji (jednoznacéné uréené) konstanty cs, s = 0,...m
takové, ze q(x) = > csqs(x).

Véta 12.9. Je dédna tloha (14), kde ¢(x) je polynom stupné m. Necht k& > 0 vyjadiuje
nasobnost Ay coby kotene charakteristického polynomu (k = 0 pokud Ay neni koten.)

Potom existuje 7(x) polynom stupné m takovy, ze y(x) = x¥r(z) exp(Noz) je fesent (14).

Priklad. " — ' — 2y = (x + 1) exp(2z). \g = 2 je jednoduchy koten char. polynomu,
stupen g(z) = z+ 1 je 1. Hleddm feseni ve tvaru y(z) = xr(x) exp(2z), kde r(z) = Az + B
je polynom stupné 1.

Dosazenim do rovnice A = 1/6, B = 2/9.

* Véta 12.9.° Je ddna tloha

H [y = exp(az) [q1(x) cos Bz + ga(x) sin fz] , (15)

kde q1, g2 jsou polynomy stupné < m. Necht k > 0 vyjadiuje nasobnost éfsla A = a + Bi
coby kofene charakteristického polynomu.
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Potom existuji polynomy ry, ro stupné < m takové, ze
y(z) = ¥ exp(ax)[ri(x) cos B + ro(x) sin B

je Teseni (15).

Piiklad. y" + vy —y =cosz. Typ (15), a =0, 5=1,¢1 =1, ¢ =0, tj. m =0, ¢islo A =i
neni koren char. polynomu.

Hleddam feseni ve tvaru y(x) = Acosx + Bsinz, dosazenim do rovnice vyjde A = —2/5,
B =1/5.

Poznamka. Priiklad ukazuje, ze Vétu 12.9.” nelze zjednodusit v tom smyslu, ze pokud
prava strana obsahuje jenom cos, pak najdu feSeni, obsahujici také jenom cos.

Poznamka. Soustavu n-rovnic linedrnich rovnic 1. fadu X' = AX, kde X = X(t) =

T i ati — (g n foit DF (0 ns
(z1(t), ..., 2n(t))" jsou neznamé funkce, matice A = {a;}7,_, lze Tesit prevedenim na
jednu (¢i vicero) rovnic vyssiho réadu.

Postup: z prvni rovnice x| = a1 + a12x2 + . .. vyjadiime napt. o = L(x), 1, 23, ... 2,),

kde L(...) je ngjakd linedrni kombinace. Derivovanim dostaneme xf, = L(z/, 2}, 2%, ... 2}),

Ly

Dosazenim do zbylych n — 1 rovnic obdrzime soustavu, ktera neobsahuje x5, je vSak
radu 2 (obsahuje z!). Analogicky vylucujeme dalsi funkce z;. (Fakticky jde o inverzni
d’Alembertovu transformaci).

Piiklad. Soustava (pro neznamé funkce = = x(t), y = y(t)):

¥ =2r—vy

/
Yy =—6z+vy
Z prvni rovnice: y = 2x — o', y' = 22’ — 2", dosazenim do druhé rovnice

20" — 2" =22 — (22 — )
2" =32 —4x =0
charakteristicky polynom: p(\) = (A —4)(A+ 1)
obecné teseni:  x(t) = K exp(4t) + Lexp(—t)

a protoze y = 2x — 2/, je y(t) = —2K exp(4t) + 2L exp(—t).

13. METRICKE PROSTORY

Definice. Metrickym prostorem rozumime dvojici (X, g), kde X je mnozina a funkce g :
X x X — [0,400) je tzv. metrika, spliujici (pro vSechna z, y, z € X):

(i) o(x,y) > 0, pricemz o(z,y) = 0 pravé kdyz =z =y

(ii) o(z,y) = o(y, ) (symetrie)

(iii) o(x, 2) < o(x,y) + o(y, 2) (trojihelnikova nerovnost)
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Poznamky. Metricky prostor (dle m.p.) je obecnd matematickd struktura, v niz je mozné
meérit vzdalenost. Diky metrice zavedeme okoli, a tudiz i vSechny zakladni pojmy analyzy
(limita, konvergence, spojitost) ve zcela obecné situaci.

Piiklady. D R s metrikou o(z,y) = |z — y|
@) na libovolné mnoziné P lze zavést ,,diskrétni metriku” jako

L, z#y
o(z,y) =
0, z=vy

Opakovani. Vektorovy prostor X je mnozina, jejiz prvky lze scitat, nésobit skalarem
(typicky z R), a obsahuje prvek 0 (nulovy vektor.)

Definice. Normovany vektorovy prostor je dvojice (X, ||-]|), kde X je vektorovy prostor,
a norma je piifazeni x — ||z||, spliujici:

L. ||lz|]| >0, a ||z|| = 0 pravé kdyz x =0
2. |laz|| = |al||z|| pro Va € R

3. [lz +yll < [lz]l + llyll (A-nerovnost)

Priklady. @D Na R" lze zavést ruzné normy: |z|y = >, ||, [|z|lc = max{|z1],...,|zal},

lel = [> a2, kdeR" 3z =(a1,....,).

@ Na prostoru C(]a, b]) — spojité funkce f : [a,b] — R — se obvykle pouzivé ,,supremova”
norma

[flloe = sup{lf(x)[; = € [a, 0]}

Jind norma na témze prostoru je tzv. L' norma:

b
171 :/ ()] da

Diilezity priklad. Normovany prostor je metricky prostor, kde metriku definujeme jako
o(z,y) = llz —yl.
Definice. (X, 0) je m.p., z € X, § > 0. Definujeme kruhové okoli

U(z,0) ={y € X; o(z,y) <5}
a prstencové okoli
P(z,0) ={y € X; 0 < o(z,y) <} =U(x,0) \ {«}.
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Mnozina A C X se nazve otevienad, jestlize
(Vo € A)(36 > 0)[U(z,0) C A] .

Mnozina A C X se nazve uzaviend, jestlize jeji doplnék A¢ = X \ A je oteviend mnozina.

Piiklady. V R s obvyklou metrikou o(x,y) = |z — y|: (a,b) je oteviend, [a,b] uzaviena.
Mnozina [0,1) neni ani oteviend, ani uzaviend. Prazdnd mnozina je zaroven oteviend i
zaviena.

Véta 13.1 [vlastnosti otevienych mnozin] (X, ¢) je m.p. Potom
(1) X, 0 jsou oteviené mnoziny

(2) G, oteviené proVa € A = Upeu
(3) Gy, ..., Gy jsou oteviené =  (_, G, je oteviena

G, je oteviend

Poznamka. kone¢ny pocet mnozin v bodé (3) je podstatny: mnoziny (—1/n,1/n) jsou
oteviené, jejich prunik pres n € N je vsak jednobodova mnozina {0}, kterd nenf oteviena.

Véta 13.1° [vlastnosti uzavienych mnozin] (X, ¢) je m.p. Potom
(1) X, 0 jsou uzaviené mnoziny

(2) F,, uzaviené proVa € A = (), Fao je uzaviena

(3) i, ..., Fy jsou uzaviené = |J\_, F), je uzaviend

Definice. (X, 0) je m.p., {z,} C X posloupnost bodil. Rekneme, ze {z,,} ma limitu zy € X
(neboli konverguje k xg), jestlize

(Ve > O) (Elno S N) [n >ng = x, € U(xo,a)] )

Znacime: x,, — xg pro n — oo, nebo lim,,_,., x,, = xg.
Ekvivalentni je pozadovat, aby posloupnost (redlnych ¢isel) o(x,,, o) méla limitu 0.

Véta 13.2 [Charakterizace uzavienych mnozin pomoci posloupnosti.] (X, ¢) je m.p., F C
X. Potom je ekvivalentni:

(1) F je uzaviena

(2) Jsou-li z,, € F' libovolné body, splaujici x,, — x¢ pro n — oo, pak nutné téz zq € F.
Nézorné: z uzaviené mnoziny nelze vykonvergovat ven.

Definice. (X, ¢) je m.p. Uzdvér mnoziny A C X definujeme jako

A={yeX; (V6>0)U(y,d)NA#0}.

Véta 13.3 [Vlastnosti uzdvéru
(1) Ac B = ACB,

(2) A je uzaviend mnozina
(3) A C A, pticemz A = A, pravé kdyz A je uzaviena
(*4)y€e A < 3r,€ A, x, = ypron — oo

Piiklady. @ (0.1) =[0,1] @ Q =
u] (X, )Jemp A, B C X. Potom
=0
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Definice. (X, ¢) je m.p. Hranici mnoziny A C X definujeme jako

0A={ye X; (V6 >0) U(y,6) N A#0 azdroven U(y,d) NA°#0} .

Véta 13.4 [Vlastnosti hranice.

(1) 9A=ANAc, 0A=9(A°)

(2) OA je uzaviend, A= AUOIA

(3) A je uzaviend <= 0A C A, A jeoteviend <= JANA=1

Poznamka. Definujeme dalsi pojmy: vnitiek A
int A= {yeX; (36>0) U(y,0) C A},

vnéjsek A
ext A={yeX; (30>0)U(y,0)NA=0}.
Plati:
e int A C A, pricemz rovnost nastava pravé kdyz A je oteviend;
e A=int AUOJA (disjunktne)
e X =int AUOJA Uext A (disjunktneé)

Definice. (X, 0), (Y,0) jsou m.p. Funkce f: X — Y se nazve spojita, jestlize

(Vzo € X) (Ve > 0) (36 > 0) [z € U(xo,0) = f(z) € U(f(x0),¢)].

Pripomenuti. Pro funkci f : X — Y definujeme vzor mnoziny B C Y
f(B) ={z € X; f(x) € B};

— je to obecné néco jiného nez inverzni funkce (kterou znacéime f_; a kterd je definovana
pouze tehdy, je-li f prostd).

Véta 13.5 (X, 0), (Y,0) jsou m.p., f: X — Y. Potom je ekvivalentni:
(1) f je spojita

(2) pro kazdou G C Y otevienou je f~!(G) C X oteviend

(3) pro kazdou F C Y uzavienou je f~'(F) C X uzaviend

Véta 13.6 [Heineho charakterizace spojitosti.] (X, o), (Y, 0) jsoum.p., f: X — Y. Potom
je ekvivalentni:

(1) f je spojita

(2) pro kazdy bod zy € X a pro libovolnou posloupnost {z,} C X, splaujici x,, — x¢ pro
n — oo, plati f(z,) = f(zo) pron — oo

Poznamky. Plati nésledujici tvrzeni (dukazy neprovadime, nebot jsou velmi podobné
situaci v R, viz kapitoly 2 resp. 7 zimniho semestru).

e Necht (X, ), (Y,0), (Z,7) jsou metrické prostory, f: X — Y, g:Y — Z jsou spojité.
Potom go f: X — Z je spojité.
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e Je-li (X, 0) mp., f: X = R, g: X — Rspojité funkee, potomi f+g, f—g, frg: X = R
jsou spojité. (Misto R muze byt i linedrni normovany prostor.)
Je-li navic g(x) # 0 pro Vz € X, je také f/g: X — R spojité.

Definice. (X, o), (Y,0) jsou m.p., f : X — Y funkce. Rekneme, ze b € Y je limita funkce
f v bodé zy € X, jestlize

(Ve > 0)(36 > 0) [z € P(x0,0) = f(z) €U(b,e)].

Znacime lim,_,,, f(x) = b, nebo f(x) — b pro x — .
Rekneme, ze f je spojitd v bodé xq € X, jestlize

(Ve > 0) (30 > 0) [z € U(zo,8) = f(z) € U(f(z0),2)] .

Poznamky. Vidime, ze hodnota f(x¢) nehraje v definici zddnou roli, fakticky zde f nemusi
byt ani definovana. Plati opét véty analogické situaci v R:

e Heineho charakterizace limity: necht (X, 0), (Y, o) jsou m.p., f : X — Y dand funkce,
x9 € X, be Y. Potom je ekvivalentni:

(1) limg_y,, f(z) =0

(2) pro libovolnou posloupnost {x, } C X, splaujici z,, — x¢ pron — oo, a zéroven x,, # xg
pro Vn, plati f(z,) — b pro n — 0.

o f: X — Y jespojita, prave kdyz je spojita v kazdém bodé xy € X

e f: X — Y jespojitd v bodé xg, pravé kdyz lim, ., f(z) = f(zo)

Definice. Nechf (X, o) je m.p., {z,} C X posloupnost bodii. Rekneme, ze {y,} je pod-
posloupnost (téz vybrand posloupnost), jestlize existuje rostouci posloupnost prirozenych
cisel {kn}o2, tak, ze y, = x, pro Vn.

Definice. Necht (X, g) je m.p. Mnozina A C X se nazve kompaktni, jestlize pro libovolnou
posloupnost {z,} C A existuje podposloupnost {z, } a bod zq € A tak, ze x;, — xo pro
n — 0o.

Poznamky. (X, 0) je m.p., {z,,} posloupnost bodu. Potom:

e 1y se nazve hromadny bod posloupnosti {x,}, jestlize existuje podposloupnost {zy, }
takova, ze xy, — xo pron — oo

e ekvivalentné: z( je hromadny bod posloupnosti {z,}, pravé kdyz

(Ve > O) [a:n € U(zg,e) plati pro nékoneéné indexu n ] )
e ckvivalentni definice limity: lim,,_ ., x,, = %o, pravé kdyz
(Vs > 0) [acn € U(xg,e) plati pro vsechna n az na koneéné Vyjimek} )
e jestlize lim,, .. x, = xg, pak zy je hromadny bod této posloupnosti, a je to jediny jeji
hromadny bod.

e ckvivalentni definice kompaktnosti: A je kompaktni, pravé kdyz libovolna posloupnost
{z,} € Amé v A hromadny bod
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Definice. (X, ¢) je m.p. Mnozina A C X se nazve omezend, jestlize

(Fzo € X) (3K > 0)[A C U(zo, K)] .

Véta 13.7 [Vlastnosti kompaktnich mnozin.] Necht (X, g) je m.p. a A C X je kompaktni.
Potom

(1) A je omezend a uzaviena

(2) Je-li B C A, a B je uzaviend, pak B je téz kompaktni.

Véta 13.8 [Vztah kompaktnosti a spojitosti.] Necht (X, ), (Y, o) jsou m.p., necht X je
kompaktni. Potom:

(1) Je-li f: X — Y spojité, potom f(X) je kompaktni.

(2) Je-li f: X — R spojité, potom f je v X omezend, a nabyvé zde maxima a minima.

Pripomenuti. Funkce f : X — R se nazyva omezend, jestlize
(3K > 0)(Vz € X)[|f(z)| < K],
coz je totéz, jako ze mnozina
F(X) = {f(x); v € X}
je omezena.
Definice. Necht (X, 0) je m.p., Rekneme, Ze posloupnost {z,} C X spliuje Bolzano-

Cauchyho podminku (neboli je cauchyovskd), jestlize

(‘v’s > O) (Elno € N) [m, n>ng = 0(x,,Tm) < 6] )

Pozorovani. Jestlize posloupnost {z,} mé limitu, pak je cauchyovska.

Definice. Metricky prostor (X, ¢) se nazve plny, jestlize libovolnéd cauchyovska posloup-
nost bodu z X ma zde také limitu.

Definice. Normovany vektorovy prostor, ktery je uplny vzhledem k metrice, uréené jeho
normou, se nazyva Banachuv prostor.

Prostor se skaldarnim soucinem, ktery je iplny vzhledem k metrice, uréené normou, ktera
je urcena skalarnim soucinem, se nazyva Hilbertuv prostor.

Definice. Necht (X, o), (Y, o) jsou metrické prostory. Funkce f : X — Y se nazve lipschi-
tzovska, jestlize existuje L > 0 tak, ze

o(f(x), f(y)) < Lo(wz,y) Vr,ye X .

Je zjevné, ze lipschitzovska funkce je spojitda. Funkce, ktera lipschitzovska s konstantou
L < 1, se nazyva kontrakce.

Véta 13.9. [Banachova véta o pevném bodé.] Necht X je tplny metricky prostor, necht
f: X — X je kontrakce. Potom existuje jediné zo € X tak, ze f(xg) = zo.
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Poznamka. Zbytek kapitoly je vénovan specialné situaci v RY. To, jak zndmo, je normo-
vany vektorovy prostor, s eukleidovskou normou

kde z; jsou jednotlivé slozky vektoru x. Specialné, RY povazujeme téz za metricky prostor
s metrikou o(z,y) = ||z — y||.

Opakovani. Prostor se skaldrnim souc¢inem je dvojice (X, (-,-)), kde X je vektorovy pro-
stor, a skalarni soucin je pfitazeni z, y — (x,y), spliujici:

1. ptifazeni x — (z,y) je linedrni (pfi y pevném)

2. (y,z) = (z,y)
3. (z,x) >0, a (x,z) =0 pravé kdyz x = 0.
Na prostoru se skalarnim soucinem lze definovat normu predpisem
]| = v/ {z, 2) . (16)

BEukleidovska norma v R" je vytvorena pomoci skaldrniho soucinu

=1

Fakt, ze toto (16) je vzdy norma zejména, ze spliuje trojihelnikovou nerovnost), plyne z
obecné platici tzv. Cauchy-Schwarzovy nerovnosti:

* Cauchy-Schwarzova nerovnost. Necht (X, () je prostor se skaldrnim souc¢inem, a
normu ||-|| definujeme pomoci (16). Potom

[{z, )] < ll=[l[lyl
pro libovolné prvky x, y € X.

Lemma 13.1. [O konvergenci v RY po slozkach.] Posloupnost bodt z,, € RY konverguje
k 2o € RY, prave kdyz kazda slozka vektoru x,, konverguje k odpovidajici slozce vektoru
Zg-

Véta 13.10. [Kompaktn{ mnoziny v RY.] Mnozina A C RY je kompaktni, pravé kdyz je
omezena a uzaviena.

Poznamka. Implikace kompaktni = omezend a uzaviend plati obecné (viz Véta
13.7) vyse. Obréacend implikace obecné neplati; fakticky vzato plati pouze v konecné-
dimenziondlnich prostorech (tj. v RY).

Véta 13.11. [Vztah RY k tplnosti.] Prostor RY je tiplny.

Poznamka. Analogické vlastnosti (Lemma 13.1, Véta 13.10 a 13.11) ma také mnozina
komplexnich &fsel C, kterou piirozené ztotoziiujeme s R2.
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14. FUNKCE VICE PROMENNYCH

V této kapitole studujeme funkce f(z) : RY — RM  které lze chépat také jako M-tice
funkei

f: (fla"'an)
kde kazda f; ma N proménnych:

fj = fj(flfl,...7IN).

Vektory zna¢ime tuéné z, jejich slozky ;. V RY uvazujeme implicitné eukleidovskou normu

z|| = /27 + -+ a2k,

a tudiz je to metricky prostor s metrikou o(z,y) = ||z — y||. Z predchozi kapitoly vime, co
znamend okoli v RV a tedy limita, spojitost takovych funkei. Déle se zaméiime predevsim
na jejich diferencovatelnost.

Piiklady. Q) Kazda linedrni funkce A : RN — RM je spojitd, ztotozitujeme ji pfirozené s
matici M x N

@ Kazdy polynom p(z) : RY — R je spojitd funkce

Definice. Je déna f : U(a) — R, a € RY. Parcialn{ derivaci f v bodé a podle z; rozumime

Poznamky. e parcialni derivace: derivujeme podle jedné proménné, ostatni proménné
jsou konstanty — v podstaté situace minulého semestru

e parcialni derivace je specialni ptipad derivace ve sméru: % = %

Definice. Gradientem funkce f : RV — R rozumime matici M x N

af;

a$i>j1,...M; i=1,.N

vi=(

Poznamka. Parcidlni derivace je nedostatecny pojem: existuje funkce, jez ma parcialni
derivace nulové, a presto je (v daném bodé) nespojita. Existuje dokonce funkce, kterd ma
vechny smérové derivace nulové, a potrad je nespojita. Potfebujeme lepsi (silngjsi) pojem
derivace.

25



Definice. Je ddna f : U(a) — RY a € RY. Totdlnim diferencidlem funkce f v bodé a
rozumime linearni zobrazeni L : RY — RM spliujici

.1 B
’ll%m[f(avth)—f(a)—Lh] ~0.

Zna¢ime df(a) = L. Ekvivalentni zapis:
fl@+h)=f(a)+ Lh+o(|h]), h—0.
Poznamky. () situace v R': je-li f: R — R, pak f'(a) = A € R, pravé kdyz

lim - [f(a+t) — f(a) — At] =0.

t—0 |t’

@ geometricky: afinni funkce h — f(a) + Lh parametrizuje te¢nou nadrovinu grafu f v
okoli bodu a.

Véta 14.1. [Od diferencidlu ke spojitosti a derivaci.] Nechf f : RY — RM m4 v bodé
a € RY totaln{ diferencidl. Potom

(1) f je v bodé a spojita

(2) pro kazdé v € RY existuje smérova derivace g—i(a) a rovna se [df (a)](v)

Dausledek. Jestlize df (a) existuje, je urcen jednoznacné, a je reprezentovan matici V f(a),
presnéji vzato zobrazenim

h— Vf(a)h, (17)
kde vektor h pro ucely nasobeni matici chapeme jako sloupcovy.

Véta 14.2. [Od derivace ke spojitosti a diferencidlu.] Nechf f : RY — R a € RV,
Potom:

(1) Jsou-li g—i omezené na néjakém Ula,d), je f v bodé a spojita

(2) Jsou-li g—; spojité v bodé a, mé zde f totalni diferencial

Definice. Necht Q C R” je oteviend. Potom f € C(2) znadi, Ze f je spojitd (coZ je pravé
kdyz vSechny slozky f; jsou spojité, viz Lemma 13.1). Déle f € C*(Q2) znaci, ze f a viechny
jejl parcidlni derivace jsou spojité.

Pro¢ nejradéji funkce na otevienych mnozinach? Kazdy bod obsahuje i okoli — neni problém
s definici parcialni derivace atd.

Véta 14.3. [Diferenciél souctu a superpozice.]
(1) Necht f : RY — RM g : RN — RM majf totélni diferencial v bodé a € RY. Potom
f + g ma totalni diferencial v bodé a a plati

d(f + 9)(a) = df (a) + dg(a) .
(2) Necht f : RY — RM a g : RM — RE maji totdln{ diferencidl v bodech a € RY,
respektive b = f(a). Potom slozené zobrazeni g o f mé totalni diferencial v bodé a a plati

d(g o f)(a) = dg(b)df(a).
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Disledek. Za predpokladu predchozi véty plati

Vigof)la) =Vg(b)Vf(a),

kde napravo mame maticovy souc¢in, zapsano po slozkach

Of;

- S ORI

8_q:j(gl(f))(a) = o~ Em

(tzv. ,fetizkové pravidlo*).
Definice. Pro a, b € R definujeme otevienou tisecku
(a,b) = {a +tb—a); t € (0, 1)}

a uzavrenou usecku
[a,b] = {a+tb—a); tc[0,1]}.
Mnozina 2 C RY se nazve konvexni, jestlize a, b € Q implikuje [a,b] C Q.
Véta 14.4. [O stredni hodnoté v RY.] Necht Q C RY je oteviend, konvexni, necht f :
Q — R je tiidy C*. Potom pro libovolné a, b €  existuje ¢ € (a,b) takové, Ze
f(b) = fla) =(V[f(c),b—a).

Definice. Parcialni derivace vyssich radu definuji takto:

#r _ 0 (of
8xi8xj o 61’1 8xj ’

obecné
8k
_ i,...,0 €4{1,..., N
835“8% ’ 7 ’ { ’ 7 }
vznikne postupnou aplikaci a%’ e a%'
k 1

Funkce tiidy C* je takova, ze viechny parcidlni derivace az do fddu k jsou spojité.
Poznamka. Zavisi na poradi parcialnich derivaci? Obecné ano: definujme

. zy, |yl > |z,
f(z,y) —{ [yl > ||

0, jinak.

Potom ;)“)f (0,0) = 0, zatimco ‘Ozfj((),()) = 1. Je-li vSak funkce dost hladka, na poradi
Oxdy ? Oyox )

nezalezi — viz nasledujici véta.

Véta 14.5. [O zdménnosti parcidlnich derivaci.] Necht f(z,y) : R? — R je tiidy C? na
né¢jakém U(a). Potom
92 f 92 f
(a) = (a).
0x 0y Oyox
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Disledek. Je-li funkce tiidy C*, pak hodnoty libovolné parcialni derivace stupné (nejvyse)
k nezavisi na poradi derivovani.

Poznamka. Geometricky vyznam gradientu: je-li f : RY — R t¥idy C', potom pro
smeérovou derivaci plati:
of
—(a) =(Vf(a),v).
7 (@) = (vf(@),0
To je nula, pokud v L Vf(a) (tj. v je smér ,,vrstevnice“), a nabyvd maximalni hodnoty

(za podminky |jv]| = 1), pokud v je ndsobkem Vf(a) (tj. v je smér ,spadnice®). Presnéji
feceno, vektor V f ukazuje ve sméru nejrychlejstho rustu funkce f.

Piipomen. Tayloruv rozvoj funkce g(¢) : R — R ma tvar

g(a+h) = gla) + g'(@h + ~g" (@) + Ra(h).

217
kde Rs(h) = 59" (7)h® pro vhodné 7 lezicf mezi a a a + h.

Véta 14.6. [Tayloriv rozvoj v RY.] Necht f: U(a) — R je C3, kde a € RY. Potom pro
kazdé h € U(a) existuje 8 € (a,a + h) takové, ze

N
1
h) — a)h;h; + Rs(h
fla+h) + 5 Z ax] + Rs(h),
kde N
1 Pf
Rs(h) = — ————(0)h;hjhy .
3(h) 31”2 8%895]-8@( Yhihiihy
Definice. Multiindexem nazyvame n-tici ¢isel @ = (oq,...,an), kde a; > 0 jsou cela.
Cislo |a| = Zjvzl a; nazyvdme vyska (stupeil) multiindexu. Pro funkci f(z) : RY — R
definuji
9l f(x)
D* = :
J@) = mgem . aue
Pro vektor z € RY definuji
x® =t xy? .

Je-li n = |a, definuji zobecnéné kombinaéni ¢islo

n n!
a) ol ay!’

— to vyjadruje, kolika zpusoby lze n prvku rozdélit do N skupin, jestlize j-td skupina
obsahuje pravé o; clenu.

Priklady. Necht o = (1,0, 2). Potom

Df(x):Wéx)%’ T = 1173 .
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Poznamky. Pomoci multiindexti muzeme elegantné zapisovat ruzné slozité vyrazy. Plati
napiiklad multinomickd véta (zobecnéni binomické véty):

(hy+ ... hy)" = Mzzn (Z) he kde(Z) - ML"
Druhy clen Taylorova rozvoje lze napsat takto:
% > <2> D® fa)h®.
o] =2
Zbytek muzeme napsat takto:
% > (2) D f(0)h .
jaf=3

Obecny tvar (rozvoj m-tého fadu) vypada takto:

Fa =3 (530 (1) o st | + Rt

kde
Rmﬂ(h):;ﬂ > (m(jl)Daf(e)ha.

(m +1 |o|=m~+1

Definice. Hessovou matici funkce f : RY — R v bodé z rozumime

2 — an
Vif(z) = (8:@-3% (x))m'—l N

~~~~~

Je to ¢tvercovd matice, kterd je diky Veéteé 14.5 symetricka (je-li f dost hladka).

Definice. Funkce f(x) méa v bodé a vzhledem k mnoziné M C R¥
e globdlni maximum, pokud (Vx € M) [f(a) > f(z)]
o lokéln{ maximum, pokud (35 > 0) (V& € M N U(a,d)) [f(a) > f(z)]
e ostré lokalni maximum, pokud (30 > 0) (Vz € M N P(a,0)) [f(a) > f(z)]

Analogicky se definuje minimum (globalni minimum, ostré lokalni minimum).

Véta 14.7. [Nutné podminka lokélntho extrému v RY.] Necht f : RY — R mé v bodé
a € RY extrém vzhledem k néjakému Ula, d). Potom pro kazdé i = 1,..., N plati: jestlize
%(a) existuje, je rovna nule.
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Definice. Bod a, ve kterém je V f(a) = 0 (tj. agg) =0, prokazdé i =1,..., N), nazyvame
stactondrni bod.

Poznamka. 7 Véty 14.7 vyplyva, ze vnitrni bod M muze byt extrém, pouze je-li sta-
cionarni (pripadné, neexistuje-li zde nékterd z derivaci.)

Opakovani. Necht A € R¥*Y je symetrickd matice. Kvadratickou formou, uréenou touto
matici, rozumime funkci Q4 : RN — R, definovanou jako

N
Qalh) =Y Ajjhih; = (Ah,h) = h" Ah.

ij=1

Forma Q)4 se nazve pozitivné definitni, jestlize existuje c¢; > 0 tak, ze Q4(h) > c1||h||* pro
kazdé h. To nastava pravé tehdy, kdyz vlastni ¢isla A jsou vSechna kladn4.

Forma se nazve negativné definitni, jestlize existuje c; > 0 tak, ze Q4(h) < —cs||h|*> pro
kazdé h. To nastava prave tehdy, kdyz vlastni ¢isla A jsou vSechna zaporna.

Forma se nazve indefinitni, jestlize existuji v, w tak, ze Q4(v) > 0 a Q4(w) < 0. To nastava
pravé tehdy, kdyz A méa kladna i zaporna vlastni cisla.

Opakovani. Z linearni algebry vime, ze symetrickd matice ma pouze redlna vlastni cisla,
dale ze odpovidajici vlastni vektory tvoii ortogonalni bazi, a tudiz matice je podobna
diagonalni matici.

K urceni definitnosti matice neni vzdy nutné pocitat vlastni ¢isla. Jestlize {A1,... \,} je
seznam vSech vlastnich éisel (vicendsobnd piseme opakované), pak plati:

det A = Mo .. A,
trA=X + X+ + A\,

kde tr A je stopa matice, definovand jakozto soucet diagonalnich prvku. Priklad:
011
A=11 0 1
1 10
tedy

>\1)\2)\3 =detA=2
)\1+)\2+)\3:trA:O

Z prvni rovnice plyne, ze vlastni ¢isla jsou vSechna nenulové, ze druhé pak, ze aspon jedno
je kladné a aspon jedno zaporné, tedy matice je indefinitni.

K urceni definitnosti lze pouzit také Sylvesterovo pravidlo. Oznac¢me Ay, k = 1,... N,
hlavni minory A, tj. determinanty matic {Aij}fj:r Potom forma urc¢end matici A je po-
zitivné definitni, pravé kdyz Ax > 0 pro kazdé k, a je negativné definitni, pravé kdyz
(—1)*1A, > 0 pro kazdé k, neboli A; <0, Ay >0, A3 <0, ....
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Véta 14.8. [Postacujici podminky lokalnich extrému v RY.] Necht f: U(a) — R je ttidy
C3. Necht Vf(a) = 0. Oznac¢me Q(h) kvadratickou formu, uréenou Hessovou matici f v

bodé a, tj.
Z (9x 8%

Potom plati:
1. je-li Q(h) pozitivné definitni, je @ ostré lokalni minimum
2. je-li Q(h) negativné definitni, je a ostré lokalni maximum
3. je-li Q(h) indefinitni, @ neni lokéln{ extrém

Terminologie: tireti ptipad predchozi véty nazyvame sedlovy bod.

Poznamka. Predchozi véta nepokryva vsechny mozné pripady. Je-li prislusna forma pouze
semidefinitni, obecné nelze nic tici. Srovnej piipad v R, kdy f'(a) = f”(a) = 0. Potom a
muze a nemusi byt lokdlni extrém (uvaz f = t® resp. t* v bodé a = 0.)

Véta 14.9 [Véazané extrémy — 1 vazba.] Necht f, g : RV — R, necht a € T, kde
I'={z eR"; g(x)=0}.

Predpoklddejme, ze f a g jsou tifidy C' na okoli a, a ze Vg(a) # 0.
Potom nutnou podminkou toho, ze a je lokalni extrém f vucéi M, je existence A € R
takového, ze

Vf(a) =AVy(a). (18)

Poznamky. Cislo A se nazyva Lagrangetv multiplikétor. Dle pfedchozi véty jsou z extrému
podezielé body, kde

1. f, g nejsou hladké

2. Vyg(a) = 0, coz odpovida situaci, kde mnozina I" (obecné (N — 1)-dimenzionalni
hladka plocha) muze degenerovat

3. konecné body, kde plati (18), tj. gradienty f a g jsou linedrné zavislé

Mnozina M C RY je omezena, pravé kdyz existuje C' > 0 tak, ze |v;) < C proi=1,..., N
a kazdé £ € M. Uzaviend mnozina ma typicky tvar

{z e RY; g(z) < c}

kde g je spojité funkce (jednd se o vzor uzaviené mnoziny (—oo, c|, viz Véta 13.5); obecnéji,
jde-li o prunik takovychto mnozin (viz Véta 13.1).
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Véta 14.10. [O existenci globdlnich extrému.] (1) Necht f : M — R je spojitd, kde
M C RY je omezend a uzaviend. Potom f méa globaln{ maximum a minimum.

(2) Necht f:RY — R je spojitd a limz|_ e f(2) = co. Potom f m4 globdln{ minimum.
(3) Necht f:RY — R je spojitd a limz)_e0 f(2) = —0c0. Potom f mé globdln{ maximum.
* Véta 14.11. [Vazané extrémy — obecnd verze.] Necht f, g; : RY = R, j =1,...k, kde
k < N. Necht a € T, kde

I'={zeR"; gj(x)=0, j=1,...k}.

Piedpoklddejme, ze f a g; jsou tiidy C' na okoli @, a ze matice

dg;
a
{w
ma maximalni hodnost, tedy k.
Potom nutnou podminkou toho, Ze a je lokdlni extrém f vuci I', je existence ¢isel \; € R
takovych, ze

V@)=Y A Vgla). (19)

Véta 14.12. [O implicitni funkci — 1. verze] Necht F(z,y) : RV — R. Necht a € R,
b € R jsou takové, ze

e (a,b) =0
e F je C' na okoli (a,b).
o (klicovy predpoklad) 3 (a,b) # 0
Potom existuji §, A > 0 a C! funkce
Y(z):U(a,d) — U(b,A)
tak, ze pro kazdé (z,y) € U(a,d) x U(b, A) plati
Flz,y)=0 <<= y=Y(z).

Navic, je-li F tiidy C*, je téz Y t¥idy C* (na pifslusnych okolich).

Poznamka. Oznacime-li

I'={(z,y) e R""™"; F(z,y) =0},
Q="U(a,d) x U(b,A),

iika nam véta, ze

rnQ
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je totozna s grafem jisté funkce Y : RY — R, a je tedy (v okoli daného bodu) N-
dimenzionalni hladkou plochou.

* Véta 14.13. [O implicitni funkci — obecnd verze.] Necht F(z,y) : RN*M — RM: po-
drobnéji, jde o funkce

Fi(z1,...,oN, Y15, Y, j=1,...M.
Necht (a,b) € RV po slozkach
(a@,b) = (ay,...,an,by,...,bu).
Necht plati:
e F(a,b) =0,
e F; jsou C' na okoli (a,b),

e (klicovy predpoklad) matice

je regularni.
Potom existuji 6, A > 0 a C! funkce
Y(z):U(a,0) > U(b,A)
(tedy funkce z RY do RM) tak, Ze pro kazdé (z,y) € U(a, ) x U(b, A) plati
Flz,y) =0 <= y=Y(2).
Navic, je-li F tiidy C¥, je téz Y tifdy C* (na pifslusnych okolich).
Poznamka. Véta opét iikd, ze mnozina
= {(z,y) e RV Fi(z.y) = 0}
je N-dimenziondln{ plocha, nebot je grafem funkce Y : RY — RM (na jistém okoli bodu
g?é:gi"né: v puvodné N + M-dimenziondlnim prostoru ndm M nezavislych podminek (rov-

nice F; = 0) ur¢uje N-dimenzionalni objekt. Nezavislost téchto rovnic je zarucena tfetim,
klicovym predpokladem.

* Véta 14.14. [O inverzni funkci.] Je ddna funkce F' : RY — RY podrobnéji jde o funkce

F = (F,...,Fy), kdeF;=F;(z1,...,zn).

33



Necht F' je C' na okoli bodu a € RY, a necht (klicovy predpoklad) matice

VF(a) = {Z? (“)}i7j17,__zv

je regularni.
Potom existuje U okoli bodu a tak, ze F|y je prostd; dale V' = F(U) je oteviena mnozina,
obsahujici bod b = F(a), a funkce F_; : V — U je tiidy C'. Navic plati

V(L)) = (VF(Faw))

Dodatek: je-li F tiidy C*, je téz F_; tiidy C*.
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