posledni iprava 18. kvétna 2023
15. VARIACNI POCET.

Motivaéni tdlohy. (I) Najdéte nejkratsi kiivku spojujici dva body.
@) Jaky tvar zaujme lano predepsané délky, zavésené mezi danymi body?
(3 Najdéte nejvetsi plochu, ohranic¢enou kiivkou dané délky (tzv. izoperimetrickd tloha.)

Terminologicka poznamka. Zobrazeni: obecny pojem, specidlni piipady jsou: funkce
- zobrazen{ z RY (nebo C) do RM (nebo C). Funkciondl - zobrazeni z X do R, kde X
je prostor nekoneéné dimenze. Operator - zobrazeni z X do Y, kde X, Y jsou prostory
nekoneéné dimenze.

Opakovani. X se nazve normovany prostor, jestlize X je vektorovy prostor (nad R), a
kazdému x € X je pfifazena norma ||z|| tak, ze plati: (i) ||z|| = 0 pravé kdyz = = 0, (ii)
|ax|| = |a|||z]|, (iii) ||z + y|| < |||l + ||y||; pro kazdé =, y € X, a € R. Definujeme okoli

Ulzo,6) = {z € X; |lz — x| <4}
P(x,0) = Ul(zo,6) \ {zo}

Funkciondl ®(z) : M C X — R je spojity, pokud

(Vo € M) (¥e > 0)(36 > 0) |2 € Ulao, 6) N M = [®(x) — (x)] < e]

Definice. Necht ®(z) : M C X — R, kde X je normovany prostor.
1. Necht zg, h € X. Limita

lim % (@ (o + th) — ®(z0)]

t—0
se nazyva Gateauruv diferencidl ® v bodé xy ve sméru h. Znaci se D®(xg; h).
Ekvivalentné je D®(xo; h) = ¢'(0), kde () : R — R je definovana o(t) = ®(x¢+th).
2. Nechf zy € X. Spojité linedrni zobrazeni A : X — R, spliiujici

podrobnéji
O(zg + h) — P(z9) — A(h)
il

se nazyva Fréchetuv diferencidl ® v bodé xy. Znadci se ®'(xg).

=0, [Ipl =0,

Poznamky. e pro X = R"” je Gateauxuv diferencial totéz co derivace ve sméru; Fréchetuv
diferencial totéz co totalni diferencial.
e plati: ®'(zg) existuje = DP(xo; h) existuje pro kazdé h € X, a plati D®(xp;h) =

[ (o)1 ().



e plati: ®'(xg) existuje = P(x) je spojity v bodé x.

*Véta 15.1. Necht &(z) : M C X — R mé v 2y € M lokdln{ extrém. Necht h € X je
takové, ze D®(xg; h) existuje. Potom D®(zo; h) = 0.

Definice. Necht k& > 0 celé, a < b € R. Definujeme
C*(la,b]) = {Glwy = 7€ CHR)} ;
Co([a,0]) = {y € C*([a,b]) : y(a) =y(b) =0} .

Zakladni tloha variaéniho poctu. Nalezeni extrému funkciondlu ®(y) : M C X — R,
kde X = C'([a, b)),

D(y) = /f(rc,y(rr),y’(x)) dx U)

M = {y c CY([a,b]) : yla) = A, y(b) = B} .

Prostor C*([a, ]) je opatieng normou [[y| = sup,ci,y {[y(@)] + |y (2)]}.
Klicovou roli nadale hraje funkce f = f(x,y,z) : R® — R, kterd funkcional "vytvaif”.
Budeme znacit f, = g—?’;, f. = g—];

Véta 15.2. Je ddna tloha (U). Necht f € C', necht yo € M, h € C}([a, b]) jsou libovolnA.
Potom existuje D®(yo; h) a plati

D®(yo; h) = / fo(@,yo(), o (2)) () + fo((2, yo (), yo () (z) dx

Upresnujici poznamka. V predchozi vété staci, aby f = f(z,y, z) € CY(G), kde G C R3
je oteviend mnozina takova, ze (x,yo(x), yo(z)) € G pro kazdé z € [a, b].

Diracova funkce 6(z). Je uréena vlastnostmi () 6(z) = 0 proVz #0a @) [*_d(z)dx =1
pro Ve > 0. Odsud dale plyne, ze

/  fwo + 9)8(y) dy = f(x0)

pro kazdou spojitou funkei f(x).

Interpretujeme-li pojmy ,,funkce“ a ,integral“ v obvyklém smyslu, pak Diracova funkce
neexistuje! Lze ji vSak reprezentovat jako miru, distribuci (=zobecnénou funkci), nebo
jednoduse jako ,,limitu“ posloupnosti funkci, viz dale.

Definice. Nosi¢ (support) funkce f definujeme jako

supp f = {z; f(z) #0}.

Ekvivalentné: nosic¢ je nejmensi uzaviena mnozina M takova, ze f = 0 mimo M.
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Lemma 15.1. Necht ¢(z) > 0 je spojita funkce s nosicem v [—1, 1] takova, ze [, ¢(z) dz =
1. Necht f(x) je spojitd v bodé xy. Potom

—+00

El_i}(%_ B f(l'o + y)§05<y) dy = f(xO)a

kde @ (y) :=e 'o(y/e).

Poznamka. Véta plati i za slabsich predpokladu, napf. ¢ mé omezeny nosi¢ a [ ¢(z) dx
existuje a rovna se 1.

Poznamka. Posloupnost funkci . aproximuje Diracovu funkci ¢ — podobné jako posloup-
nost ¢isel, jdoucich do 0, aproximuje ,,nekonecné malé“ ¢islo: dalsi klicovy objekt analyzy,
ktery v bézném svété matematiky neexistuje.

Dilezitd konstrukce. Shlazovaci funkce (molifiér, bump function, setezévaci funkce) se

definuje jako
(2) 0 |z] > 1
p\xr) =
Cexp (=) lz] <1

Zékladni vlastnosti ¢:

e p(r)>0,sudd v R

e o(x) =0 pro |z| > 1, ¢(x) >0 pro |z| < 1

e p(z) € C*(R)

o [, p(x)dx =1 (docilime vhodnou volbou konstanty C' > 0)

Setezavaci funkce s nosicem v (a — €, a + €) se dostane jako

bocl) = 2o (22

Lemma 15.2. [Slabd formulace diferencialni rovnice.]

1. Necht u € C([a,b]). Potom u(z) =0 v [a,b], pravé kdyz

/u(m)h(a@) de=0  VheCl(ab).

a

2. Necht w € C([a,b]), v € C([a,b]). Potom —w'(z) + v(z) =0 v [a, b], pravé kdyz

/w(m)h/(a:) +o@h@)de =0  YheCl(ab]).



Véta 15.3. [Euler-Lagrange.| Je ddna tloha (U). Necht y € M je lokdln{ extrém, necht
navic y € C?, f € C?. Potom y spliiuje v [a, b] rovnici

d

— = ([2(2,y(@), ¥/ (2)) + fy (2, y(@), ¥/ (2)) = 0. (E.L.)

Definice. Predchozi rovnice se nazyva Euler-Lagrangeova rovnice funkcionalu ®. Kazdé
jeji Feseni, nalezici do M (tj. spliujici okrajové podminky y(a) = A, y(b) = B), nazyvame
extremdlou lohy (U).

Priklad. ®(y) = [['(y' +y)* + 2ysinzdz, M = {y € C'([0,7]); y(0) =0, y(r) = 1}.

E.L. rovnice je y’ — y = sinz, jedind extremdla yo(z) = 2L — Lginz. Elementdrné lze

sinh
dokazat, ze yo je globalni minimum.

Tvrzeni. Necht f(z) : R — R splituje f”(2) > 0 pro kazdé z € R. Necht L € R je déno.
Potom funkcionél

O(z2) = / f(z(z)) dx, zeM
b
kde M ={z e C([a,b]); / z(z)dr =L}

ma jediné globdlni minimum z(z) = K, kde K = L/(b — a).



