posledni iprava 23. kvétna 2024

21. FOURIEROVY RADY.
Definice. Rada funkeci

a [e.e]

EO + Z lay, cos kx + by, sin kx| (T)
k=1

kde a, by € R jsou konstanty, se nazyva trigonometricka rada.

Poznamka. Pokud tato fada konverguje, je jeji soucet 2m-periodicka funkce.
Lze naopak kazdou 2m-periodickou funkci napsat jako soucet néjaké trigono-
metrické fady? — Jedna z hlavnich otazek kapitoly.

Lemma 21.1. [Ortogonalita trigonometrickych funket.]

(1) f027r sinnr = fo% cosnz = 0 pro Vn # 0 celé,

(2) fOQW sinnz cosmz = 0 pro Vm, n > 1 cel4,

(3) fOZW sin nx sinmx = fo% COSNT COSMIT = Ty pro Vm, n > 1 celd, (dn
je Kroneckerovo delta).

Poznamka. Predchozi lemma tika, ze tzv. trigonometricky systém
{1,sin z, cos x, sin 2z, cos 2z, ...}

je ortogonalni vzhledem ke skaldrnimu sou¢inu (f, g) = 027r f(z)g(z) dx.

Véta 21.1. [Vypocet trigonometrickych koeficientu.] Necht rada (T) konver-
guje stejnomérné v [0, 27]. Oznaéme f(z) jeji soucet. Potom ¢isla ag, by 1ze
vypocist podle vzorcu:

27
ag = %/0 f(x)dx

1 2m
ar = — (x) cos kx dx kE>1 (FK)
T Jo
1 2m
by = — (x) sin kx dx k>1
T Jo

Znaceni. f € LP (0,27) znamena, ze f je méfitelnd v R, 27-periodicka a
ST\ f(2)|Pdr < co. Obecndji, f € Xper(I) kde X je néjaky prostor funkef
(napt. C, C*, ...), znaci, 7Ze funkce ndlezi to X (I) a déle je rozsifend s

periodou délky 1.



Definice. Nechf f € L}..(0,27). Trigonometrickd fada (T) s koeficienty
(FK) se nazyva Fourierova fada funkce f. Znaci se Fy. Jeji n-ty céstecny
soucet znacime

Fin(x) = % + ; [ak cos kx + by, sin kx} )
Je tedy Fy(z) = lim,, o0 Frn(2). Cisla a, by se nazyvaji Fourierovy koefici-
enty funkce f.
Poznamky.
o je Fy(x) = f(x) 7 Jisté ne vzdy ve vSech bodech — je-li f = 0 s.v., pak
ap = by, = 0 a tedy nutné F; = 0. Obecné, ai, by a tudiz F; ,nevidi“ zmény
f na mnoziné miry 0.
o F je vzdy 2m-periodickd, zkoumanou f tedy také rozsifime 27-periodicky.
e je-li f funkce 2m-periodickd, potom fo% f=Jf= faa+27r fproVa€eR
e fsudda = b, =0 pro Vk; f licha = a, =0 pro Vk

Poznamka. Pro obecné [-periodickou funkci ma Fourierova fada tvar

_ag = 2 . (27
=3 +; [akcos( ] lm) —i—bksm< l kx)}
2 [ 2 2 [ 2
——/ f(z) cos il dx , bk:—/ f(z)sin Thx ) de.
L Jo l L Jo [

Plati ptislusné analogie vysledku této kapitoly. Napiiklad Parsevalova rovnost
ma tvar -
2 [ 2 ag 2)
7 ) 1@ de =20+ (ai +b;)
k=1

Lemma 21.2. [Komplexni tvar Fourierovy tady.] Necht f € L
necht ay, by jsou jeji Fourierovy koeficienty. Ozna¢me

kde

0,27),

per(

1 2 .
Ch =5 f(z)exp(—ikz)dx, ke€Z.
Potom plati vztahy
Qo
Co = ?
1 .
Ckzé(&k—lbk) kZ 1
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respektive

CLO:200
A = Cp + C_g /{21
bk = Z(Ck — C_k) k 2 1

Pro n-ty ¢astecny soucet Fourierovy fady Fr,(x) plati

n

Fin(z) = Z cx exp(ikz)

k=—n

a tedy (formélneé)

Fi(x) = Z crexp(ikz) .

kEZ

Lemma 21.3. [Integrdlni tvar F.i.] Necht f € L}..(0,27). Potom pro n-ty
castecny soucet F.1. funkce f plati

Frn(x) = %/_W f(z+ 2)Dy(2) dz

kde _ )
Dy () = 81112[(87;722)) z]

se nazyva Dirichletovo integraéni jadro.

Poznamky. e D, (z) je sudd, C, 2r-periodicka funkce.
e L [T Dy(z)dz=1proVneN.

Definice. Funkci f nazveme po ¢astech spojitou v [a, b], pokud existuji body
To=a <z <Tg--- < T, = b takové, ze f je spojitd v intervalech (x;_1,z;)
a navic ma v bodech z; jednostranné vlastni limity.

Funkci nazveme po ¢dstech CV, jsou-li funkee f, £/, ..., f&) po ééstech
spojité.

Priklady. (D) sgn(z) je po ¢astech C', nenf spojitd

@) |z| je spojitd, je po ¢astech C', neni C*

() /x je spojitd, neni po ¢astech C! (derivace je nespojitd v z = 0, nema
zde konecné limity.)

@ Inz je spojita v (0,1), ale nenf po éastech spojitd v [0,1] - limita v nule
zprava neni konecné.

Pozorovani. f(z) je v [a,b] po ¢astech spojitdé = je zde omezend a
méfitelnd; specidlné f(z) € L'(a,b).



Véta 21.2. [O konvergenci Fourierovy fady.] Necht f € L (0,27) a navic

per

f je po ¢dstech C! v intervalu [a, b] C R. Potom pro Vz € (a,b) je

Py = FE )

Specidlné Fy(x) = f(x) v téch bodech = € (a,b), kde je f(z) spojita.

Poznamka. V ramci predchozi véty jsme dokazali i tzv. Riemannuv princip
lokalizace, podle néjz Fr(z) = A € R, prave kdyz

/6 [f(z+2)+ f(x — z) = 2A] D, (2) dz — 0, pro n — oo,
0

kde D, (z) je Dirichletovo jadro (viz Lemma 21.3 vyse) a § € (0, 7) je pevné,
libovolné ¢islo.

Poznamka. Ohledné (ne)nastavani rovnosti

f(z) = Fy(x) (*)
je znamo toto:

e lze sestrojit f € L}.(0,27) takovou, ze piislusnd Fourierova rada di-

verguje ve vSech bodech; tedy (*) neplati nikde.

e je-li f € LP kdep > 1, pak uz (*) plati skoro vsude (,,hluboky* vysledek
s obtiznym dikazem)

e pokud f je spojitd, stale mohou existovat body (dokonce nekonecné
bodu) takové, ze (*) neplati.

e pokud f je spojitd, a f’ je po castech spojitd, tak (*) plati pro vsechna
x € R. To plyne z nami dokazané Veéty 21.1.

Lemma 21.4." [Riemann-Lebesgueovo.] Necht f € L'(a,b). Potom

lim /bf(x) sin(kz)dr =0, lim /bf(x) cos(kx)dzr =0.

k—o0 k—o0

Tvrzeni. Kazdou f € L'(a,b) lze libovolné aproximovat ,,péknou® funkei.
Pfesnéji feceno: pro Ve > 0 existuje f takova, ze f i f’ jsou spojité a omezené
dokonce v [a, b], a plati f; |f(z) = f(x)|dx < e.

!Ditkaz pro po &astech spojité funkce.



Definice. Pro interval (a,b) C R a p € [1, 00) definuji

LP(a,b) ={f(z) : (a,b) — R; f je méfitelna, /b |f(2)|P < oo}

tzv. LP-integrovatelné funkce.

Poznamky.

e L'(a,b) = L(a,b) ... Lebesgueovsky integrovatelné funkce

o L2(a b) je velmi dulezity, nebot v ném lze zavést skaldrni soucin (f, g) =
f f(z)g(z) dz; normu v prostoru L? definujeme

1l = VI ) = / D)2 d

Ve vztahu k Fourierovym faddm plati v L?(0,27) nésledujici v podstaté
,Pythagorova véta“:

Véta 21.4.2 [Parsevalova rovnost.] Necht f € L
jeji Fourierovy koeficienty. Potom plati:

1 [ @ &
[ R = 23 @ ).
k=1

2e:(0,27), necht ay, by, jsou

Véta 21.3. [O hladkosti trigonometrické tady.] Necht

- %—1—; la cos kx + by, sin kx| |

a existuji C > 0, N > 0 celé tak, ze plati

C
|ak|+|bk|_ kN+2’ Vk’Zl

Potom f € CN(R).

Véta 21.5. [O rychlosti poklesu F.k.] Necht f € CV(R) je 27r-periodick4,
nechf navic fOV+1) fIN+2) jsou po édstech spojité. Potom pro Fourierovy
koeficienty plati: ex1stuje C > 0 tak, ze pro kazdé k > 1

C

|ak| + [bx| < ek

2Pouze formélni dikaz.



Dtsledek. Vidime, ze hladkost funkce je pfimo umérna tomu, jak rychle
Fourierovy koeficienty klesaji do nuly.

7, predchozich vét vyplyva, ze pro funkce s po ¢astech spojitymi derivacemi
plati: f € CN\CN*! <= Fourierovy koeficienty splivujf |ay|+|bx| ~ 1/kNT2.
Jestlize f, f’ jsou po ¢astech spojité, ale f neni spojita, pak |ay|+ |bx| ~ 1/k.

Véta 21.6. [Integrovan{ Fourierovy fady.] Necht f je po ¢dstech spojité, 27-
periodick4, necht ay, by jsou jeji Fourierovy koeficienty. Potom pro Vo € R

T A >
/O f(t)dt — %x = 70 + ;?1 [% cos kz + a—k’“ sin k|
kde Ag =250, B

Poznamka. Zavér predchozi véty dostaneme ,,formalné“ integrovanim rov-
nosti Fy = f(x); ta ovsem za danych pfedpokladi nemusi platit.

Dusledek. Necht f(x) je spojitd, 2m-periodicka funkce. Necht vsechny jeji
Fourierovy koeficienty jsou nulové. Potom f(z) je identicky nulova v R.

Tvrzeni. Necht f(x) je spojitd, 2m-periodickd funkce, necht ay, by jsou jeji
Fourierovy koeficienty. Potom:

1. pokud aj = 0 pro Vk, je f(zx) lich4,

2. pokud b = 0 pro Vk, je f(x) suda.

22. ABSTRAKTNI FOURIEROVY RADY.

Opakovani. Vektorovy prostor X je mnozina, jejiz prvky lze s¢itat, nasobit
skaldrem (typicky z C), a obsahuje prvek 0 (nulovy vektor.)
Norma je ptitazeni x — |||, splnujici:

L. ||z|]| >0, a ||z|| = 0 pravé kdyz x = 0
2. ||laz|| = |al||z|| pro Va € C

3. |z +yll < =]l + ||yl (trojihelnikovd nerovnost)
Definice. Necht 2 C R™ je oteviend. Pro p € [1,00) definujeme
LP(Q) ={f:Q— C: f jeméfitelnd, / |f(z)|P dz < oo}
Q

respektive pro p = oo

L¥(Q)={f:Q— C: fjemsfitelnd a 3C tak, ze |f(z)] < Csv.vQ }



Terminologie: funkce LP-integrovatelné resp. esencialné omezené.
Norma na prostoru LP(Q) se definuje pro p < oo jako

1/p
I fllzr ) = {/Q |f(:1$)|pd:13}

respektive pro p = oo jako

[flle(@) =inf {C>0: |f(z)| < Csv.vQ}

Poznamka. Obecné || f| 1) = 0 implikuje jen f = 0 s.v. a nikoliv f = 0.
Reseni: v prostorech LP povazuji funkce, které se rovnaji skoro vsude, za
totozné. (Napiiklad Dirichletovu funkei a funkei nulovou.)

Dusledek: neméa smysl hovotit o takovych vlastnostech funkce z LP, které se
zméni, zménim-li funkei na mnoziné miry nula (napiiklad hodnota v jednom
bodé.) M4 smysl hovorit jen o takovych vlastnostech, které na takové zmeéné
nezalezi (naptiklad integral pres méfitelnou mnozinu, specialné norma).
Lemma 22.1. [Youngova nerovnost.] Necht a, b > 0 a necht 1 < p, ¢ < oo
splnuji % + % = 1. Potom ab < % + %.
Poznamka. Specidlné pro p = q = 2: ab < a?/2 + b*/2.

Lemma 22.2. [Holderova nerovnost.] Necht u(z), v(z) : © — R* jsou
méfitelné, necht p, g € (1,00) spliuji % + % = 1. Potom

/]u x)|dr < /]u |pd{E /|u qdaz

(S imluvou 0 - co = 0.)

Lemma 22.3. [Minkowského nerovnost.] Pro p € (1,00) a f, g : 2 — R*
meéritelné je

/If +g(a !”das% /|f Ipd:r /|g |pdm

Disledek. Trojuhelnikova nerovnost pro normu v LP().
Poznamky. (T) Lze dokéazat, ze L?(2) je uplny prostor. Viz Jarnik: Integralni
pocet II, Véta 199, s. 545.
(2) Dalsim dulezitym tvrzenim je hustota C°(Q) v LP(Q):
(v= > 0) (¥ € L7()) (3g € CZ() [If = glliwiey < =

7



POZOR: plati pouze pro p < oo; v prostoru L hladké funkce husté nejsou.
Opakovani. Necht (X, ||-||) je normovany vektorovy prostor. Pomoci normy
definujeme konvergenci posloupnosti

Tp =T VX pravé kdyz |20 — xol| — 0.
Analogicky konvergenci fady: > -,z = s (kde xy, s € X), prave kdyz
Sp = s, kde s, =D 1 x.

Definice. Posloupnost z,, se nazve cauchyovska, jestlize
(Ve > 0)(3no € N)[m,n > ny = ||z, — 2| <e].

Prostor, ve kterém cauchyovska posloupnost je vzdy konvergentni (tj. ma
limitu) se nazyva dplny. Normovany vektorovy prostor, ktery je dplny, se
nazyva Banachuv prostor.

Piiklady. R" (s eukleidovskou normou) je Banachuv prostor — tiplnost byla
dokézana dokazana loni v prednasce nMAF052. Vyse definované prostory
LP(€2) jsou Banachovy.

* Veta 22.1. Necht X je Banachuv prostor, z, € X. Jestlize Y o, |zl
konverguje, pak také rada -, xy konverguje. (Absolutni konvergence im-
plikuje konvergenci.)

Opakovani. Skalarni soucin je pfitazeni z, y — (z,y), spliujici:

1. pritazeni x +— (x,y) je linedrni (pfi y pevném)

2. (y,x) = (z,y)
3. (z,x) >0, a (x,z) =0 prave kdyz = = 0.

Poznamky. e 7Z 1., 2. plyne: (x +y,2) = (z,2) + (y, 2), (z,y + 2) = (z,y) +
(x,2), a (ax,y) = alz,y), (z,ay) = al(z,y).

e (dulezité) skalarni soucin vzdy vytvari normu predpisem |z|| := \/{(x,x).
Plati tzv. Cauchy-Schwartzova nerovnost

[{z, y)| < ]yl

Definice. Prostor se skalarnim sou¢inem, ktery je tplny (vzhledem k normeé,
vytvorené skaldrnim souc¢inem), se nazyvéa Hilbertuv prostor.

Umluva. V dalsim znaé{ H Hilbertiv prostor. Tj. prostor se skalarnim
sou¢inem, ktery uvazujeme automaticky s normou ||z|| = 1/(x, z), a ktery je
uplny.



Priklad. Prostor L*(Q) se skaldrnim sou¢inem

- / [(2)g(@) da

je Hilbertuv prostor. (Samoziejme R™ je Hilbertuv, ale nds budou nadéle
zajimat nekone¢né-dimenzionalni piipady.)

Lemma 22.4.
1. pritazeni x — ||z|| je spojité

2. pritazeni z, y — (x,y) je spojité

Definice. Rekneme, ze {2,} C H tvoif ortogonalni (OG) systém, jestlize
x, # 0, a (x,,2,) = 0 pro m # n. Systém se nazve ortonormélni, pokud
navic ||z,|| = 1 pro Vn.

Piiklad. Trigonometricky systém
{1, sinx, cos x,sin 2z, . .. }

je OG v prostoru L?(0,27). Viz Lemma 21.1.
Z ortogonalniho systému vznikne ortonormélni, klademe-li Z,, = z, /|||
ON trigonometricky systém je

sin xZ, coSs T, }

(7 7

Klicova otazka kapitoly. Je dén néjaky OG systém {z,} C H, a my se
ptame, zda kazdy prvek x € H lze vyjadiit jako > >~ cpxy.

Véta 22.2. [Tvar abstraktnich Fourierovych koeficientu.] Necht {z,} C H
je OG systém, ¢, € C, necht fada Y-, ¢y, konverguje a md soucet x € H.

Potom

L (FK)

<xkaxk>
Definice. Necht . = {x,} C H je OG systém, a x € H je libovolné.
Rada 3 ., cpg, kde cisla ¢, € C jsou definovéna v (FK) vyse, se nazyva
Fourierova fada prvku x vzhledem k systému ..

Znacise F, ». Cisla ¢ se nazyvaji Fourierovy koeficienty (prvku z vzhledem
k systému .7.)

Véta 22.3. [O konvergenci abstraktni F.r.] Necht . = {x,} C H je OG
systém, x € H je libovolné, ¢, a F, » jsou jak feceno vyse. Potom plati:



Lo el llawl® < lff?
2. fada F, » konverguje (ve smyslu normy v H)

3. F, » = x praveé tehdy, kdyz v bodé 1. nastdva rovnost.

Definice. OG systém {x,} C H se nazve tplny, pokud plati: je-li z € H
takové, ze (x,x,) = 0 pro Vn, pak nutné z = 0.

Priklady. (I) Trigonometricky systém je tplny v L?(0,27). (2) Dals{ zndmé
OG systémy (Legendreovy, Hermitovy, CebySevovy polynomy) jsou vesmeés
uplné v prislusnych prostorech.

Véta 22.4. [Ekvivalentni vyjddfeni tiplnosti OG systému.] Necht H je Hil-
bertuv prostor, . = {z,,} je OG systém. Potom je ekvivalentni:

1. systém {z,} je uplny

2. pro Vo € H plati > ;7 e*||xx]® = ||«

3. proVx € Hplati F,, » = x
Zde ¢y, F, o jsou Fourierovy koeficienty resp. Fourierova fada pro = vzhledem
k systému {z,}.

Véta 22.5.3 [O nejlepsi aproximaci.] Necht H je Hilbertuv prostor, . =
{z,} € H je OG systém. Necht z € H je libovolné, ¢, jsou Fourierovy
koeficienty prvku x vzhledem k systému {x,, }, a a, € C libovoln4 ¢isla takova,
ze y -, apx), konverguje. Potom

[e. 9] o0

e = x| < fle = axwll,

k=1 k=1
a rovnost nastava prave kdyz cp = ai pro Vk.
23. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE.

Definice.

C= {z:x—i-iy: x,yeR}
kde > = —1 (imagindrn{ jednotka), Rez = x (redlnd ¢édst), Im 2 = y (ima-
gindrni ¢ést), |z| = /22 + y? (absolutni hodnota), Z = = — iy (¢islo kom-
plexné sdruzené).
Poznamka. Ztotoznéni: C = R?, 2 = x + iy <> (x,y). Shoduje se i |z| =
1z, )2

3Bez dikazu.
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Definice. S = C U {oo}. Terminologie: C ...oteviena Gaussova rovina,
S ...uzaviena Gaussova rovina alias Riemannova sféra, co...komplexni ne-
konec¢no. Okoli bodu (zp € C, ¢ >0, a € S):

U(zo,6) = {2 €C; |z — 20| < ¢}
U(oo,e) = {2z €C; |z] > é} U {oo}
P(a,e) = U(a,e) \ {a}

Pocetni pravidla: e a + co = oo pro Va € C
e q-00=o00proVaeS)\{0}

e a/oo =0 proVaeC

e a/0=o0|proVaeS\ {0}

Nedefinovéano zustéava: 0 - oo, 0/0, co/00, 0o + 0o.

Piiklady. [Funkce komplexni proménné.]

e polynomy, racionalni funkce.

e ¢* sin z, cos z - definovany mocinnou radou, kterd (absolutné) konverguje
pro Vz € C. Klicovy vztah:

exp(a + ib) = exp(a)[cosb + i sin b
Definice. Pro z € C\ {0} definujeme

logz:{CeC: eXpC:z}
argz = {B€R: z=|z[exp(if)}
Logz = {¢ €logz: Im(¢) € (—m,7]}
Argz:{ﬁEargz: ﬂE(—?T,?T]}

Poznamky. e log, arg nejsou to funkce v klasickém smyslu: ¢islu je ptrirazena
mnozina. Napi.: log1 = {2kni: k € Z}.

e Log, Arg funkce jsou: ¢islu je pritazeno pravé jedno ¢islo.

e plati vztahy (In je klasicky redlny logaritmus):

(€logz <= Re(=In|z| & Im( € arg 2
Logz=In|z|+iArgz

Definice. [Komplexni mocnina.] Pro z € C\ {0}, a € C definujeme

ma(z) = { exp(a¢) : ¢ € logz}

11



Definice. Pro zy € C, f(z) : U(z9) — C definujeme
f(2) = f(2) ‘

Z—20 Z— 20

Limitu chapu v C a musi byt vlastni. Ekvivalentni definice: f'(zg) = A prévée
kdyz
f(zo+h) = f(z0) + Ah +r(h)
kde r(h) = o(|h|) pro h — 0.
Znacim fM(2) = f'(2) a indukei f(2) = [f™(2)].
* Veéta 23.1. Plati:
(1) (f £9)'(2) = f'(z) £4'(2)
@) (F9)(2) = ' (2)g(2) + 1(2)g/ (2
(3) (f/9)'(z) = FRLLEIE pokud g(z) # 0
(4) (f=1)'(w) = 1/f’(f—1(w)), je-li f(2) prostd a f'(z) # 0
(5) (fog)'(2) = ['(9(2)d'(2)

Umluva.  je oteviend ¢dst C.

Definice. Funkce f(z) : 2 — C se nazve holomorfni v 2, pokud f’(z) existuje
vsude v Q. Znacime f(z) € H(Q).

Priklady. e polynom P(z) € H(C)

e raciondlni funkce R(z) = P(z)/Q(z) € H(C\ {z: Q(z) =0})

e %, sin z, cos z € H(C) (nebot mocninnou fadu lze derivovat ¢len po ¢lenu,
viz lonskd Véta 11.4.)

e Véta 23.1. = scitanim, odc¢itdanim, nasobenim, délenim, invertovanim
a skldddnim holomorfnich funkei vznikd funkce holomorfni (na patii¢ném
definiénim oboru)

Poznamka. Ztotoznéni C = R? ... ztotoznén{ f(z) : C — C s funkci F(z,y) :
R? - R? kde z =2 +iy a F = (F1, F3) = (Re f,Im f).

Priklad. f(z) = 2? odpovida F(z,y) = (z* — y?, 2zy).

Véta 23.2. [Cauchy-Riemannovy podminky.] Necht f(z) : U(z) — C,
20 € C. Necht F = (Fy, F5)(z,y) : U((wo,y0)) — R? ji odpovida dle vyse
uvedeného ztotoznéni, kde zy = zy + iyo. Potom nésledujici je ekvivalentni:
(1) existuje f'(zp) (derivace podle komplexni proménné)

(2) funkce F méa v bodé (x¢,yo) totélni diferencidl a navic v (zg,yo) plati
tzv. Cauchy-Riemannovy podminky:
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Béhem dukazu také zjistime, ze plati:

(9F1 6F1 aF2 aF‘2
- ()48
Oz dy (%0,y0) Ay O (w0,y0)

Poznamky. e holomorfnost funkce (=existence f’(z)) je mnohem restrik-
tivnéjsi, nez se zda na prvni pohled, a ma radu dusledku.

e funkce f(z) = Rez neni holomorfni: nesplni C.R. podminky.

* Veta 23.3. Necht f(z2) € H(Q) a f'(2) # 0 v Q. Potom systémy krivek
{Re f = konst} a {Im f = konst} jsou navzdjem ortogonalni. Tj., tyto kiivky
se mohou protinat jen pod pravym tuhlem.

Priklad. Kfivky Re (2?) = ¢ (tj. hyperboly 22 — 4? = ¢) a Im (2?) = ¢
(tj. lomené funkce 2zy = c.)

Opakoviani. Rada

> ap(z—z)f (M)

k

e
=0

(kde z, 2, ar € C) se nazyvd mocninna tada o stfedu zo. Existuje (jed-
nozna¢né urcené) ¢islo R € [0, +o0] tak, ze rada (M) konverguje pro kazdé
z € U(zo, R) a diverguje pro |z — zo| > R. Na mnoziné U(zo, R) lze fadu li-
bovolné kréat derivovat/integrovat (dle komplexni proménné.) Specidlné, jeji
soucet je zde holomorfni. Viz kapitola 11.

Definice. Necht zp, a € C. Rada

[e.e]

Z ar(z — 2)" (1)

k=—o00

se nazyva Laurentova (,,l6ranova®) rada o stiedu zo. Chépeme ji jako soucet
fad

(2) Z ar(z — 2)" resp. (3) Z a_y(z —2) 7",

které se nazyvaji reguldrnf resp. hlavni ¢ast fady (1). Rekneme, Ze (1) kon-
verguje (absolutné konverguje), pokud fady (2) a (3) maji tuto vlastnost.
Poznamky.

e jde o0 zobecnéni pojmu mocninné rfady

e imluva: a’ = 1 pro Va € C

e (3) a potazmo (1) nema smysl pro z = z

13



Znaceni. Pro zp € C, 0 < r < R < 400 definuji mezikruzi

P(z;r,R)={z€C: r<|z—z| < R}.

Véta 23.4. [Konvergence Laurentovy tady.] Je ddna Laurentova fada (1).
Potom existuji jednoznacné urcend ¢isla r, R € [0, +00] tak, ze:

(i) reguldrni ¢dst (2) absolutné konverguje pokud |z — zp| < R a diverguje
pokud |z — zo| > R;

(ii) hlavni ¢ast (3) absolutné konveguje pokud |z — 2| > 7 a diverguje pokud
|z — 20| < 7.

Je-li r < R, pak Laurentova tada konverguje absolutné v P(zo;r, R) a jeji
soucet zde muzeme derivovat ¢len po ¢lenu.

Terminologie: P(zp;7, R) se nazve mezikruzi konvergence Laurentovy tady.

Poznamky.

e specialné: Laurentova fada urcuje v mezikruzi konvergence holomorfni
funkci

e dokazeme obracené tvrzeni: funkce holomorfni v mezikruzi je vzdy souctem
jisté Laurentovy tady

Definice. Necht Q C C. Krivkou v Q nazyvame funkci ¢(¢) : [a,b] — Q,
kterd je spojitd, po ¢astech C' a ¢/(t) # 0 az na konetné vyjimek.
Definujeme geometricky obraz kiivky (@) = {@(t); t € [a, b]}, pocéateéni bod
p.b. = ¢(a), koncovy bod k.b. = p(b). Kiivka je uzaviend, je-li p(a) = ¢(b).
Kiivka je jednoduchd, pokud ¢(t) je prosté na [a,b]; jednoduchd uzaviena,
pokud ¢(a) = p(b) a ¢(t) je prosté na [a,b).

Jednoducha, uzaviena ktivka se nazyva Jordanova. Oblast ohrani¢ena Jor-
danovou kiivkou ¢ se znaci int ¢ (od ,,interior“, vnitiek).

Definice. Mnozina 2 C C se nazve souvisla, jestlize libovolné jeji dva body
Ize spojit krivkou, lezici v 2. Oteviend, souvisla mnozina se nazyva oblast.
Mnozina (2 je jednoduse souvisla, je-li souvisla a navic, kazda uzaviena kiivka
se d& spojité stahnout do bodu, aniz opusti €.

Definice. Necht ¢ je kiivka. Pro funkci f(z) : (¢) — C definuji kiivkovy
integral jako

/Df(z) dz = /abfw(t))so’(t) dt |

Déle definuji délku kiivky

L) = [ 1wl ar.
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Poznamky. Integral komplexni funkce na intervalu, tj. g¢(t) : [a,b] — C,

definujeme
b b b
/g(t)dt ::/ Reg(t)dt+i/ Img(t)dt.

Snadno se ovéi, ze fab[g(t) + h(t)] dt = ff g(t) dt + f; h(t) dt, f: cg(t)dt =
cfabg(t) dt, pro c € C.

Integraly chapu jako Lebesgueovy, ale v praxi je pocitam jako prirustek
primitivni funkce: pokud existuje C! funkce G(t) : [a,b] — C takovd, Ze

G'(t) = g(t), pak [} g(t)dt = G(b) — G(a).
Lemma 23.1. Necht ¢(t) : [a,b] — C. Potom

b b
I/gwﬁhg/wwwt

Definice. Je-li ¢(t) : [a,b] — Q kiivka, definuji kiivku opaénou —¢ := ¥,
kde x(t) = p(—t), t € [-b, —al].

Jsou-li p(t) : [a,b] — Q, (1) : [e,d] — Q kiivky, a k.b.p =p.b.¢), definujeme
soucet kiivek o+ := x, kde x(¢) : [a, b+ d — ] = Q je definovdna

(), t € a,b)
x(H) = {¢(t+c—b), tebbtd—d

Véta 23.5. 4 [Vlastnosti kiivkového integralu v C.] Necht ¢, ¢ jsou kiivky
v §, f(2), g(z) : @ — C. Potom

L [If(2) +g(2)]dz= [, f(z)dz+ [, 9(2) dz.
2. [ cf(z)dz=c [, f(2)dz pro Ve € C.

3. [ () dz= [ f(2)dz+ [, f(2)dz.

4 [ f(z)dz=— [ f(z)d=.

5. Je-li | f(2)] < M pro Vz € (p), pak

i/G@MASMuw.

4Dtlikaz jen 5. a 6. ¢asti.
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6. Pokud existuje F(z) : Q — C takovd, ze F'(z) = f(z), pricemz F' i f
jsou spojité, pak

/ f(z)dz = F(k.b.p) — F(p.b.p) .

Dulezity piiklad. Pron € Z, zy € C a kiivku p(t) = 2o +re’, t € [0,27] je

—1
/(z—zo)”dz:{o _ n7
o 2 n = —1

Véta 23.6. [Cauchyho véta.] Necht f(z) € H(Q2), a ¢ je Jordanova kiivka v
Q2 takova, ze int ¢ C €). Potom

[Df(z)dz:o.

Poznamka. Klicovy je predpoklad, Zze int ¢ C €2, neboli ¢ neobihd kolem
zadné singularity f(z). Pro jednoduse souvislou € je vzdy splnén.

Lemma 23.2. [O velké pulkruznici.] Necht pr := Re, t € [0,7]. Necht
existuje Ry > 0 takové, ze f(z) je spojitd v mnoziné {z € C: Imz > 0, |z| >
Ry}. Potom:

1. Plati-li pro |z| > Ry odhad |f(2)| < K/|z|?, pak

/ f(z)dz =0, R— +00.
¢r

2. Plati-li pro |z| > Ry odhad |f(2)| < K/|z] a a > 0 je pevné, pak

/ f(z)e* dz — 0, R— +oc0.
PR

Poznamka. Predpoklad |f(z)] < K/|z]| (resp. |f(2)] < K/|z|?) pro |z] > Ry
velké je splnén typicky pokud f(z) = P(2)/Q(z), kde P, @ jsou polynomy a
st@Q > st P+ 1 (resp. st @Q > st P+ 2.)

Lemma 23.3. [O malé (pul)kruznici.] Necht f(z) je spojitd v P(zp) a necht
f(2)(z — z) - A€ C pro z — z. Necht ¢, = zy +re’, t € [, 8]. Potom

(2)dz = 1AL — ), r—0+ .

Pr
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Poznamka. Casto pouzivany specidlni piipad: je-li g(z) spojita v U(z), je

lim _g(z)
r—0+ or 2 T 20

dz = ig(z0) (8 — ).

Véta 23.7. [Cauchyho vzorec.] Necht f(z) € H(R), a ¢ je kladné orientovand
Jordanova kiivka v ) takova, ze int ¢ C €2. Potom pro Vz, € int ¢ plati

1 f(2)
f(zo)—% @—Z_Zodz.

Disledky.
e f(2) je v int p nekoneénékrat diferencovatelna a plati zde

0 = o [ LD

Comi J, (2 — zo)ntt T

e hodnoty f(z) uvnitt kiivky jsou jednoznaéné urceny hodnotami f(z) na
ktivce samé.

Véta 23.8. [Liouville.] Necht f(z) je holomorfn{ a omezend v C. Potom f(2)
je konstantni.

* Véta 23.9. [Zakladni véta algebry.] Necht P(z) je polynom, st P > 1.
Potom existuje zy € C takové, ze P(z) = 0.

Véta 23.10. [Existence Laurentova rozvoje.] Necht f(z) je holomorfni v
mezikruzi P(zg;7, R), kde 0 < r < R < +o00. Potom plat{

[e.9]

f(z) = Z ar(z — 2)", z € P(zo;m, R) . (1)

k=—o0

Tato tada se nazyva Laurentuv rozvoj f(z) o stiedu z,. Konverguje stej-
nomérné na mnozindch striktné uvniti P(zo;7, R). Cisla a; (tzv. Laurentovy
koeficienty) jsou urcena jednoznacné, a plati

ak:L/Ldz (2)

27t ), (2 — zo)kt1 77

kde ¢ je libovolnd kruznice zg + pe', ¢t € [0,2n], p € (r, R).
Véta 23.11. [Tayloruv rozvoj.] Necht f(z) € H(Q), 2o € Q. Potom

° (k)
f(z) = kzzoak(z —z)¥, kde a; = / k(!ZO) ,
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plati v kazdém kruhu U(z, R), ktery je ¢éasti Q.

Definice. Bod z; nazyvame izolovanou singularitou funkce, jestlize f(z) €
H(P(z0,9)) pro néjaké 6 > 0.

Definice. Necht f(z) € H(P(z,)). Koeficient a_; v Laurentové rozvoji
funkce f(z) o stfedu zy nazyvame reziduum funkce f(z) v bodé zy. Znacime
res,, f(z). Vzhledem k formuli (2) vyse méme

/¢ f(2)dz = 2mires,, f(2)

(pro libovolnou kruznici ¢ = zg + ¢, t € [0,27], € € (0,§).) Pokud je f(2)
holomorfni dokonce v U(z,d), je res,, f(z) = 0.

Véta 23.12. [Reziduovd véta.] Necht f(z2) € H(Q\ K), kde Q je oblast, K je
kone¢nd mnozina singularit. Nechf ¢ je kladné orientovana Jordanova kiivka
v Q takova, ze int o C Q a (p) N K = (). Potom

/f(z)dZ:Qm' Z res¢ f(z) .

CeKnNint ¢

Véta 23.13. [Pravidla pro vypocet rezidua.]
1. Necht f(z2) = g(2)/(z — 20)", kde g(z) € H(U(z9,9)), n € N. Potom

g Y (%)

Iresy, f(Z) = W .

2. Necht f(z) = g(2)/h(2), kde g(z2), h(z) € H(U(z0,0)) a h(z) = 0,
I (zy) # 0. Potom

res,, f(z) = i’((z)) :
3. * Necht f( ) = (z)/h( ), kde g(2), h(z) € H(U(z0,6)) a h(z) =
R (z) = D(z0) = 0, aviak h?)(z,) # 0. Potom
1 » (p—1)
res,, f(z) = =1 Zlgrzlo (z — 20) f(z)] :

Pozniamka. Casto pouzivany specidlni piipad bodu 1:

M - g(Zo) , res,, LZ) = 9/(20> .

reSZO 5 — ZO (Z _ 20)2
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Definice. Necht zj je izolovana singularita f(z), necht a; € C jsou koefici-
enty piislusného Laurentova rozvoje v P(zg,0). Bod 2 se nazyva:
(1) odstranitelnd singularita, je-li ax = 0 pro Vk < 0
(ii) pdl nasobnosti p € N, je-li a_, # 0 a a;, = 0 pro Vk < —p
(iii) podstatna singularita, je-li a; # 0 pro nekone¢né k < 0
Priklady. Nasledujici funkce maji v bodé zy = 0:
o sinz logsz | odstranitelné singularity
2—; ... pol nasobnosti 3
e cosh(1/z) ...podstatnou singularitu
* Veéta 23.14. [Charakterizace odstranitelné singularity.] Necht f(z) €
H(P(z0,9)). Potom je ekvivalentni:
) f(2) ma v bodé zy odstranitelnou singularitu
2) existuje g(z) € H(U(20,9)) tak, ze f(z) = g(z) na P(z,9)
) existuje koneénd lim,,,, f(2)
) f(2) je omezend na jistém P(zg,d")

(1
(
(3
(3

* Véta 23.15. [Charakterizace pSlu.] Necht f(z) € H(P(z,0)). Potom je
ekvivalentni:
(1) existuje p € N tak, ze f(z) mé v zy p6l ndsobnosti p
(2) f(2) = oo pro z — 2
* Véta 23.16. [Charakterizace podstatné singularity.] Bud f(z) € H(P(z0,09)).
Potom je ekvivalentni:
(1) f(z) mé v zy podstatnou singularitu
(2) pro V¢ € (0,0) je mnozina f(P(zp,d")) hustd v C.
Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Mnozina M C X se nazve hustd
v X, jestlize

(Vw € X) (V6 > 0) [M NU(w,d) #0] .
Ekvivalentné: pro Vw € X existuje posloupnost z,, € M takova, ze x,, — w.
Bod w € X nazveme hromadnym bodem mnoziny M, jestlize

(V6 > 0)[M N P(w,8) #0] .

Ekvivalentné: existuji =, € M takové, ze x, — w, avsak z, # w pro Vn.
Hromadné body mnoziny M znac¢ime der M.

Priklady. (D) derQ =R

(2 koneéna mnozina nema zadné hromadné body

(3 mnozina {1/n: n € N} m4 jediny hromadny bod: 0

Lemma 23.4. [O rozvoji v okol{ hromadného bodu.] Necht f(z) € H(U(z ,R))
a necht zq je hromadny bod mnoziny N = {¢ : f(¢) = 0}. Potom f(z) =0

\% U(Zo, R)
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* Véta 23.17. [O jednoznacnosti.] Necht f(z) € H(Q2), kde Q je oteviend,
souvisld mnozina. Necht N = {¢: f(¢) = 0} ma v Q alesporii jeden hromadny
bod. Potom f(2) =0 v Q.

Dusledek. Necht f(z), fo(z) € H(C), a fi(x) = fo(z) pro Va € R. Potom
f1(2) = fo(2) pro Vz € C.

24. FOURIEROVA TRANSFORMACE.

Definice. Pro f(x) € L'(R") definujeme Fourierovu transformaci

~

[FF1(©) = f(&) = f()*m@dﬁ, £ER".

Déle definujeme inverzni Fourierovu transformaci

[F_if](©) = £ (&) = | J@e wi@d) gy £ e R

Zde (z, &) je skalarni soucin z, £ € R™,

Poznamky.

e korektnost: | exp{+2mi(z,£)}| = 1, majoranta integrdlu |f(z)| € L
e F pritazuje funkci f(x) : R" — C funkci f(§) : R* — C

e jind varianta definice (ne ekvivalentni):

Y . —i(x,€) vV _ 1 i(z,8)
f(&) = - f(z)e @8 dy () = 2n) /n f(z)e'™® da .

e vztah F_1{F [} = f neni ziejmy, ovéiime ¢asem
e Pro f(z) :R— R je

_/Rf(x)cos(ngx)dx—i/Rf(x)sin(%rgx)dx

- souvislost s Fourierovymi fadami.
Priklad. Necht rect(z) = 1 pro z € (—1/2,1/2) a 0 jinde (tzv. ,ctvercovd
funkce“ / rectangular function). Potom rect(0) =1 a

— sin(7¢)

reci(§) = "5

£#0.

Véta 24.1. [Zakladn{ vlastnosti F.t.] Necht f € L'(R"). Potom pro V¢ € R™
(1) 7€) = f(=¢)
(2) 1Y) = f(€

= —=V

/
F©), f&) =F(¢)
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o —

(3) f(i—\n) = [e2mil@n) f(2)](£), n € R™ pevné
(4) f(z — 2)(§) = e 2MEAf(¢), 2 € R” pevné
)

(5 @(f) = #f(f’/s) pro € € R\ {0}; obecnéji pro regularni matici
|

— 1

[F(A))(©) = - F(ATg)

kde A~T = (A~1)T,

Definice. Funkce f(x) se nazve radidlné symetrickd, pokud f(x) zavisi jen
na |z| (=norma x). Ekvivalentné: f(Qz) = f(x) pro libovolné otoceni @
kolem pocatku.

Véta 24.2. [Zachovani symetrie pii F.t.] Necht f € L'(R™) je sudé (resp.

~

lich4 resp. radidlné symetrickd.) Potom f ma stejnou vlastnost.

Znaceni. Prostory funkel f(z) : R" — C.

e LP(R") ... LP-integrovatelng, || f|le = [ [gn [f(2)]P dz] e
o Cy(R™) ... spojité a omezené, || f||¢, = sup,epn | f(2)]
o (p(R™) ... spojité s limitou 0 v nekonecnu:

Co(R™) ={f € CL(R™) : |f(z)| = 0 pro |z| = +o0}
o C.(R™) ... spojité s kompaktnim nosicem:
C.R")Y={feCR"):3R>0t.z f(z)=0pro |z| >R }

Plati inkluze: C. C Cy C C, C L* a C, C L*.

Véta 24.3. [F.t. mezi prostory L' a Cp.] F je spojité linedrni zobrazeni z
LY(R™) do Cy(R™) a plati
[ lle, < A1z

Véta 24.4. [Vztah F.t. a derivace.]
(1) Necht f(x) € LY(R™) N Cy(R™) a %(l‘) € L*(R™) N C(R"). Potom

—

O (e) = amig, fle).

(2) Necht f(x), z;f(z) € L'(R™). Potom
of S
6_5]-(5) = [ = 2miz; f(2)] (€) -
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Nézorné feceno: derivace f dle z; odpovidd ndsoben{ ]/C\ (2mi krat) &;. Analo-
gicky: derivace f dle &; odpovida ndsobeni (—27i krat) z;.

Priklad. Pfipomenme, ze laplacidn Au =7, %. Potom plati:
J

—

[Au(2)](€) = —4n|€*a(€) .

Tvrzeni. > [Hustota hladkych funkci v LP.] Pro libovolné p € [1,00) je
mnozina C2°(R™) hustd v LP(R™), tj.

(Vf c LP(R")) (vg > o) (3¢ € C§°(R”>) (I = dllzr < €]

Poznamky.

e hlubsi“ tvrzeni o Lebesgueové integralu.

e dusledek (fakticky ekvivalentni): ke kazdé funkci f € LP(R™) existuje po-
sloupnost funkei f, € C*°(R") tak, ze f,, — f v normeé LP(R").

e pozor: neplati pro p = oo.

-~

Véta 24.5. [Limita F.t. v nekone¢nu.]| Necht f(z) € L'(R"). Potom f(£) — 0
pro [{| — oo.

Definice. Pro f(z) : R® — C definujeme nosi¢ funkce supp f jako uzaver
mnoziny

{z € R"; f(z) # 0}
Ekvivalentné: je to nejmensi uzaviend mnozina K takova, ze f = 0 mimo K.

Véta 24.6. [O nosici Fourierovy transformace.] Necht f(z) € L'(R) je spo-
jitd a md omezeny mnosi¢. Necht f md omezeny nosic. Potom f(z) = 0 v
R.

Problém. Chceme prostor funkei X tak, ze F : X — X, v idedlnim pripadé
vzajemné jednoznacné.

Predchozi véta ukazuje, ze funkce s omezenym nosi¢em nejsou vhodny kan-
didat. Podobné se ukazuje, ze FL' ¢ L' (viz ¢tvercova funkce vyse).
Vhodnym kandidatem se ukaze Schwartzuv prostor definovany nize, a pozdéji
téz prostor L2.

Definice. Multiindexem nazyvam n-tici ¢isel o = (o, ..., o), kde a; > 0
jsou cela. Cislo |af = 377 | a; nazyvam vyska (stupen) multiindexu. Pro
funkei f(x) : R — R definuji

0l (x)

T 020 0257 .. Do

D f(x)

5Bez dikazu.
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Pro vektor x € R™ definuji

o aq 02 Qn
T —xl ':CZ R ) .

Priklady. Necht o = (1,0, 2). Potom

0*f(x)

_ o 2

D f(x)

Zobecnéni Veéty 24.4. (1) Necht D f(x) € L'Y(R") N Cy(R™) pro kazdy
multiindex |a| < k. Potom

o~

[DUfTE) = (2mig)* f(§) V]| < k.

(2) Necht zf(z) € L'(R") pro kazdy multiindex |o| < k. Potom

—

[D°F1(&) = [(=2miz)*f(@)](€)  V]a| <k.

Definice. Schwartzuv prostor (prostor rychle klesajicich funkei) definujeme
jako

S (R™) = {f(z) € C®(R"); z*DP f(x) omezend pro V a, B}.

Lemma 24.1. [Integrace radidlnich funkei.] Necht f(|z]) : R — R je dédna.

Potom "
/ f(z|) dx = /snl/ fr)yr™tdr,
P(0;r,R) r

kde k,_1 je (n — 1)-rozmérnd mira mnoziny S, 1 = {z € R" : |z| = 1}.

Dusledky. (I) f| 4z 5o, prave kdyz p < n.

z|<1 |z|P
@) f‘x|>1 g—ﬁ, < 00, pravé kdyz p > n.
Véta 24.7. [Zakladni vlastnosti .7]
(1) C=(R™) & (R")
(2) L (R") C Co(R™) N LP(R"), Vp > 1
(3) f(z) € Z(R") = 2f(x), D*f(z) € S(R"), Va
Definice. Funkce exp(—|z|?) se nazyvd gaussidn.

Lemma 24.2. [F.t. gaussidanu.| Plati

o —

[exp(—|z[2)](§) = exp(=7[¢[*).
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Véta 24.8. [F.t. a prostor ..] F.¥(R") C ./(R").
Definice. Pro f(z), g(z) : R — C definuji konvoluci

Lf * gl(x) = IRnf(ﬂc —y)gly)dy  reR",

ma-li integrdl vpravo smysl.

Véta 24.9. ¢ [Vlastnosti konvoluce.]

(1) Komutativita: [f * g](z) = [g * f](x) pro V.

(2) Necht f(z), g(x) € L'(R™). Potom [f * g](x) m& smysl pro skoro vsechna
x € R™ a plati odhad

1 * gl < ([l gl

(3) Necht p, g, r € [1,00] jsou takové, ze 1/p+1/q =1+ 1/r. Necht f(x) €
LP(R™), g(x) € LYR"™). Potom [f * g|](z) ma smysl pro vsechna x € R™ a
plati odhad

1f g

Véta 24.10. [Vztah F.t. a konvoluce.] Necht f(z), g(x) € L'(R"). Potom

e < [ fllzellgllza -

frg(&) = f(Eg€)  VEeR™.

Poznamky. Diracova funkce () je charakterizovdna nasledujici vlastnosti:
6(z) = 0 pro Y # 0, avsak [, 6(x)dz = 1.

Prostory funkei ndm dosud znamé (spojité, integrovatelné funkce) takovouto
funkci NEOBSAHUJI. To je jeden z duvodu, pro¢ zavadét i obecnéjsi pro-
story (napf. prostor distribuci.)

Podivejme se (¢isté formdlné) na dalsi vlastnosti §(z). Pro kazdou spojitou
funkei f(y) plati

. f(y)o(y)dy = £(0).

Tudiz
Lf * 0)(x) = . fle—=y)o(y)dy = f(x —y)ly=0 = f(x),

neboli f x ¢ = f. Fourierova transformace Diraca je

5(6) = /n e 2D §(1) dr = 1.

6Bez diikazu tiet{ ¢4sti.
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Vzhledem k Vété 24.5. opét vidime, ze 6(z) ¢ L'(R™).

Lemma 24.3. [Aproximace Diracovy funkce.] Necht f(z) € Cy(R™), necht
o(z) € L'(R") a [z, ¢(z)dx = 1. Oznaéme ¢.(x) = e "p(e"'x). Potom

lim [f % ¢.](z) = f(x) Vr e R™.

e—0+

~

Véta 24.11. [O inverzi F.t.] Necht f(z) € L' N Cy(R™) je takovd, ze f(€) €
L'(R"). Potom [f(§)]Y(z) = f(z) a [V ([ (z) = f(z) pro kazdé = € R™.
Dusledek. F. t. je vzdjemné jednozna¢né zobrazeni . (R™) na . (R").

Motivace. Dalsim cilem je nyn{ zavést F na prostoru L*(R"™). Pfipomeiime,
ze

L*R")={f:R* = C: f je méfitelna, /Rn |f(z)] dz < oo} .

Na tomto prostoru definujeme skaladrni sou¢in a normu takto:

(f.9) = Rnf(ffﬁ)g(x)dﬂm (1)
1/2
Il = VD ={ [ wPas) )

K hlubsim vlastnostem patif: L?(R") je dplny, a mnozina .#(R") je v ném
husta.

Lemma 24.4. [O piehozeni F.t.] Necht f(z), g(x) € L'(R™). Potom

[tz = [ f@)de, | @)= [ @@

R

Véta 24.12. [Plancherelova rovnost.] Necht f(z), g(z) € .(R"™). Potom

R P S —

f(x)g(x) de = (£)g(&) d¢ -

R® R®
Jinymi slovy, F zachovévd skaldrni soucin v L*(R™), specidlné zachovava
wormu, 4. | £z = |2 pro Vf € (R,
Véta 24.13. [Zavedeni F.t. v L?.] Existuje linedrn{ zobrazen{ F, : L*(R") —
L?*(R™) takové, Ze
(1) Fof = Ff proVf e S (R")
(2) F, je izomorfismus L*(R™) na sebe, tj. vzdjemné jednoznacné zobrazent,
zachovavajici normu a skalarni soucin.
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Poznamka. Jak prakticky pocitat F» ? Lze dokézat, Ze pro dané f € L*(R")
existuji R,, — oo takovd, ze pro skoro vSechna & je

Fof(€) = lim e M@ f(z) da.

Specidlné odtud plyne, ze pro f € L'NL? je Fof = Ff. Nadéle tedy budeme
psat prosté Ff ¢i f misto Fof.

Poznamky. “Principem neurcitosti rozumime, zhruba fec¢eno, pozorovani,
ze ¢im je f ,koncentrovanéjsi“, tim je f ,rozptylenéjsi“, a naopak: koncent-
rovanost f nutné implikuje rozptylenost f.

Mnohéa z vysSe dokazanych tvrzeni lze chapat jako jisté vyjadieni principu
neurcitosti. Vsimnéme si nékolika piikladu.

D Oznaé fr(r) = A\"2f(x/)\), kde A > 0. Pozoruji, ze ||frllzz = ||f]lzz-
Ptitom tato operace koncentruje (A — 0) nebo rozptyluje (A — o0). Z Véty
24.1.(5) vidime, Ze [f/0] = [fle-

(2 Vétu 24.6. lze interpretovat tak, ze piilisnd koncentrovanost f implikuje
nekonecnou rozptylenost f .

(3 Krajni ptripad: Dirac (dokonale koncentrovand funkce) se transformuje na
1 (dokonale rozptylena funkce.)

@ Definujeme operatory (pro jednoduchost na prostoru . (R")) X : f(z) —
af(x),aD: f(x) — 5= f'(x). Méme

X2, = 202 |
X7 = [ 1@ do

coz v jistém smyslu méri rozptylenost f od pocatku. Protoze l/)\f =¢£ f (&), je

IDF|12 = | DF |12 = / FOPRe de,

n

tudiz D f analogicky méii rozptylenost f od pocatku. Snadno se ovéri, ze X a
D jsou samoadjugované, a DX f — XD f = ﬁf Kvantitativnim vyjadfenim
principu neurcitosti je nésledujici tvrzent:

Véta 24.14. [Heisenberguv princip neurcitosti.] Necht f(z) € S(R"), a

Il fllzz = 1. Potom

1
X Fl DS le > -

Rovnost nastava, pravé kdyz f je (vhodné skédlovany) gaussian.

26



25. TEORIE DISTRIBUCH.

Motivacni poznamky. Dosavadni chapani funkce: ,,bodové*, tj. prirazeni
x +— f(z) nedostacuje — neexistence singuldrnich objektu (Dirac). Problémy s
,,bodovym “ pojetim derivace: neni vzdy definovana, neméii spravné velikost
nespojitosti, ....

Predbé&zné tivahy. [Dualita, funkciondl.] Pro f, g € L*(2) je definovdno

(f.9) = / f(2)g(z) da

Tento vyraz lze ruzné zobecnovat, piicemz f se zlepsuje: L>(Q2), C.(), ...,
zatimco ¢ se zhorsuje (zobeciiuje): L*(€2), mira na 2, ...

Definice: je-li X (normovany) vektorovy prostor, pak mnozinu vsech spojitych
linearnich zobrazeni F' : X — R nazyvame dudlem X a zna¢ime X’'. Vyse
uvedené prostory jsou v (kanonickém) dudlnim vztahu v nasledujicim smyslu:
o je li T € (L*(Q)) pak existuje jediné g(z) € L*(Q) tak, ze T(f) =
Jo f(x)g(x)dx pro kazdé f(z) € L*(Q). (V tomto smyslu dudlem k L? je
opét L2 Obecnejl. dudlem k LP je L9, kde 1/p+1/q=1.)

e jeliT € (CC(Q)), a navic nezéporny, pak existuje jediné Radonova mira
pna Q takova, ze T(f) = [, f( ) pro kazdé f(z) € C.(2). (Duélem ke
spojitym funkeim jsou mlry)

Pozorujeme: ¢im lepsi (hladsi) prostor, tim vétsi (obecnéjsi) dudl. V tomto
duchu distribuce (tedy dual k C2°) bude zobecnéni vsech LP a prostoru meér
zaroven.

Umluva. V celé kapitole je €2 C R" oteviena mnozina.

Opakovéani. Pro f(z) : R" — R definujeme nosic¢ funkce supp f jako uzaver
mnoziny

{z eR"; f(z) #0}.
Ekvivalentné: nosi¢ je nejmensi uzaviend mnozina K takova, ze f = 0 na

R™\ K.

Definice. Nechf 0 C R” je oteviend mnoZina. Prostor testovacich funkci
D(Q2) bude totéz co C(Q) vyse, tj.

{(p € C™(9); supp ¢ je kompaktni podmnozina §2 }
Rikdme, Ze funkce ¢, konverguji k nule v prostoru D(f2), jestlize plati:

(i) existuje K C €2 kompaktni tak, ze supp ¢, C K pro Vn;
(ii) D%pn(x) = 0 na K pro kazdy pevny multiindex a.
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Obecnéji, ¢, — ¢ v prostoru D(Q), jestlize ,, — ¢ — 0 ve smyslu predchozi
definice.

Znaéeni. Normu v prostoru C*(€2) definujeme jako
[¢llcr () = sup sup [D ().
€ |a|<k

Tato norma popisuje stejnomérnou konvergenci vsech derivaci az do fadu k
vcetne.

Pro ¢(x) € C*(§2) mohou byt tyto normy nekonecné (napi. ¢(z) = 1/z v
2 = (0,00).) Pro p(x) € D(£) jsou ovsem nutné koneéné a podminka (ii) v
definici konvergence v D(Q) k4, ze ||¢n(2)]|C*(2) — 0 pro kazdé k pevné.
Nalézt vsak jednu normu (ani metriku), kterd by popisovala konvergenci v
D(2), neni mozné — piicinou je podminka (i).

Definice. Distribuci v 2 rozumime spojité linearni zobrazeni
T:D(Q) - R
p = (T, p).

Podrobnéji feceno, pozadujeme

(1) (T, o1+ 2) = (T, 01) + (T, 2), (T, ap) = (T, p);
(ii) ¢n — 0 v D(Q) implikuje (7', ¢,,) — 0.

Mnozinu vsech distribuci v 2 zna¢ime D’'(Q2). Symbolem (7', ¢) znacime (jak
vidno vyse) hodnotu distribuce 7" na testovaci funkei ¢.

Priklady. (D) Je-li f(x) € Lj,.(Q2), pak definujeme T} € D'(2) predpisem

(Tt ) :/Qf(fc)go(x)dx

Rikdme, ze T ' je regularni distribuce s hustotou f.
) Pro libovolny bod a € Q definujeme Diracovu distribuci , predpisem

(00, ) = ¢(a).
(3 Dirac na sféfe d5, € D'(R3?) je definovén jako

(65, 0) = / Pla)dS )

kde S, = {x € R?; |z| = r}; integrdl chdpeme jako plosny 1. druhu.
@ Vzorkovaci distribuce V' € D'(R) je definovéna jako

(Vi) =Y p(n).

nez
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(5 Obecnéji, kazdd Radonova mira p v Q urcuje distribuci 7), predpisem

(Toe) = [ olw)dulz).

Radonova mira je ,rozumnéa“ v tom smyslu, je konetna na vsech kompaktnich
mnozinach a spojité funkce jsou vuci ni meéritelné.
Poznamka. Lze dokédzat, Ze vnoieni L} (Q) C D'(Q) (realizované zobra-

loc

zenfm f +— T}) je prosté v ndsledujicim smyslu: jestlize f, g € L;,.(Q2) jsou

loc
takové, ze distribuce Ty a T, se rovnaji, pak nutné f(z) = g(z) skoro vsude

v .
Znaceni. Symbolem G CC ) znacime situaci, kdy G je kompaktni a G C Q.

Poznamka. Mnozina D'(2) je vektorovy prostor: pro T', T} a T, € D'(Q2) a
a € R definujeme

(Th + Ty, ) := (Th, ) + (Tn, ),
(aT, ) == a(T, ).

Lehce se oveéri, ze Ty + Ty resp. aT jsou opét prvky D'(Q2).

Definice. Necht T}, T € D'(Q). Rekneme, ze T}, konverguji k T ve smyslu
distribuci, jestlize (T,,, @) — (T, ) pro kazdé ¢ € D(Q2) pevné.

Analogicky: > 72 | Tj, = T ve smyslu distribuci, jestlize lim, oo (3 1) Tk, @) =
(T, ) pro kazdé ¢ € D(2) pevné.

Koneéné, zobrazeni A +— T z metrického prostoru A do D'(2) je spojité,
jestlize funkce A\ — (T, ) (to je funkce z A do R) je spojitd pro kazdé
v € D(2) pevné.

Znaceni. Pro T' € D'(2) budeme nékdy psat T = T'(x) nebo (T, p) =
(T'(x),¢(x)), abychom formélné pojmenovali proménnou z € €.

Ovsem pozor, T(z) neznaci hodnotu distribuce T" v bodé z; tento pojem
nelze obecné definovat.

Definice. [Zéména proménné v distribuci] Necht A € R™" je reguldrni
matice, necht b € R™. Oznacme Q = {Ay + b; y € Q}. Potom pro T(x) €
D'(Q2) definujeme T'(Ay + b) € D'(Q2) predpisem

p(A” (z — b))
| det A

(T(Ay +b), o(y))y := (T'(x), ), Vo € D).

Poznamka. Predchozi definice je motivovana vzoreckem

/Qf(Aerb)w(y) dy = /Qf(x)(p(Ay_dl(f:A_\ b)) i
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tj. pokud f € L}, (©Q), tak pro pifslusné reguldrni distribuce plati

Tytarsny )y = (o), 2o

Priklady. (D) dp(x — b) = dp(x)
@ dolaz) = a~'do(y), a > 0
@ obecnéji d.(ax +b) = a ' d(c—p)/a(z), a > 0.

Lemma 25.1. [O spojitosti dudlniho zobrazeni.] Necht Q, € R™, necht & :
D(Q) — D(Q) je spojité, linearni zobrazeni. Definujme @' : D'(Q) — D'(Q)
predpisem
(®'(T), ) = (T, ®(¢)),  Vp €D

Potom &’ je spojité linedrni zobrazeni; specidlné ®'(T") € D’'(Q2) pro kazdé
T € D'(Q).

Dusledek. Pii znaceni predchozi definice je T'(z) — T(Ay + b) spojité
linedrni zobrazeni z D'(2) do D'(2). Specidlné T'(Ay + b) je distribuce v
Q.

Opakovani. Je-li F(x) € C na néjakém okoli M, kde M C R” je ,rozumnd‘
oblast, mame Gaussovu vétu:

vpravo se integruje dle ,,plogné“, tj. v obecném piipadé (n-1)-rozmérné miry
ptes hranici M, v = (v1, ... 1,) je vnéjsi normadla.

Volbou F' = wwv, kde u, v € C' na néjaké oteviené @ O M, dostdvime
vzorecek pro integraci per-partes v R™:

/—vdzx—/ uvyde—/ u@dx
O; oM O,

Lemma 25.2. [O piehozeni derivace.] Necht f(z) € C™(Q), necht ¢(z) €
D(Q2). Potom

[0 peds =0l [ e
0
pro kazdy multiindex |a| < m.

Definice. Necht T' € D'(Q), necht « je libovolny multiindex. Potom definu-
jeme distribuci D*T" € D'(Q2) predpisem ¢ — (T, (—1)*D%p).

30



Véta 25.1. [Spojitost distributivni derivace.] Pro libovolny multiindex « je
D® spojité linedrni zobrazeni z D'(2) do D'(f2); specidlné DT € D'(Q)) pro
kazdé a.

Poznamka. Symbol D® uzivame jak pro klasickou (bodovou) derivaci, tak
pro derivaci ve smyslu distribuci. Smysl je jasny z kontextu. — Diky Lem-
matu 25.2 vime, Ze pro hladkou funkci f plati DTy = Tpay, tj. znaceni je
konzistentni.

Priklady. (D) LY = &y, kde Y (z) je Heavisideova funkce
@ Lin|z| = v.p., kde

1
(v.p.—,¢) = lim @dm
v T IR\(ee) ¥

tj. integral pocitame ve smyslu hlavni hodnoty.

Poznamky. Mnohdy se stavd, ze f(z) ¢ L'(Q2) kvuli problémum v okolf
jistého bodu zy (singularita, nekoneéno). V takovém piipadé se muzeme po-
kusit vypocist integrél jako

kde Q. = Q\ U(xo, ). Pokud tato limita existuje, nazyvame ji integralem ve
smyslu hlavni hodnoty (fr. ,la valeur principale“) a znacime

vp. /Q (@) da

(Z Véty 18.9, €4st (3) minulého semestru plyne, ze pokud f(z) € L'(Q),
nedava tato definice nic nového.)

Priklady. (D) 1/z ¢ L'(—1,2) (singularita v pocétku), lec

2 dx . dx 2 dx
v.p. — = lim — = — =1In2.
1T 0t J 1o\ (—ee) T 1 T

@) sin(z)/z ¢ L'(0,00) (problém v okoli +00), le¢ muzeme spocitat

*sinx ) sin « ) /e gin z T
V.p. dr = lim dr = lim dr = —
o T e=0+ J(0,00)\U(o0e) L e=0+ Jo T 2

- tj. de facto pocitam integral jako Newtonuv.
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Opakovani. Funkce f(z) : (a,b) — R je po ¢dstech C, jestlize existuji body
xj, j=1,... N takové, ze f a f’ jsou spojité vSude mimo z,, a navic v bodech
x; maji jednostranné vlastni limity.

Lemma 25.3. [Derivace po ¢astech C! funkce.] Necht f(z) je po ¢éstech
C' v intervalu (a,b); necht mnozina bodu nespojitosti {z;}; nema v (a,b)
hromadny bod. Potom

d
%Tf = Tp + ; {f(a:j—i-) - f(wj_)}(sxj’

kde f’ je bodova derivace f.

Priklad. Necht f(z) = (7 — x)/2 pro z € (0,27) a dédle 2m-periodicky.
Rozvojem do Fourierovy rady méame

f) = Z singka)

k=1

o0

plati v L2, a tedy ve smyslu distribuci. Derivaci dle  mame
1 o
—5 + ZEZZ o () = ; cos(kx)

coz lze prevést (zaménou z za 27x) na

> ai(x) =) cos(2kma)

l€Z keZ

Aplikace. Uvazujme ulohu tvaru
P =f, reR" (3)

kde Z je diferencidlni operator s konstantnimi koeficienty:.

Definice. Funkce U se nazyva fundamentalnim tesenim (téz Greenovou
funkef) dlohy (3), jestlize 2[U] = .

Motivace. Z vlastnosti konvoluce plyne, ze
DU fl=2[U]* f=box f=F.

Tedy: zname-li fundamentélni feseni, umime tesit (3) pro libovolnou pravou
stranu; formdlné zapsano 27! = Usx.
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Priklady.

Du' =f...U=a"=2Y(x)

Qv +au=f...U=e"Y(2)

@) —Au = f v R™. Potom fundamentdlnim fesenim je funkce

1
O (z) :—%lnm, n=2,

respektive
1

O(z) = ——|z|* ™, n > 3.

Bn(n —2)
kde (3, je povrch jednotkové sféry v R™.
(@ Fundamentalnim Fesenim rovnice vedeni tepla dyu—Au = f je tzv. tepelné

jadro

1
(4rt)2

Gz, t) = 10

Opakovani. Z prvniho semestru vime, ze pokud f’'(z) = 0 v intervalu (a, b),
je funkce f(x) v tomto intervalu konstantni. Jinymi slovy, derivace urcuje

funkci az na konstantu. Nasledujici véta nam ik, ze distributivni derivace
ma stejnou vlastnost.

Véta 25.2.7 [O distribuci s nulovou derivaci.] Necht Q C R™ je otevien4,
souvisld mnozina. Necht T € D'(Q) je takovd, ze %T =0 v D'(Q), pro
7 =1,...,n. Potom existuje ¢ € R takové, ze T'=T..

Definice. Nechf 7' € D'(Q), nechf G C Q je oteviena mnozina. Rekneme,
ze T je nulova v G, jestlize (T, ) = 0 pro kazdou ¢ € D(), jejiz nosi¢ je
obsazen v G.

Rekneme, ze T, S € D'(Q) se rovnaji v oteviené mnoziné G C €, jestlize
T — S je nulova v G ve smyslu predchozi definice.

Definujeme nulovou mnozinu distribuce 7" € D’'(Q2)

Op = U {G; G C Q je oteviena a T' je nulova v G };

nosic distribuce jako
suppT = Q\ Or.

Definice. Jestlize f € C*(Q) aT € D'(12), definujeme distribuci fT" predpisem

(fT,0) =(T, fe), VoeDQ).

"Ditkaz pouze pro n = 1.
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Ptiklady. (D) suppd, = {a}. Obrécené lze ukdzat: je-li T distribuce takova,
ze supp T = {a}, je T nutné tvaru Z;VZI c; D4,
@ Pifklady soucinu: 26y = 0, z(v.p.2) = T}.

Poznamka. Definovat obecné soucin dvou distribuci 7', S nelze. (Tzv. Sch-
wartzuv vysledek o nemoznosti.)

Poznamka. Dalsim cilem je definovat Fourierovu transformaci distribuci.
Lemma 24.4. nam 1ikd, v jazyce distribuci, ze

(T7,¢) = (T1, ¢)

Nabizi se proto definovat Fourierovu transformaci distribuce T jako

A

(T,p) =(T,¢), ve€DR").

Je zde ovSem hacek: diky Vété 24.6. vime, ze pokud ¢ € D(R") a také
© € D(R™), je uz nutné ¢ = 0. Resenim je nahradit D(R™) prostorem . (R").
Tim ziskdame prostor tzv. temperovanych distribuci, na kterém vse uz funguje

dobre.
Definice. Schwartzuv prostor ,rychle klesajicich funkeci* definujeme jako

S (R") = {p(z) € C°(R"); 2*D’p(z) omezend pro V a, 8} .

Rekneme, ze ¢, — 0 v Z(R"), jestlize 2*D%p,(z) = 0 v R” pro viechny
multiindexy «, [.

Véta 25.3. [Spojitost ve Schwartzové prostoru.]
l. o, >0vDR") = ¢, —0v.7(R")

2. zobrazeni () — 2%p(z) a ¢(x) — DPp(x) jsou spojitd z .7 (R") do
S (R™)

3. F jelinearni, spojité, vzajemné jednoznaéné zobrazeni . (R") — . (R")

Definice. Temperovanou distribuci v R" rozumime spojité, linedrni zobra-
zeni

T:(R") - C,
o= (T, ).

Prostor temperovanych distribuci znacime .#”(R"). Konvergenci T7,, — T v
' (R™) rozumime, ze (T,, ) — (T, ) pro kazdé ¢ € . (R"™) pevné.
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Poznamky. () /(R™) C D'(R"), neboli temperovana distribuce je distri-
buce.

(2 Le¢ ne kazdd distribuce je temperovana distribuce. Napiiklad funkce
f(z) = exp(22?) je lokdlné integrovatelnd, tedy Ty € D'(R"™), avsak Ty ¢
S (R™).

(3 Lze dokazat: pokud f(z) € LP(R™) pro néjaké p, tedy f(z) je globdiné
integrovatelna, pak uz Ty € '(R").

Obecnéji, pokud f(z) je méfitelnd funkce a existuje N > 0 takové, ze funkce
(1+ [z[))N|f(2)| je omezend, pak T € #(R"). (Takové funkce f se nazyvaji
pomalu rostouci nebo téz moderované funkee.)

Také distribuce s kompaktnim nosi¢em jsou temperované (ptesnéji Feceno,
lze je ptirozené ztotoznit s temperovanou distribuci).

Lemma 25.1S.% Nechf ® : /(R") — %(R") spojité, linedrni zobrazeni.
Definujeme dudlni zobrazeni &' : ./(R") — .%”(R") jako

(®(T), ) = (T, 2(¢)), Yy e LR,
Potom @' je spojité, linearni zobrazeni; specialne ®'(T') € ./ (R") pro kazdé
T e s (R")

Poznamky. Pomoci predchoziho lemmatu se lehce ovéri, ze nasledujici ope-
race jsou korektné definované pro libovolnou temperovanou distribuci T €
' (R™):

(D Derivace DT, kde

(DT, ) = (T, (=1)"D%),  Vpe S (R").
(2) Zadména proménné T'(Azx + b), kde

p(A~ (z — b))
| det A|

(T(Ay +b),0(y))y = (T'(x), Jo, Vo€ S (R).

(3 Soucin wT, kde w je nekonecéné hladkd, pomalu rostouci funkce: klademe
WT', o) = (T\wy), Vo e L (R").

Definice. Necht T € .¥/(R") je temperovana distribuce. Potom definujeme
jeji Fourierovu transformaci 7' € ./ (R") jako

(T.0) =(T,3), VeI R.

8Bez dikazu.
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Priklady. (D) 5a(y) = exp(—2miay): specidlné §y = 1.
@ (v-p-3)(y) = —imsgny

Véta 25.4. [F.t. na prostoru ./ (R").] Fourierova transformace je linedrni,
spojité, vzajemné jednoznacéné zobrazeni prostoru .#/(R™) na sebe.

Poznamka. Pro T' € .%/(R") definujeme inverzni Fourierovu transformaci
TV € '(R") predpisem

<TV’ 90> = <Ta 90V>7 Vo € y(Rn)

Plati téz, ze T + TV je linedrni, spojité, vzdjemné jednoznacné zobrazeni
prostoru ./(R™) na sebe. Déle (T)v = (T)V) =T pro kazdé¢ T € ./'(R"™).
* Véta 25.5. Necht T € ./(R™). Potom:

1. TV(z) = T(—z), T(z) = TV(—x).
0. TV=T,T=T
3. T(y — a) = [exp(2ni(a, z))T(z)] (y)

4. [T(z — @) (y) = exp(=2ri(a, 9))T(y)

5. [T(e2) (y) = |e| "T(e'y)

Vv

6. Je-li T suda (lichd, radialné symetrickd), ma T stejnou vlastnost.
7. [D°TT(y) = (2miy)°T(y)
8. D°T(y) = [(—2miz)’T ()] (y)
Priklady. (D) [exp(Qm’(a, x))r: d,; odsud pak
[cos(b,z)]"= = (8bj2r + 0_p/2r)

; <5b/27r - 57b/27r)

1

|,_.l\.’>|+—\

[sin(b, z)]"=

[\

(2) Pro Heavisideovu funkei Y plati:

= 1 1 1

Y(z) = Q_M(VPE) + §5O(x)
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