
posledńı úprava 23. května 2024

21. Fourierovy řady.

Definice. Řada funkćı

a0

2
+
∞∑
k=1

[ak cos kx+ bk sin kx] (T)

kde ak, bk ∈ R jsou konstanty, se nazývá trigonometrická řada.

Poznámka. Pokud tato řada konverguje, je jej́ı součet 2π-periodická funkce.
Lze naopak každou 2π-periodickou funkci napsat jako součet nějaké trigono-
metrické řady? – Jedna z hlavńıch otázek kapitoly.

Lemma 21.1. [Ortogonalita trigonometrických funkćı.]

(1)
∫ 2π

0
sinnx =

∫ 2π

0
cosnx = 0 pro ∀n 6= 0 celé,

(2)
∫ 2π

0
sinnx cosmx = 0 pro ∀m, n ≥ 1 celá,

(3)
∫ 2π

0
sinnx sinmx =

∫ 2π

0
cosnx cosmx = πδmn pro ∀m, n ≥ 1 celá, (δmn

je Kroneckerovo delta).

Poznámka. Předchoźı lemma ř́ıká, že tzv. trigonometrický systém

{1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, ...}

je ortogonálńı vzhledem ke skalárńımu součinu 〈f, g〉 =
∫ 2π

0
f(x)g(x) dx.

Věta 21.1. [Výpočet trigonometrických koeficient̊u.] Necht’ řada (T) konver-
guje stejnoměrně v [0, 2π]. Označme f(x) jej́ı součet. Potom č́ısla ak, bk lze
vypoč́ıst podle vzorc̊u:

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(x) dx

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kx dx k ≥ 1

bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kx dx k ≥ 1

(FK)

Značeńı. f ∈ Lpper(0, 2π) znamená, že f je měřitelná v R, 2π-periodická a∫ 2π

0
|f(x)|p dx < ∞. Obecněji, f ∈ Xper(I) kde X je nějaký prostor funkćı

(např. C, C1, . . . ), znač́ı, že funkce nálež́ı to X(I) a dále je rozš́ı̌rená s
periodou délky I.
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Definice. Necht’ f ∈ L1
per(0, 2π). Trigonometrická řada (T) s koeficienty

(FK) se nazývá Fourierova řada funkce f . Znač́ı se Ff . Jej́ı n-tý částečný
součet znač́ıme

Ff,n(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

[
ak cos kx+ bk sin kx

]
.

Je tedy Ff (x) = limn→∞Ff,n(x). Č́ısla ak, bk se nazývaj́ı Fourierovy koefici-
enty funkce f .

Poznámky.
• je Ff (x) = f(x) ? Jistě ne vždy ve všech bodech – je-li f = 0 s.v., pak
ak = bk = 0 a tedy nutně Ff ≡ 0. Obecně, ak, bk a tud́ıž Ff ,,nevid́ı“ změny
f na množině mı́ry 0.
• Ff je vždy 2π-periodická, zkoumanou f tedy také rozš́ı̌ŕıme 2π-periodicky.

• je-li f funkce 2π-periodická, potom
∫ 2π

0
f =

∫ π
−π f =

∫ a+2π

a
f pro ∀a ∈ R

• f sudá =⇒ bk = 0 pro ∀k; f lichá =⇒ ak = 0 pro ∀k
Poznámka. Pro obecně l-periodickou funkci má Fourierova řada tvar

Ff (x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

[
ak cos

(
2π

l
kx

)
+ bk sin

(
2π

l
kx

)]
kde

ak =
2

l

∫ l

0

f(x) cos

(
2π

l
kx

)
dx , bk =

2

l

∫ l

0

f(x) sin

(
2π

l
kx

)
dx .

Plat́ı př́ıslušné analogie výsledk̊u této kapitoly. Např́ıklad Parsevalova rovnost
má tvar

2

l

∫ l

0

|f(x)|2 dx =
a2

0

2
+
∞∑
k=1

(a2
k + b2

k)

Lemma 21.2. [Komplexńı tvar Fourierovy řady.] Necht’ f ∈ L1
per(0, 2π),

necht’ ak, bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Označme

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x) exp(−ikx) dx , k ∈ Z .

Potom plat́ı vztahy

c0 =
a0

2

ck =
1

2
(ak − ibk) k ≥ 1

c−k =
1

2
(ak + ibk) k ≥ 1
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respektive

a0 = 2c0

ak = ck + c−k k ≥ 1

bk = i(ck − c−k) k ≥ 1

Pro n-tý částečný součet Fourierovy řady Ff,n(x) plat́ı

Ff,n(x) =
n∑

k=−n

ck exp(ikx) ,

a tedy (formálně)

Ff (x) =
∑
k∈Z

ck exp(ikx) .

Lemma 21.3. [Integrálńı tvar F.̌r.] Necht’ f ∈ L1
per(0, 2π). Potom pro n-tý

částečný součet F.̌r. funkce f plat́ı

Ff,n(x) =
1

π

∫ π

−π
f(x+ z)Dn(z) dz

kde

Dn(z) =
sin
[(
n+ 1

2

)
z
]

2 sin
(
z
2

)
se nazývá Dirichletovo integračńı jádro.

Poznámky. • Dn(z) je sudá, C∞, 2π-periodická funkce.
• 1

π

∫ π
−πDn(z) dz = 1 pro ∀n ∈ N.

Definice. Funkci f nazveme po částech spojitou v [a, b], pokud existuj́ı body
x0 = a < x1 < x2 · · · < xn = b takové, že f je spojitá v intervalech (xj−1, xj)
a nav́ıc má v bodech xj jednostranné vlastńı limity.
Funkci nazveme po částech CN , jsou-li funkce f , f ′, . . . , f (N) po částech
spojité.

Př́ıklady. 1O sgn(x) je po částech C1, neńı spojitá
2O |x| je spojitá, je po částech C1, neńı C1

3O 3
√
x je spojitá, neńı po částech C1 (derivace je nespojitá v x = 0, nemá

zde konečné limity.)
4O lnx je spojitá v (0, 1), ale neńı po částech spojitá v [0, 1] - limita v nule

zprava neńı konečná.

Pozorováńı. f(x) je v [a, b] po částech spojitá =⇒ je zde omezená a
měřitelná; speciálně f(x) ∈ L1(a, b).
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Věta 21.2. [O konvergenci Fourierovy řady.] Necht’ f ∈ L1
per(0, 2π) a nav́ıc

f je po částech C1 v intervalu [a, b] ⊂ R. Potom pro ∀x ∈ (a, b) je

Ff (x) =
f(x−) + f(x+)

2
.

Speciálně Ff (x) = f(x) v těch bodech x ∈ (a, b), kde je f(x) spojitá.

Poznámka. V rámci předchoźı věty jsme dokázali i tzv. Riemann̊uv princip
lokalizace, podle nějž Ff (x) = A ∈ R, právě když∫ δ

0

[
f(x+ z) + f(x− z)− 2A

]
Dn(z) dz → 0, pro n→∞,

kde Dn(z) je Dirichletovo jádro (viz Lemma 21.3 výše) a δ ∈ (0, π) je pevné,
libovolné č́ıslo.

Poznámka. Ohledně (ne)nastáváńı rovnosti

f(x) = Ff (x) (*)

je známo toto:

� lze sestrojit f ∈ L1
per(0, 2π) takovou, že př́ıslušná Fourierova řada di-

verguje ve všech bodech; tedy (*) neplat́ı nikde.

� je-li f ∈ Lp, kde p > 1, pak už (*) plat́ı skoro všude (
”
hluboký“ výsledek

s obt́ıžným d̊ukazem)

� pokud f je spojitá, stále mohou existovat body (dokonce nekonečně
bod̊u) takové, že (*) neplat́ı.

� pokud f je spojitá, a f ′ je po částech spojitá, tak (*) plat́ı pro všechna
x ∈ R. To plyne z námi dokázané Věty 21.1.

Lemma 21.4.1 [Riemann-Lebesgueovo.] Necht’ f ∈ L1(a, b). Potom

lim
k→∞

∫ b

a

f(x) sin(kx) dx = 0 , lim
k→∞

∫ b

a

f(x) cos(kx) dx = 0 .

Tvrzeńı. Každou f ∈ L1(a, b) lze libovolně aproximovat
”
pěknou“ funkćı.

Přesněji řečeno: pro ∀ε > 0 existuje f̃ taková, že f̃ i f̃ ′ jsou spojité a omezené
dokonce v [a, b], a plat́ı

∫ b
a
|f(x)− f̃(x)| dx < ε.

1Důkaz pro po částech spojité funkce.
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Definice. Pro interval (a, b) ⊂ R a p ∈ [1,∞) definuji

Lp(a, b) = {f(x) : (a, b)→ R; f je měřitelná,

∫ b

a

|f(x)|p <∞}

tzv. Lp-integrovatelné funkce.

Poznámky.
• L1(a, b) = L(a, b) ... Lebesgueovsky integrovatelné funkce
• L2(a, b) je velmi d̊uležitý, nebot’ v něm lze zavést skalárńı součin 〈f, g〉 =∫ b
a
f(x)g(x) dx; normu v prostoru L2 definujeme

‖f‖L2(a,b) =
√
〈f, f〉 =

√∫ b

a

|f(x)|2 dx .

Ve vztahu k Fourierovým řadám plat́ı v L2(0, 2π) následuj́ıćı v podstatě

”
Pythagorova věta“:

Věta 21.4.2 [Parsevalova rovnost.] Necht’ f ∈ L2
per(0, 2π), necht’ ak, bk jsou

jej́ı Fourierovy koeficienty. Potom plat́ı:

1

π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx =
a2

0

2
+
∞∑
k=1

(
a2
k + b2

k

)
.

Věta 21.3. [O hladkosti trigonometrické řady.] Necht’

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

[ak cos kx+ bk sin kx] ,

a existuj́ı C > 0, N ≥ 0 celé tak, že plat́ı

|ak|+ |bk| ≤
C

kN+2
, ∀k ≥ 1 .

Potom f ∈ CN(R).

Věta 21.5. [O rychlosti poklesu F.k.] Necht’ f ∈ CN(R) je 2π-periodická,
necht’ nav́ıc f (N+1), f (N+2) jsou po částech spojité. Potom pro Fourierovy
koeficienty plat́ı: existuje C > 0 tak, že pro každé k ≥ 1

|ak|+ |bk| ≤
C

kN+2
.

2Pouze formálńı d̊ukaz.
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Důsledek. Vid́ıme, že hladkost funkce je př́ımo úměrná tomu, jak rychle
Fourierovy koeficienty klesaj́ı do nuly.
Z předchoźıch vět vyplývá, že pro funkce s po částech spojitými derivacemi
plat́ı: f ∈ CN\CN+1 ⇐⇒ Fourierovy koeficienty splňuj́ı |ak|+|bk| ∼ 1/kN+2.
Jestliže f , f ′ jsou po částech spojité, ale f neńı spojitá, pak |ak|+ |bk| ∼ 1/k.

Věta 21.6. [Integrováńı Fourierovy řady.] Necht’ f je po částech spojitá, 2π-
periodická, necht’ ak, bk jsou jej́ı Fourierovy koeficienty. Potom pro ∀x ∈ R∫ x

0

f(t) dt− a0

2
x =

A0

2
+
∞∑
k=1

[−bk
k

cos kx+
ak
k

sin kx
]

kde A0 = 2
∑∞

k=1
bk
k

.

Poznámka. Závěr předchoźı věty dostaneme ,,formálně“ integrováńım rov-
nosti Ff = f(x); ta ovšem za daných předpoklad̊u nemuśı platit.

Důsledek. Necht’ f(x) je spojitá, 2π-periodická funkce. Necht’ všechny jej́ı
Fourierovy koeficienty jsou nulové. Potom f(x) je identicky nulová v R.

Tvrzeńı. Necht’ f(x) je spojitá, 2π-periodická funkce, necht’ ak, bk jsou jej́ı
Fourierovy koeficienty. Potom:
1. pokud ak = 0 pro ∀k, je f(x) lichá;
2. pokud bk = 0 pro ∀k, je f(x) sudá.

22. Abstraktńı Fourierovy řady.

Opakováńı. Vektorový prostor X je množina, jej́ıž prvky lze sč́ıtat, násobit
skalárem (typicky z C), a obsahuje prvek 0 (nulový vektor.)
Norma je přǐrazeńı x 7→ ‖x‖, splňuj́ıćı:

1. ‖x‖ ≥ 0, a ‖x‖ = 0 právě když x = 0

2. ‖ax‖ = |a|‖x‖ pro ∀a ∈ C

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost)

Definice. Necht’ Ω ⊂ Rn je otevřená. Pro p ∈ [1,∞) definujeme

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ C : f je měřitelná,

∫
Ω

|f(x)|p dx <∞
}

respektive pro p =∞

L∞(Ω) =
{
f : Ω→ C : f je měřitelná a ∃C tak, že |f(x)| ≤ C s.v. v Ω

}
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Terminologie: funkce Lp-integrovatelné resp. esenciálně omezené.
Norma na prostoru Lp(Ω) se definuje pro p <∞ jako

‖f‖Lp(Ω) =

{∫
Ω

|f(x)|p dx
}1/p

respektive pro p =∞ jako

‖f‖L∞(Ω) = inf
{
C > 0 : |f(x)| ≤ C s.v. v Ω

}
Poznámka. Obecně ‖f‖Lp(Ω) = 0 implikuje jen f = 0 s.v. a nikoliv f = 0.
Řešeńı: v prostorech Lp považuji funkce, které se rovnaj́ı skoro všude, za
totožné. (Např́ıklad Dirichletovu funkci a funkci nulovou.)
Důsledek: nemá smysl hovořit o takových vlastnostech funkce z Lp, které se
změńı, změńım-li funkci na množině mı́ry nula (např́ıklad hodnota v jednom
bodě.) Má smysl hovořit jen o takových vlastnostech, které na takové změně
nezálež́ı (např́ıklad integrál přes měřitelnou množinu, speciálně norma).

Lemma 22.1. [Youngova nerovnost.] Necht’ a, b ≥ 0 a necht’ 1 < p, q < ∞
splňuj́ı 1

p
+ 1

q
= 1. Potom ab ≤ ap

p
+ bq

q
.

Poznámka. Speciálně pro p = q = 2: ab ≤ a2/2 + b2/2.

Lemma 22.2. [Hölderova nerovnost.] Necht’ u(x), v(x) : Ω → R∗ jsou
měřitelné, necht’ p, q ∈ (1,∞) splňuj́ı 1

p
+ 1

q
= 1. Potom∫

Ω

|u(x)v(x)|dx ≤
(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1
p
(∫

Ω

|u(x)|qdx
) 1
q
.

(S úmluvou 0 · ∞ = 0.)

Lemma 22.3. [Minkowského nerovnost.] Pro p ∈ (1,∞) a f , g : Ω → R∗
měřitelné je(∫

Ω

|f(x) + g(x)|pdx
) 1
p ≤

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1
p

+
(∫

Ω

|g(x)|pdx
) 1
p
.

Důsledek. Trojúhelńıková nerovnost pro normu v Lp(Ω).

Poznámky. 1O Lze dokázat, že Lp(Ω) je úplný prostor. Viz Jarńık: Integrálńı
počet II, Věta 199, s. 545.
2O Daľśım d̊uležitým tvrzeńım je hustota C∞c (Ω) v Lp(Ω):(

∀ε > 0
)(
∀f ∈ Lp(Ω)

)(
∃g ∈ C∞c (Ω)

)[
‖f − g‖Lp(Ω) < ε

]
.
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POZOR: plat́ı pouze pro p <∞; v prostoru L∞ hladké funkce husté nejsou.

Opakováńı. Necht’ (X, ‖·‖) je normovaný vektorový prostor. Pomoćı normy
definujeme konvergenci posloupnosti

xn → x0 v X právě když ‖xn − x0‖ → 0.

Analogicky konvergenci řady:
∑∞

k=1 xk = s (kde xk, s ∈ X), právě když
sn → s, kde sn =

∑n
k=1 xk.

Definice. Posloupnost xn se nazve cauchyovská, jestliže(
∀ε > 0

)(
∃n0 ∈ N

)[
m,n ≥ n0 =⇒ ‖xn − xm‖ < ε

]
.

Prostor, ve kterém cauchyovská posloupnost je vždy konvergentńı (tj. má
limitu) se nazývá úplný. Normovaný vektorový prostor, který je úplný, se
nazývá Banach̊uv prostor.

Př́ıklady. Rn (s eukleidovskou normou) je Banach̊uv prostor – úplnost byla
dokázána dokázána loni v přednášce nMAF052. Výše definované prostory
Lp(Ω) jsou Banachovy.

* Věta 22.1. Necht’ X je Banach̊uv prostor, xk ∈ X. Jestliže
∑∞

k=1 ‖xk‖
konverguje, pak také řada

∑∞
k=1 xk konverguje. (Absolutńı konvergence im-

plikuje konvergenci.)

Opakováńı. Skalárńı součin je přǐrazeńı x, y 7→ 〈x, y〉, splňuj́ıćı:

1. přǐrazeńı x 7→ 〈x, y〉 je lineárńı (při y pevném)

2. 〈y, x〉 = 〈x, y〉

3. 〈x, x〉 ≥ 0, a 〈x, x〉 = 0 právě když x = 0.

Poznámky. • Z 1., 2. plyne: 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉, 〈x, y+ z〉 = 〈x, y〉+
〈x, z〉, a 〈ax, y〉 = a〈x, y〉, 〈x, ay〉 = a〈x, y〉.
• (d̊uležité) skalárńı součin vždy vytvář́ı normu předpisem ‖x‖ :=

√
〈x, x〉.

Plat́ı tzv. Cauchy-Schwartzova nerovnost

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ .

Definice. Prostor se skalárńım součinem, který je úplný (vzhledem k normě,
vytvořené skalárńım součinem), se nazývá Hilbert̊uv prostor.

Úmluva. V daľśım znač́ı H Hilbert̊uv prostor. Tj. prostor se skálárńım
součinem, který uvažujeme automaticky s normou ‖x‖ =

√
〈x, x〉, a který je

úplný.
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Př́ıklad. Prostor L2(Ω) se skalárńım součinem

〈f, g〉 :=

∫
Ω

f(x)g(x) dx

je Hilbert̊uv prostor. (Samozřejme Rn je Hilbert̊uv, ale nás budou nadále
zaj́ımat nekonečně-dimenzionálńı př́ıpady.)

Lemma 22.4.

1. přǐrazeńı x 7→ ‖x‖ je spojité

2. přǐrazeńı x, y 7→ 〈x, y〉 je spojité

Definice. Řekneme, že {xn} ⊂ H tvoř́ı ortogonálńı (OG) systém, jestliže
xn 6= 0, a 〈xn, xm〉 = 0 pro m 6= n. Systém se nazve ortonormálńı, pokud
nav́ıc ‖xn‖ = 1 pro ∀n.

Př́ıklad. Trigonometrický systém{
1, sinx, cosx, sin 2x, . . .

}
je OG v prostoru L2(0, 2π). Viz Lemma 21.1.
Z ortogonálńıho systému vznikne ortonormálńı, klademe-li x̃n = xn/‖xn‖.
ON trigonometrický systém je{ 1√

2π
,

1√
π

sinx,
1√
π

cosx, . . .
}
.

Kĺıčová otázka kapitoly. Je dán nějaký OG systém {xn} ⊂ H, a my se
ptáme, zda každý prvek x ∈ H lze vyjádřit jako

∑∞
k=1 ckxk.

Věta 22.2. [Tvar abstraktńıch Fourierových koeficient̊u.] Necht’ {xn} ⊂ H
je OG systém, ck ∈ C, necht’ řada

∑∞
k=1 ckxk konverguje a má součet x ∈ H.

Potom

ck =
〈x, xk〉
〈xk, xk〉

∀k . (FK)

Definice. Necht’ S = {xn} ⊂ H je OG systém, a x ∈ H je libovolné.
Řada

∑∞
k=1 ckxk, kde č́ısla ck ∈ C jsou definována v (FK) výše, se nazývá

Fourierova řada prvku x vzhledem k systému S .
Znač́ı se Fx,S . Č́ısla ck se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty (prvku x vzhledem
k systému S .)

Věta 22.3. [O konvergenci abstraktńı F.̌r.] Necht’ S = {xn} ⊂ H je OG
systém, x ∈ H je libovolné, ck a Fx,S jsou jak řečeno výše. Potom plat́ı:
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1.
∑∞

k=1 |ck|2‖xk‖2 ≤ ‖x‖2

2. řada Fx,S konverguje (ve smyslu normy v H)

3. Fx,S = x právě tehdy, když v bodě 1. nastává rovnost.

Definice. OG systém {xn} ⊂ H se nazve úplný, pokud plat́ı: je-li x ∈ H
takové, že 〈x, xn〉 = 0 pro ∀n, pak nutně x = 0.

Př́ıklady. 1O Trigonometrický systém je úplný v L2(0, 2π). 2O Daľśı známé
OG systémy (Legendreovy, Hermitovy, Čebyševovy polynomy) jsou vesměs
úplné v př́ıslušných prostorech.

Věta 22.4. [Ekvivalentńı vyjádřeńı úplnosti OG systému.] Necht’ H je Hil-
bert̊uv prostor, S = {xn} je OG systém. Potom je ekvivalentńı:

1. systém {xn} je úplný

2. pro ∀x ∈ H plat́ı
∑∞

k=1 |ck|2‖xk‖2 = ‖x‖2

3. pro ∀x ∈ H plat́ı Fx,S = x

Zde ck, Fx,S jsou Fourierovy koeficienty resp. Fourierova řada pro x vzhledem
k systému {xn}.
Věta 22.5.3 [O nejlepš́ı aproximaci.] Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, S =
{xn} ⊂ H je OG systém. Necht’ x ∈ H je libovolné, ck jsou Fourierovy
koeficienty prvku x vzhledem k systému {xn}, a ak ∈ C libovolná č́ısla taková,
že
∑∞

k=1 akxk konverguje. Potom

‖x−
∞∑
k=1

ckxk‖ ≤ ‖x−
∞∑
k=1

akxk‖ ,

a rovnost nastává právě když ck = ak pro ∀k.

23. Funkce komplexńı proměnné.

Definice.
C =

{
z = x+ iy : x, y ∈ R

}
kde i2 = −1 (imaginárńı jednotka), Re z = x (reálná část), Im z = y (ima-
ginárńı část), |z| =

√
x2 + y2 (absolutńı hodnota), z = x − iy (č́ıslo kom-

plexně sdružené).
Poznámka. Ztotožněńı: C = R2, z = x + iy ↔ (x, y). Shoduje se i |z| =
‖(x, y)‖2.

3Bez d̊ukazu.
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Definice. S = C ∪ {∞}. Terminologie: C . . . otevřená Gaussova rovina,
S . . . uzavřená Gaussova rovina alias Riemannova sféra, ∞...komplexńı ne-
konečno. Okoĺı bodu (z0 ∈ C, ε > 0, a ∈ S):

U(z0, ε) =
{
z ∈ C; |z − z0| < ε

}
U(∞, ε) =

{
z ∈ C; |z| > 1

ε

}
∪
{
∞
}

P (a, ε) = U(a, ε) \ {a}

Početńı pravidla: • a±∞ =∞ pro ∀a ∈ C
• a · ∞ =∞ pro ∀a ∈ S \ {0}
• a/∞ = 0 pro ∀a ∈ C
• a/0 =∞ pro ∀a ∈ S \ {0}
Nedefinováno z̊ustává: 0 · ∞, 0/0, ∞/∞, ∞±∞.

Př́ıklady. [Funkce komplexńı proměnné.]
• polynomy, racionálńı funkce.
• ez, sin z, cos z - definovány mocinnou řadou, která (absolutně) konverguje
pro ∀z ∈ C. Kĺıčový vztah:

exp(a+ ib) = exp(a)[cos b+ i sin b]

Definice. Pro z ∈ C \ {0} definujeme

log z =
{
ζ ∈ C : exp ζ = z

}
arg z =

{
β ∈ R : z = |z| exp(iβ)

}
Log z =

{
ζ ∈ log z : Im(ζ) ∈ (−π, π]

}
Arg z =

{
β ∈ arg z : β ∈ (−π, π]

}
Poznámky. • log, arg nejsou to funkce v klasickém smyslu: č́ıslu je přǐrazena
množina. Např.: log 1 = {2kπi : k ∈ Z}.
• Log, Arg funkce jsou: č́ıslu je přǐrazeno právě jedno č́ıslo.
• plat́ı vztahy (ln je klasický reálný logaritmus):

ζ ∈ log z ⇐⇒ Re ζ = ln |z| & Im ζ ∈ arg z

Log z = ln |z|+ iArg z

Definice. [Komplexńı mocnina.] Pro z ∈ C \ {0}, a ∈ C definujeme

ma(z) =
{

exp(aζ) : ζ ∈ log z
}

11



Definice. Pro z0 ∈ C, f(z) : U(z0)→ C definujeme

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

.

Limitu chápu v C a muśı být vlastńı. Ekvivalentńı definice: f ′(z0) = A právě
když

f(z0 + h) = f(z0) + Ah+ r(h)

kde r(h) = o(|h|) pro h→ 0.
Znač́ım f (1)(z) = f ′(z) a indukćı f (n+1)(z) = [f (n)(z)]′.

* Věta 23.1. Plat́ı:
(1) (f ± g)′(z) = f ′(z)± g′(z)
(2) (fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z)

(3) (f/g)′(z) = f ′(z)g(z)−f(z)g′(z)
g2(z)

pokud g(z) 6= 0

(4) (f−1)′(w) = 1/f ′(f−1(w)), je-li f(z) prostá a f ′(z) 6= 0
(5) (f ◦ g)′(z) = f ′(g(z))g′(z)

Úmluva. Ω je otevřená část C.

Definice. Funkce f(z) : Ω→ C se nazve holomorfńı v Ω, pokud f ′(z) existuje
všude v Ω. Znač́ıme f(z) ∈ H(Ω).

Př́ıklady. • polynom P (z) ∈ H(C)
• racionálńı funkce R(z) = P (z)/Q(z) ∈ H(C \ {z : Q(z) = 0})
• ez, sin z, cos z ∈ H(C) (nebot’ mocninnou řadu lze derivovat člen po členu,
viz loňská Věta 11.4.)
• Věta 23.1. =⇒ sč́ıtáńım, odč́ıtáńım, násobeńım, děleńım, invertováńım
a skládáńım holomorfńıch funkćı vzniká funkce holomorfńı (na patřičném
definičńım oboru)

Poznámka. Ztotožněńı C = R2 ... ztotožněńı f(z) : C→ C s funkćı FFF (x, y) :
R2 → R2, kde z = x+ iy a FFF = (F1, F2) = (Re f, Im f).

Př́ıklad. f(z) = z2 odpov́ıdá FFF (x, y) = (x2 − y2, 2xy).

Věta 23.2. [Cauchy-Riemannovy podmı́nky.] Necht’ f(z) : U(z0) → C,
z0 ∈ C. Necht’ FFF = (F1, F2)(x, y) : U((x0, y0)) → R2 j́ı odpov́ıdá dle výše
uvedeného ztotožněńı, kde z0 = x0 + iy0. Potom následuj́ıćı je ekvivalentńı:
(1) existuje f ′(z0) (derivace podle komplexńı proměnné)
(2) funkce FFF má v bodě (x0, y0) totálńı diferenciál a nav́ıc v (x0, y0) plat́ı
tzv. Cauchy-Riemannovy podmı́nky:

∂F1

∂x
=
∂F2

∂y

∂F2

∂x
= −∂F1

∂y

12



Během d̊ukazu také zjist́ıme, že plat́ı:

f ′(z0) =

(
∂F1

∂x
− i∂F1

∂y

)
(x0,y0)

=

(
∂F2

∂y
+ i

∂F2

∂x

)
(x0,y0)

Poznámky. • holomorfnost funkce (=existence f ′(z)) je mnohem restrik-
tivněǰśı, než se zdá na prvńı pohled, a má řadu d̊usledk̊u.
• funkce f(z) = Re z neńı holomorfńı: nesplńı C.R. podmı́nky.

* Věta 23.3. Necht’ f(z) ∈ H(Ω) a f ′(z) 6= 0 v Ω. Potom systémy křivek
{Re f = konst} a {Im f = konst} jsou navzájem ortogonálńı. Tj., tyto křivky
se mohou prot́ınat jen pod pravým úhlem.

Př́ıklad. Křivky Re
(
z2
)

= c (tj. hyperboly x2 − y2 = c) a Im
(
z2
)

= c
(tj. lomené funkce 2xy = c.)

Opakováńı. Řada
∞∑
k=0

ak(z − z0)k (M)

(kde z, z0, ak ∈ C) se nazývá mocninná řada o středu z0. Existuje (jed-
noznačně určené) č́ıslo R ∈ [0,+∞] tak, že řada (M) konverguje pro každé
z ∈ U(z0, R) a diverguje pro |z − z0| > R. Na množině U(z0, R) lze řadu li-
bovolně krát derivovat/integrovat (dle komplexńı proměnné.) Speciálně, jej́ı
součet je zde holomorfńı. Viz kapitola 11.

Definice. Necht’ z0, ak ∈ C. Řada

∞∑
k=−∞

ak(z − z0)k (1)

se nazývá Laurentova (,,lóránova“) řada o středu z0. Chápeme ji jako součet
řad

(2)
∞∑
k=0

ak(z − z0)k resp. (3)
∞∑
l=1

a−l(z − z0)−l ,

které se nazývaj́ı regulárńı resp. hlavńı část řady (1). Řekneme, že (1) kon-
verguje (absolutně konverguje), pokud řady (2) a (3) maj́ı tuto vlastnost.

Poznámky.
• jde o zobecněńı pojmu mocninné řady
• úmluva: a0 = 1 pro ∀a ∈ C
• (3) a potažmo (1) nemá smysl pro z = z0
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Značeńı. Pro z0 ∈ C, 0 ≤ r < R ≤ +∞ definuji mezikruž́ı

P (z0; r, R) =
{
z ∈ C : r < |z − z0| < R

}
.

Věta 23.4. [Konvergence Laurentovy řady.] Je dána Laurentova řada (1).
Potom existuj́ı jednoznačně určená č́ısla r, R ∈ [0,+∞] tak, že:
(i) regulárńı část (2) absolutně konverguje pokud |z − z0| < R a diverguje
pokud |z − z0| > R;
(ii) hlavńı část (3) absolutně konveguje pokud |z− z0| > r a diverguje pokud
|z − z0| < r.
Je-li r < R, pak Laurentova řada konverguje absolutně v P (z0; r, R) a jej́ı
součet zde můžeme derivovat člen po členu.
Terminologie: P (z0; r, R) se nazve mezikruž́ı konvergence Laurentovy řady.

Poznámky.
• speciálně: Laurentova řada určuje v mezikruž́ı konvergence holomorfńı
funkci
• dokážeme obrácené tvrzeńı: funkce holomorfńı v mezikruž́ı je vždy součtem
jisté Laurentovy řady

Definice. Necht’ Ω ⊂ C. Křivkou v Ω nazýváme funkci ϕ(t) : [a, b] → Ω,
která je spojitá, po částech C1 a ϕ′(t) 6= 0 až na konečně výjimek.
Definujeme geometrický obraz křivky 〈ϕ〉 = {ϕ(t); t ∈ [a, b]}, počátečńı bod
p.b. = ϕ(a), koncový bod k.b. = ϕ(b). Křivka je uzavřená, je-li ϕ(a) = ϕ(b).
Křivka je jednoduchá, pokud ϕ(t) je prosté na [a, b]; jednoduchá uzavřená,
pokud ϕ(a) = ϕ(b) a ϕ(t) je prosté na [a, b).
Jednoduchá, uzavřená křivka se nazývá Jordanova. Oblast ohraničená Jor-
danovou křivkou ϕ se znač́ı intϕ (od ,,interior“, vnitřek).

Definice. Množina Ω ⊂ C se nazve souvislá, jestliže libovolné jej́ı dva body
lze spojit křivkou, lež́ıćı v Ω. Otevřená, souvislá množina se nazývá oblast.
Množina Ω je jednoduše souvislá, je-li souvislá a nav́ıc, každá uzavřená křivka
se dá spojitě stáhnout do bodu, aniž opust́ı Ω.

Definice. Necht’ ϕ je křivka. Pro funkci f(z) : 〈ϕ〉 → C definuji křivkový
integrál jako ∫

ϕ

f(z) dz =

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt .

Dále definuji délku křivky

L(ϕ) =

∫ b

a

|ϕ′(t)| dt .
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Poznámky. Integrál komplexńı funkce na intervalu, tj. g(t) : [a, b] → C,
definujeme ∫ b

a

g(t) dt :=

∫ b

a

Re g(t) dt+ i

∫ b

a

Im g(t) dt .

Snadno se ověř́ı, že
∫ b
a
[g(t) + h(t)] dt =

∫ b
a
g(t) dt +

∫ b
a
h(t) dt,

∫ b
a
cg(t) dt =

c
∫ b
a
g(t) dt, pro c ∈ C.

Integrály chápu jako Lebesgueovy, ale v praxi je poč́ıtám jako př́ırustek
primitivńı funkce: pokud existuje C1 funkce G(t) : [a, b] → C taková, že

G′(t) = g(t), pak
∫ b
a
g(t) dt = G(b)−G(a).

Lemma 23.1. Necht’ g(t) : [a, b]→ C. Potom

∣∣ ∫ b

a

g(t) dt
∣∣ ≤ ∫ b

a

|g(t)| dt .

Definice. Je-li ϕ(t) : [a, b] → Ω křivka, definuji křivku opačnou −̇ϕ := χ,
kde χ(t) = ϕ(−t), t ∈ [−b,−a].
Jsou-li ϕ(t) : [a, b]→ Ω, ψ(t) : [c, d]→ Ω křivky, a k.b.ϕ =p.b.ψ, definujeme
součet křivek ϕ+̇ψ := χ, kde χ(t) : [a, b+ d− c]→ Ω je definována

χ(t) =

{
ϕ(t), t ∈ [a, b]

ψ(t+ c− b), t ∈ [b, b+ d− c]

Věta 23.5. 4 [Vlastnosti křivkového integrálu v C.] Necht’ ϕ, ψ jsou křivky
v Ω, f(z), g(z) : Ω→ C. Potom

1.
∫
ϕ
[f(z) + g(z)] dz =

∫
ϕ
f(z) dz +

∫
ϕ
g(z) dz.

2.
∫
ϕ
cf(z) dz = c

∫
ϕ
f(z) dz pro ∀c ∈ C.

3.
∫
ϕ+̇ψ

f(z) dz =
∫
ϕ
f(z) dz +

∫
ψ
f(z) dz.

4.
∫
−̇ϕ f(z) dz = −

∫
ϕ
f(z) dz.

5. Je-li |f(z)| ≤M pro ∀z ∈ 〈ϕ〉, pak∣∣ ∫
ϕ

f(z) dz
∣∣ ≤ML(ϕ) .

4Důkaz jen 5. a 6. části.
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6. Pokud existuje F (z) : Ω → C taková, že F ′(z) = f(z), přičemž F i f
jsou spojité, pak ∫

ϕ

f(z) dz = F (k.b.ϕ)− F (p.b.ϕ) .

Důležitý př́ıklad. Pro n ∈ Z, z0 ∈ C a křivku ϕ(t) = z0 + reit, t ∈ [0, 2π] je∫
ϕ

(z − z0)n dz =

{
0 n 6= −1

2πi n = −1

Věta 23.6. [Cauchyho věta.] Necht’ f(z) ∈ H(Ω), a ϕ je Jordanova křivka v
Ω taková, že intϕ ⊂ Ω. Potom∫

ϕ

f(z) dz = 0 .

Poznámka. Kĺıčový je předpoklad, že intϕ ⊂ Ω, neboli ϕ neob́ıhá kolem
žádné singularity f(z). Pro jednoduše souvislou Ω je vždy splněn.

Lemma 23.2. [O velké p̊ulkružnici.] Necht’ ϕR := R eit, t ∈ [0, π]. Necht’

existuje R0 > 0 takové, že f(z) je spojitá v množině {z ∈ C : Im z > 0, |z| >
R0}. Potom:

1. Plat́ı-li pro |z| > R0 odhad |f(z)| ≤ K/|z|2, pak∫
ϕR

f(z) dz → 0, R→ +∞ .

2. Plat́ı-li pro |z| > R0 odhad |f(z)| ≤ K/|z| a a > 0 je pevné, pak∫
ϕR

f(z) eiaz dz → 0, R→ +∞ .

Poznámka. Předpoklad |f(z)| ≤ K/|z| (resp. |f(z)| ≤ K/|z|2) pro |z| > R0

velké je splněn typicky pokud f(z) = P (z)/Q(z), kde P , Q jsou polynomy a
stQ ≥ stP + 1 (resp. stQ ≥ stP + 2.)

Lemma 23.3. [O malé (p̊ul)kružnici.] Necht’ f(z) je spojitá v P (z0) a necht’

f(z)(z − z0)→ A ∈ C pro z → z0. Necht’ ϕr = z0 + r eit, t ∈ [α, β]. Potom∫
ϕr

f(z) dz → iA(β − α), r → 0 + .
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Poznámka. Často použ́ıvaný speciálńı př́ıpad: je-li g(z) spojitá v U(z0), je

lim
r→0+

∫
ϕr

g(z)

z − z0

dz = ig(z0)(β − α) .

Věta 23.7. [Cauchyho vzorec.] Necht’ f(z) ∈ H(Ω), a ϕ je kladně orientovaná
Jordanova křivka v Ω taková, že intϕ ⊂ Ω. Potom pro ∀z0 ∈ intϕ plat́ı

f(z0) =
1

2πi

∫
ϕ

f(z)

z − z0

dz .

Důsledky.
• f(z) je v intϕ nekonečněkrát diferencovatelná a plat́ı zde

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
ϕ

f(z)

(z − z0)n+1
dz .

• hodnoty f(z) uvnitř křivky jsou jednoznačně určeny hodnotami f(z) na
křivce samé.

Věta 23.8. [Liouville.] Necht’ f(z) je holomorfńı a omezená v C. Potom f(z)
je konstantńı.

* Věta 23.9. [Základńı věta algebry.] Necht’ P (z) je polynom, stP ≥ 1.
Potom existuje z0 ∈ C takové, že P (z0) = 0.

Věta 23.10. [Existence Laurentova rozvoje.] Necht’ f(z) je holomorfńı v
mezikruž́ı P (z0; r, R), kde 0 ≤ r < R ≤ +∞. Potom plat́ı

f(z) =
∞∑

k=−∞

ak(z − z0)k , z ∈ P (z0; r, R) . (1)

Tato řada se nazývá Laurent̊uv rozvoj f(z) o středu z0. Konverguje stej-
noměrně na množinách striktně uvnitř P (z0; r, R). Č́ısla ak (tzv. Laurentovy
koeficienty) jsou určena jednoznačně, a plat́ı

ak =
1

2πi

∫
ϕ

f(z)

(z − z0)k+1
dz , (2)

kde ϕ je libovolná kružnice z0 + ρ eit, t ∈ [0, 2π], ρ ∈ (r, R).

Věta 23.11. [Taylor̊uv rozvoj.] Necht’ f(z) ∈ H(Ω), z0 ∈ Ω. Potom

f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)k , kde ak =
f (k)(z0)

k!
,
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plat́ı v každém kruhu U(z0, R), který je část́ı Ω.

Definice. Bod z0 nazýváme izolovanou singularitou funkce, jestliže f(z) ∈
H(P (z0, δ)) pro nějaké δ > 0.

Definice. Necht’ f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Koeficient a−1 v Laurentově rozvoji
funkce f(z) o středu z0 nazýváme reziduum funkce f(z) v bodě z0. Znač́ıme
resz0 f(z). Vzhledem k formuli (2) výše máme∫

ϕ

f(z) dz = 2πi resz0 f(z)

(pro libovolnou kružnici ϕ = z0 + ε eit, t ∈ [0, 2π], ε ∈ (0, δ).) Pokud je f(z)
holomorfńı dokonce v U(z0, δ), je resz0 f(z) = 0.

Věta 23.12. [Reziduová věta.] Necht’ f(z) ∈ H(Ω\K), kde Ω je oblast, K je
konečná množina singularit. Necht’ ϕ je kladně orientovaná Jordanova křivka
v Ω taková, že intϕ ⊂ Ω a 〈ϕ〉 ∩K = ∅. Potom∫

ϕ

f(z) dz = 2πi
∑

ζ∈K∩intϕ

resζ f(z) .

Věta 23.13. [Pravidla pro výpočet rezidua.]

1. Necht’ f(z) = g(z)/(z − z0)n, kde g(z) ∈ H(U(z0, δ)), n ∈ N. Potom

resz0 f(z) =
g(n−1)(z0)

(n− 1)!
.

2. Necht’ f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0, δ)) a h(z0) = 0,
h′(z0) 6= 0. Potom

resz0 f(z) =
g(z0)

h′(z0)
.

3. * Necht’ f(z) = g(z)/h(z), kde g(z), h(z) ∈ H(U(z0, δ)) a h(z0) =
h′(z0) = · · · = h(p−1)(z0) = 0, avšak h(p)(z0) 6= 0. Potom

resz0 f(z) =
1

(p− 1)!
lim
z→z0

[
(z − z0)pf(z)

](p−1)

.

Poznámka. Často použ́ıvaný speciálńı př́ıpad bodu 1:

resz0
g(z)

z − z0

= g(z0) , resz0
g(z)

(z − z0)2
= g′(z0) .
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Definice. Necht’ z0 je izolovaná singularita f(z), necht’ ak ∈ C jsou koefici-
enty př́ıslušného Laurentova rozvoje v P (z0, δ). Bod z0 se nazývá:
(i) odstranitelná singularita, je-li ak = 0 pro ∀k < 0
(ii) pól násobnosti p ∈ N, je-li a−p 6= 0 a ak = 0 pro ∀k < −p
(iii) podstatná singularita, je-li ak 6= 0 pro nekonečně k < 0

Př́ıklady. Následuj́ıćı funkce maj́ı v bodě z0 = 0:
• sin z

z
, 1−cos z

z2
. . . odstranitelné singularity

• ez

z3
. . . pól násobnosti 3

• cosh(1/z) . . . podstatnou singularitu

* Věta 23.14. [Charakterizace odstranitelné singularity.] Necht’ f(z) ∈
H(P (z0, δ)). Potom je ekvivalentńı:
(1) f(z) má v bodě z0 odstranitelnou singularitu
(2) existuje g(z) ∈ H(U(z0, δ)) tak, že f(z) = g(z) na P (z0, δ)
(3) existuje konečná limz→z0 f(z)
(3) f(z) je omezená na jistém P (z0, δ

′)

* Věta 23.15. [Charakterizace pólu.] Necht’ f(z) ∈ H(P (z0, δ)). Potom je
ekvivalentńı:
(1) existuje p ∈ N tak, že f(z) má v z0 pól násobnosti p
(2) f(z)→∞ pro z → z0

* Věta 23.16. [Charakterizace podstatné singularity.] Bud’ f(z) ∈ H(P (z0, δ)).
Potom je ekvivalentńı:
(1) f(z) má v z0 podstatnou singularitu
(2) pro ∀δ′ ∈ (0, δ) je množina f(P (z0, δ

′)) hustá v C.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor. Množina M ⊂ X se nazve hustá
v X, jestliže (

∀w ∈ X
)(
∀δ > 0

)[
M ∩ U(w, δ) 6= ∅

]
.

Ekvivalentně: pro ∀w ∈ X existuje posloupnost xn ∈ M taková, že xn → w.
Bod w ∈ X nazveme hromadným bodem množiny M , jestliže(

∀δ > 0
)[
M ∩ P (w, δ) 6= ∅

]
.

Ekvivalentně: existuj́ı xn ∈M takové, že xn → w, avšak xn 6= w pro ∀n.
Hromadné body množiny M znač́ıme derM .

Př́ıklady. 1O derQ = R
2O konečná množina nemá žádné hromadné body
3O množina {1/n : n ∈ N} má jediný hromadný bod: 0

Lemma 23.4. [O rozvoji v okoĺı hromadného bodu.] Necht’ f(z) ∈ H(U(z0, R))
a necht’ z0 je hromadný bod množiny N = {ζ : f(ζ) = 0}. Potom f(z) ≡ 0
v U(z0, R).
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* Věta 23.17. [O jednoznačnosti.] Necht’ f(z) ∈ H(Ω), kde Ω je otevřená,
souvislá množina. Necht’N = {ζ : f(ζ) = 0}má v Ω alespoň jeden hromadný
bod. Potom f(z) ≡ 0 v Ω.

Důsledek. Necht’ f1(z), f2(z) ∈ H(C), a f1(x) = f2(x) pro ∀x ∈ R. Potom
f1(z) = f2(z) pro ∀z ∈ C.

24. Fourierova transformace.

Definice. Pro f(x) ∈ L1(Rn) definujeme Fourierovu transformaci

[
Ff
]
(ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn
f(x) e−2πi(x,ξ) dx , ξ ∈ Rn .

Dále definujeme inverzńı Fourierovu transformaci[
F−1f

]
(ξ) = f∨(ξ) =

∫
Rn
f(x) e2πi(x,ξ) dx , ξ ∈ Rn .

Zde (x, ξ) je skalárńı součin x, ξ ∈ Rn.

Poznámky.
• korektnost: | exp{±2πi(x, ξ)}| = 1, majoranta integrálu |f(x)| ∈ L1

• F přǐrazuje funkci f(x) : Rn → C funkci f̂(ξ) : Rn → C
• jiná varianta definice (ne ekvivalentńı):

f̂(ξ) =

∫
Rn
f(x)e−i(x,ξ) dx , f∨(ξ) =

1

(2π)n

∫
Rn
f(x)ei(x,ξ) dx .

• vztah F−1{Ff} = f neńı zřejmý, ověř́ıme časem
• Pro f(x) : R→ R je

f̂(ξ) =

∫
R
f(x) cos(2πξx) dx− i

∫
R
f(x) sin(2πξx) dx

- souvislost s Fourierovými řadami.
Př́ıklad. Necht’ rect(x) = 1 pro x ∈ (−1/2, 1/2) a 0 jinde (tzv.

”
čtvercová

funkce“ / rectangular function). Potom r̂ect(0) = 1 a

r̂ect(ξ) =
sin(πξ)

πξ
, ξ 6= 0 .

Věta 24.1. [Základńı vlastnosti F.t.] Necht’ f ∈ L1(Rn). Potom pro ∀ξ ∈ Rn

(1) f∨(ξ) = f̂(−ξ)
(2) f∨(ξ) = f̂(ξ), f̂(ξ) = f

∨
(ξ)
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(3) f̂(ξ − η) = ̂[
e2πi(x,η)f(x)

]
(ξ), η ∈ Rn pevné

(4) ̂f(x− z)(ξ) = e−2πi(ξ,z)f̂(ξ), z ∈ Rn pevné

(5) f̂(εx)(ξ) = 1
|ε|n f̂(ξ/ε) pro ε ∈ R \ {0}; obecněji pro regularńı matici

A ∈ Rn×n plat́ı:

̂[f(Ax)](ξ) =
1

detA
f̂(A−T ξ)

kde A−T = (A−1)T .

Definice. Funkce f(x) se nazve radiálně symetrická, pokud f(x) záviśı jen
na |x| (=norma x). Ekvivalentně: f(Qx) = f(x) pro libovolné otočeńı Q
kolem počátku.

Věta 24.2. [Zachováńı symetrie při F.t.] Necht’ f ∈ L1(Rn) je sudá (resp.

lichá resp. radiálně symetrická.) Potom f̂ má stejnou vlastnost.

Značeńı. Prostory funkćı f(x) : Rn → C.

• Lp(Rn) ... Lp-integrovatelné, ‖f‖Lp =
[ ∫

Rn |f(x)|p dx
]1/p

• Cb(Rn) ... spojité a omezené, ‖f‖Cb = supx∈Rn |f(x)|
• C0(Rn) ... spojité s limitou 0 v nekonečnu:

C0(Rn) = {f ∈ Cb(Rn) : |f(x)| → 0 pro |x| → +∞}

• Cc(Rn) ... spojité s kompaktńım nosičem:

Cc(Rn) = {f ∈ C(Rn) : ∃R > 0 t.ž. f(x) = 0 pro |x| > R }

Plat́ı inkluze: Cc ⊂ C0 ⊂ Cb ⊂ L∞ a Cc ⊂ L1.

Věta 24.3. [F.t. mezi prostory L1 a Cb.] F je spojité lineárńı zobrazeńı z
L1(Rn) do Cb(Rn) a plat́ı

‖f̂‖Cb ≤ ‖f‖L1 .

Věta 24.4. [Vztah F.t. a derivace.]
(1) Necht’ f(x) ∈ L1(Rn) ∩ C0(Rn) a ∂f

∂xj
(x) ∈ L1(Rn) ∩ C(Rn). Potom

∂̂f

∂xj
(ξ) = 2πiξj f̂(ξ) .

(2) Necht’ f(x), xjf(x) ∈ L1(Rn). Potom

∂f̂

∂ξj
(ξ) = ̂[

− 2πixjf(x)
]
(ξ) .
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Názorně řečeno: derivace f dle xj odpov́ıdá násobeńı f̂ (2πi krát) ξj. Analo-

gicky: derivace f̂ dle ξj odpov́ıdá násobeńı (−2πi krát) xj.

Př́ıklad. Připomeňme, že laplacián ∆u =
∑n

k=1
∂2u
∂x2j

. Potom plat́ı:

̂[∆u(x)
]
(ξ) = −4π2|ξ|2û(ξ) .

Tvrzeńı. 5 [Hustota hladkých funkćı v Lp.] Pro libovolné p ∈ [1,∞) je
množina C∞c (Rn) hustá v Lp(Rn), tj.(

∀f ∈ Lp(Rn)
)(
∀ε > 0

)(
∃φ ∈ C∞c (Rn)

)[
‖f − φ‖Lp < ε

]
Poznámky.
•

”
hlubš́ı“ tvrzeńı o Lebesgueově integrálu.

• d̊usledek (fakticky ekvivalentńı): ke každé funkci f ∈ Lp(Rn) existuje po-
sloupnost funkćı fn ∈ C∞c (Rn) tak, že fn → f v normě Lp(Rn).
• pozor: neplat́ı pro p =∞.

Věta 24.5. [Limita F.t. v nekonečnu.] Necht’ f(x) ∈ L1(Rn). Potom f̂(ξ)→ 0
pro |ξ| → ∞.

Definice. Pro f(x) : Rn → C definujeme nosič funkce supp f jako uzávěr
množiny

{x ∈ Rn; f(x) 6= 0} .
Ekvivalentně: je to nejmenš́ı uzavřená množina K taková, že f = 0 mimo K.

Věta 24.6. [O nosiči Fourierovy transformace.] Necht’ f(x) ∈ L1(R) je spo-

jitá a má omezený nosič. Necht’ f̂ má omezený nosič. Potom f(x) ≡ 0 v
R.

Problém. Chceme prostor funkćı X tak, že F : X → X, v ideálńım př́ıpadě
vzájemně jednoznačně.
Předchoźı věta ukazuje, že funkce s omezeným nosičem nejsou vhodný kan-
didát. Podobně se ukazuje, že FL1 6⊂ L1 (viz čtvercová funkce výše).
Vhodným kandidátem se ukáže Schwartz̊uv prostor definovaný ńıže, a později
též prostor L2.

Definice. Multiindexem nazývám n-tici č́ısel α = (α1, . . . , αn), kde αj ≥ 0
jsou celá. Č́ıslo |α| =

∑n
j=1 αj nazývám výška (stupeň) multiindexu. Pro

funkci f(x) : Rn → R definuji

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαnn

.

5Bez d̊ukazu.
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Pro vektor x ∈ Rn definuji

xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαnn .

Př́ıklady. Necht’ α = (1, 0, 2). Potom

Dαf(x) =
∂3f(x)

∂x1∂x2
3

, xα = x1x
2
3 .

Zobecněńı Věty 24.4. (1) Necht’ Dαf(x) ∈ L1(Rn) ∩ C0(Rn) pro každý
multiindex |α| ≤ k. Potom

[Dαf ]̂ (ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ) ∀|α| ≤ k .

(2) Necht’ xαf(x) ∈ L1(Rn) pro každý multiindex |α| ≤ k. Potom[
Dαf̂

]
(ξ) = ̂[

(−2πix)αf(x)
]
(ξ) ∀|α| ≤ k .

Definice. Schwartz̊uv prostor (prostor rychle klesaj́ıćıch funkćı) definujeme
jako

S (Rn) =
{
f(x) ∈ C∞(Rn); xαDβf(x) omezená pro ∀ α, β

}
.

Lemma 24.1. [Integrace radiálńıch funkćı.] Necht’ f(|x|) : Rn → R je dána.
Potom ∫

P (0;r,R)

f(|x|) dx = κn−1

∫ R

r

f(r)rn−1 dr ,

kde κn−1 je (n− 1)-rozměrná mı́ra množiny Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}.

Důsledky. 1O
∫
|x|<1

dx
|x|p <∞, právě když p < n.

2O
∫
|x|>1

dx
|x|p <∞, právě když p > n.

Věta 24.7. [Základńı vlastnosti S .]
(1) C∞c (Rn) $ S (Rn)
(2) S (Rn) ⊂ C0(Rn) ∩ Lp(Rn), ∀p ≥ 1
(3) f(x) ∈ S (Rn) =⇒ xαf(x), Dαf(x) ∈ S (Rn), ∀α

Definice. Funkce exp(−π|x|2) se nazývá gaussián.

Lemma 24.2. [F.t. gaussiánu.] Plat́ı

̂[
exp(−π|x|2)

]
(ξ) = exp(−π|ξ|2) .
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Věta 24.8. [F.t. a prostor S .] FS (Rn) ⊂ S (Rn).

Definice. Pro f(x), g(x) : Rn → C definuji konvoluci

[f ∗ g](x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y) dy x ∈ Rn ,

má-li integrál vpravo smysl.

Věta 24.9. 6 [Vlastnosti konvoluce.]
(1) Komutativita: [f ∗ g](x) = [g ∗ f ](x) pro ∀x.
(2) Necht’ f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom [f ∗ g](x) má smysl pro skoro všechna
x ∈ Rn a plat́ı odhad

‖f ∗ g‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1 .

(3) Necht’ p, q, r ∈ [1,∞] jsou takové, že 1/p+ 1/q = 1 + 1/r. Necht’ f(x) ∈
Lp(Rn), g(x) ∈ Lq(Rn). Potom [f ∗ g](x) má smysl pro všechna x ∈ Rn a
plat́ı odhad

‖f ∗ g‖Lr ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Věta 24.10. [Vztah F.t. a konvoluce.] Necht’ f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom

f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ) ĝ(ξ) ∀ξ ∈ Rn .

Poznámky. Diracova funkce δ(x) je charakterizována následuj́ıćı vlastnost́ı:
δ(x) = 0 pro ∀x 6= 0, avšak

∫
Rn δ(x) dx = 1.

Prostory funkćı nám dosud známé (spojité, integrovatelné funkce) takovouto
funkci NEOBSAHUJÍ. To je jeden z d̊uvod̊u, proč zavádět i obecněǰśı pro-
story (např. prostor distribućı.)
Pod́ıvejme se (čistě formálně) na daľśı vlastnosti δ(x). Pro každou spojitou
funkci f(y) plat́ı ∫

Rn
f(y)δ(y) dy = f(0) .

Tud́ıž

[f ∗ δ](x) =

∫
Rn
f(x− y)δ(y) dy = f(x− y)|y=0 = f(x) ,

neboli f ∗ δ = f . Fourierova transformace Diraca je

δ̂(ξ) =

∫
Rn

e−2πi(ξ,x) δ(x) dx = 1 .

6Bez d̊ukazu třet́ı části.
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Vzhledem k Větě 24.5. opět vid́ıme, že δ(x) /∈ L1(Rn).

Lemma 24.3. [Aproximace Diracovy funkce.] Necht’ f(x) ∈ Cb(Rn), necht’

ϕ(x) ∈ L1(Rn) a
∫
Rn ϕ(x) dx = 1. Označme ϕε(x) = ε−nϕ(ε−1x). Potom

lim
ε→0+

[f ∗ ϕε](x) = f(x) ∀x ∈ Rn .

Věta 24.11. [O inverzi F.t.] Necht’ f(x) ∈ L1 ∩ Cb(Rn) je taková, že f̂(ξ) ∈
L1(Rn). Potom [f̂(ξ)]∨(x) = f(x) a [f∨(ξ)]̂ (x) = f(x) pro každé x ∈ Rn.

Důsledek. F. t. je vzájemně jednoznačné zobrazeńı S (Rn) na S (Rn).

Motivace. Daľśım ćılem je nyńı zavést F na prostoru L2(Rn). Připomeňme,
že

L2(Rn) =
{
f : Rn → C : f je měřitelná,

∫
Rn
|f(x)|2 dx <∞

}
.

Na tomto prostoru definujeme skalárńı součin a normu takto:

〈f, g〉 :=

∫
Rn
f(x)g(x) dx , (1)

‖f‖L2 =
√
〈f, f〉 =

{∫
Rn
|f(x)|2 dx

}1/2

. (2)

K hlubš́ım vlastnostem patř́ı: L2(Rn) je úplný, a množina S (Rn) je v něm
hustá.

Lemma 24.4. [O přehozeńı F.t.] Necht’ f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom∫
Rn
f(x)ĝ(x) dx =

∫
Rn
f̂(x)g(x) dx ,

∫
Rn
f∨(x)g(x) dx =

∫
Rn
f(x)g∨(x) dx .

Věta 24.12. [Plancherelova rovnost.] Necht’ f(x), g(x) ∈ S (Rn). Potom∫
Rn
f(x)g(x) dx =

∫
Rn
f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ .

Jinými slovy, F zachovává skalárńı součin v L2(Rn), speciálně zachovává
normu, tj. ‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 pro ∀f ∈ S (Rn).

Věta 24.13. [Zavedeńı F.t. v L2.] Existuje lineárńı zobrazeńı F2 : L2(Rn)→
L2(Rn) takové, že
(1) F2f = Ff pro ∀f ∈ S (Rn)
(2) F2 je izomorfismus L2(Rn) na sebe, tj. vzájemně jednoznačné zobrazeńı,
zachovávaj́ıćı normu a skalárńı součin.
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Poznámka. Jak prakticky poč́ıtat F2 ? Lze dokázat, že pro dané f ∈ L2(Rn)
existuj́ı Rn →∞ taková, že pro skoro všechna ξ je

F2f(ξ) = lim
n→∞

∫
|x|<Rn

e−2πi(x,ξ) f(x) dx .

Speciálně odtud plyne, že pro f ∈ L1∩L2 je F2f = Ff . Nadále tedy budeme
psát prostě Ff či f̂ mı́sto F2f .

Poznámky. “Principem neurčitosti“ rozumı́me, zhruba řečeno, pozorováńı,
že č́ım je f

”
koncentrovaněǰśı“, t́ım je f̂

”
rozptýleněǰśı“, a naopak: koncent-

rovanost f̂ nutně implikuje rozptýlenost f .
Mnohá z výše dokázaných tvrzeńı lze chápat jako jisté vyjádřeńı principu
neurčitosti. Všimněme si několika př́ıklad̊u.
1O Označ fλ(x) = λ−n/2f(x/λ), kde λ > 0. Pozoruji, že ‖fλ‖L2 = ‖f‖L2 .

Přitom tato operace koncentruje (λ→ 0) nebo rozptyluje (λ→∞). Z Věty

24.1.(5) vid́ıme, že [̂f1/c] = [f̂ ]c.
2O Větu 24.6. lze interpretovat tak, že př́ılǐsná koncentrovanost f implikuje

nekonečnou rozptýlenost f̂ .
3O Krajńı př́ıpad: Dirac (dokonale koncentrovaná funkce) se transformuje na

1 (dokonale rozptýlená funkce.)
4O Definujeme operátory (pro jednoduchost na prostoru S (Rn)) X : f(x) 7→
xf(x), a D : f(x) 7→ 1

2πi
f ′(x). Máme

‖Xf‖2
L2 =

∫
Rn
|f(x)|2x2 dx ,

což v jistém smyslu měř́ı rozptýlenost f od počátku. Protože D̂f = ξf̂(ξ), je

‖Df‖2
L2 = ‖D̂f‖2

L2 =

∫
Rn
|f(ξ)|2ξ2 dξ ,

tud́ıž Df analogicky měř́ı rozptýlenost f̂ od počátku. Snadno se ověř́ı, že X a
D jsou samoadjugované, a DXf −XDf = 1

2πi
f . Kvantitativńım vyjádřeńım

principu neurčitosti je následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 24.14. [Heisenberg̊uv princip neurčitosti.] Necht’ f(x) ∈ S (Rn), a
‖f‖L2 = 1. Potom

‖Xf‖L2‖Df‖L2 ≥ 1

4π
.

Rovnost nastává, právě když f je (vhodně škálovaný) gaussián.
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25. Teorie distribućı.

Motivačńı poznámky. Dosavadńı chápáńı funkce: ,,bodové“, tj. přǐrazeńı
x 7→ f(x) nedostačuje – neexistence singulárńıch objekt̊u (Dirac). Problémy s
,,bodovým“ pojet́ım derivace: neńı vždy definována, neměř́ı správně velikost
nespojitosti, . . . .

Předběžné úvahy. [Dualita, funkcionál.] Pro f , g ∈ L2(Ω) je definováno

〈f, g〉 =

∫
Ω

f(x)g(x) dx

Tento výraz lze r̊uzně zobecňovat, přičemž f se zlepšuje: L∞(Ω), Cc(Ω), . . . ,
zat́ımco g se zhoršuje (zobecňuje): L1(Ω), mı́ra na Ω, . . .
Definice: je-liX (normovaný) vektorový prostor, pak množinu všech spojitých
lineárńıch zobrazeńı F : X → R nazýváme duálem X a znač́ıme X ′. Výše
uvedené prostory jsou v (kanonickém) duálńım vztahu v následuj́ıćım smyslu:
• je-li T ∈

(
L2(Ω)

)′
pak existuje jediné g(x) ∈ L2(Ω) tak, že T (f) =∫

Ω
f(x)g(x)dx pro každé f(x) ∈ L2(Ω). (V tomto smyslu duálem k L2 je

opět L2. Obecněji: duálem k Lp je Lq, kde 1/p+ 1/q = 1.)
• je-li T ∈

(
Cc(Ω)

)′
a nav́ıc nezáporný, pak existuje jediná Radonova mı́ra

µ na Ω taková, že T (f) =
∫

Ω
f(x)dµ(x) pro každé f(x) ∈ Cc(Ω). (Duálem ke

spojitým funkćım jsou mı́ry.)

Pozorujeme: č́ım lepš́ı (hladš́ı) prostor, t́ım větš́ı (obecněǰśı) duál. V tomto
duchu distribuce (tedy duál k C∞c ) bude zobecněńı všech Lp a prostoru měr
zároveň.

Úmluva. V celé kapitole je Ω ⊂ Rn otevřená množina.

Opakováńı. Pro f(x) : Rn → R definujeme nosič funkce supp f jako uzávěr
množiny

{x ∈ Rn; f(x) 6= 0} .

Ekvivalentně: nosič je nejmenš́ı uzavřená množina K taková, že f = 0 na
Rn \K.

Definice. Necht’ Ω ⊂ Rn je otevřená množina. Prostor testovaćıch funkćı
D(Ω) bude totéž co C∞c (Ω) výše, tj.

D(Ω) =
{
ϕ(x) ∈ C∞(Ω); suppϕ je kompaktńı podmnožina Ω

}
.

Ř́ıkáme, že funkce ϕn konverguj́ı k nule v prostoru D(Ω), jestliže plat́ı:
(i) existuje K ⊂ Ω kompaktńı tak, že suppϕn ⊂ K pro ∀n;
(ii) Dαϕn(x) ⇒ 0 na K pro každý pevný multiindex α.
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Obecněji, ϕn → ϕ v prostoru D(Ω), jestliže ϕn−ϕ→ 0 ve smyslu předchoźı
definice.

Značeńı. Normu v prostoru Ck(Ω) definujeme jako

‖φ‖Ck(Ω) = sup
x∈Ω

sup
|α|≤k

∣∣Dαφ(x)
∣∣.

Tato norma popisuje stejnoměrnou konvergenci všech derivaćı až do řádu k
včetně.
Pro ϕ(x) ∈ C∞(Ω) mohou být tyto normy nekonečné (např. φ(x) = 1/x v
Ω = (0,∞).) Pro ϕ(x) ∈ D(Ω) jsou ovšem nutně konečné a podmı́nka (ii) v
definici konvergence v D(Ω) ř́ıká, že ‖ϕn(x)‖Ck(Ω)→ 0 pro každé k pevné.
Nalézt však jednu normu (ani metriku), která by popisovala konvergenci v
D(Ω), neńı možné – př́ıčinou je podmı́nka (i).

Definice. Distribućı v Ω rozumı́me spojité lineárńı zobrazeńı

T :D(Ω)→ R
ϕ 7→ 〈T, ϕ〉.

Podrobněji řečeno, požadujeme
(i) 〈T, ϕ1 + ϕ2〉 = 〈T, ϕ1〉+ 〈T, ϕ2〉, 〈T, aϕ〉 = a〈T, ϕ〉;
(ii) ϕn → 0 v D(Ω) implikuje 〈T, ϕn〉 → 0.

Množinu všech distribućı v Ω znač́ıme D′(Ω). Symbolem 〈T, ϕ〉 znač́ıme (jak
vidno výše) hodnotu distribuce T na testovaćı funkci ϕ.

Př́ıklady. 1O Je-li f(x) ∈ L1
loc(Ω), pak definujeme Tf ∈ D′(Ω) předpisem

〈Tf , ϕ〉 =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx.

Ř́ıkáme, že Tf je regulárńı distribuce s hustotou f .
2O Pro libovolný bod a ∈ Ω definujeme Diracovu distribuci δa předpisem

〈δa, ϕ〉 = ϕ(a).

3O Dirac na sféře δSr ∈ D′(R3) je definován jako

〈δSr , ϕ〉 =

∫
Sr

ϕ(x)dS(x),

kde Sr = {x ∈ R3; |x| = r}; integrál chápeme jako plošný 1. druhu.
4O Vzorkovaćı distribuce V ∈ D′(R) je definována jako

〈V, ϕ〉 =
∑
n∈Z

ϕ(n).

28



5O Obecněji, každá Radonova mı́ra µ v Ω určuje distribuci Tµ předpisem

〈Tµ, ϕ〉 =

∫
µ

ϕ(x)dµ(x).

Radonova mı́ra je
”
rozumná“ v tom smyslu, je konečná na všech kompaktńıch

množinách a spojité funkce jsou v̊uči ńı měřitelné.

Poznámka. Lze dokázat, že vnořeńı L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω) (realizované zobra-

zeńım f 7→ Tf ) je prosté v následuj́ıćım smyslu: jestliže f , g ∈ L1
loc(Ω) jsou

takové, že distribuce Tf a Tg se rovnaj́ı, pak nutně f(x) = g(x) skoro všude
v Ω.
Značeńı. Symbolem G ⊂⊂ Ω znač́ıme situaci, kdy G je kompaktńı a G ⊂ Ω.

Poznámka. Množina D′(Ω) je vektorový prostor: pro T , T1 a T2 ∈ D′(Ω) a
a ∈ R definujeme

〈T1 + T2, ϕ〉 := 〈T1, ϕ〉+ 〈T2, ϕ〉,
〈aT, ϕ〉 := a〈T, ϕ〉.

Lehce se ověř́ı, že T1 + T2 resp. aT jsou opět prvky D′(Ω).

Definice. Necht’ Tn, T ∈ D′(Ω). Řekneme, že Tn konverguj́ı k T ve smyslu
distribućı, jestliže 〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 pro každé ϕ ∈ D(Ω) pevné.

Analogicky:
∑∞

k=1 Tk = T ve smyslu distribućı, jestliže limn→∞〈
∑n

k=1 Tk, ϕ〉 =
〈T, ϕ〉 pro každé ϕ ∈ D(Ω) pevné.
Konečně, zobrazeńı λ 7→ Tλ z metrického prostoru Λ do D′(Ω) je spojité,
jestliže funkce λ 7→ 〈Tλ, ϕ〉 (to je funkce z Λ do R) je spojitá pro každé
ϕ ∈ D(Ω) pevné.

Značeńı. Pro T ∈ D′(Ω) budeme někdy psát T = T (x) nebo 〈T, ϕ〉 =
〈T (x), ϕ(x)〉x, abychom formálně pojmenovali proměnnou x ∈ Ω.
Ovšem pozor, T (x) neznač́ı hodnotu distribuce T v bodě x; tento pojem
nelze obecně definovat.

Definice. [Záměna proměnné v distribuci.] Necht’ A ∈ Rn×n je regulárńı
matice, necht’ b ∈ Rn. Označme Ω̃ = {Ay + b; y ∈ Ω}. Potom pro T (x) ∈
D′(Ω̃) definujeme T (Ay + b) ∈ D′(Ω) předpisem

〈T (Ay + b), ϕ(y)〉y := 〈T (x),
ϕ(A−1(x− b))
| detA|

〉x, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Poznámka. Předchoźı definice je motivována vzorečkem∫
Ω

f(Ay + b)ϕ(y) dy =

∫
Ω̃

f(x)
ϕ(A−1(x− b))
| detA|

dx;
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tj. pokud f ∈ L1
loc(Ω̃), tak pro př́ıslušné regulárńı distribuce plat́ı

〈Tf(Ay+b), ϕ(y)〉y = 〈T (x),
ϕ(A−1(x− b))
| detA|

〉x.

Př́ıklady. 1O δ0(x− b) = δb(x)
2O δ0(ax) = a−1δ0(y), a > 0
3O obecněji δc(ax+ b) = a−1δ(c−b)/a(x), a > 0.

Lemma 25.1. [O spojitosti duálńıho zobrazeńı.] Necht’ Ω, Ω̃ ⊂ Rn, necht’ Φ :

D(Ω) → D(Ω̃) je spojité, lineárńı zobrazeńı. Definujme Φ′ : D′(Ω̃) → D′(Ω)
předpisem

〈Φ′(T ), ϕ〉 := 〈T,Φ(ϕ)〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Potom Φ′ je spojité lineárńı zobrazeńı; speciálně Φ′(T ) ∈ D′(Ω) pro každé

T ∈ D′(Ω̃).

Důsledek. Při značeńı předchoźı definice je T (x) 7→ T (Ay + b) spojité

lineárńı zobrazeńı z D′(Ω̃) do D′(Ω). Speciálně T (Ay + b) je distribuce v
Ω.

Opakováńı. Je-li F (x) ∈ C na nějakém okoĺı M , kde M ⊂ Rn je
”
rozumná“

oblast, máme Gaussovu větu:∫
M

∂F

∂xj
dx =

∫
∂M

Fνj dS;

vpravo se integruje dle ,,plošné“, tj. v obecném př́ıpadě (n-1)-rozměrné mı́ry
přes hranici M , ν = (ν1, . . . νn) je vněǰśı normála.
Volbou F = uv, kde u, v ∈ C1 na nějaké otevřené O ⊃ M , dostáváme
vzoreček pro integraci per-partes v Rn:∫

M

∂u

∂xj
v dx =

∫
∂M

uvνj dS −
∫
M

u
∂v

∂xj
dx.

Lemma 25.2. [O přehozeńı derivace.] Necht’ f(x) ∈ Cm(Ω), necht’ ϕ(x) ∈
D(Ω). Potom ∫

Ω

(Dαf)ϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

fDαϕdx

pro každý multiindex |α| ≤ m.

Definice. Necht’ T ∈ D′(Ω), necht’ α je libovolný multiindex. Potom definu-
jeme distribuci DαT ∈ D′(Ω) předpisem ϕ 7→ 〈T, (−1)αDαϕ〉.
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Věta 25.1. [Spojitost distributivńı derivace.] Pro libovolný multiindex α je
Dα spojité lineárńı zobrazeńı z D′(Ω) do D′(Ω); speciálně DαT ∈ D′(Ω) pro
každé α.

Poznámka. Symbol Dα už́ıváme jak pro klasickou (bodovou) derivaci, tak
pro derivaci ve smyslu distribućı. Smysl je jasný z kontextu. – Dı́ky Lem-
matu 25.2 v́ıme, že pro hladkou funkci f plat́ı DαTf = TDαf , tj. značeńı je
konzistentńı.

Př́ıklady. 1O d
dx
Y = δ0, kde Y (x) je Heavisideova funkce

2O d
dx

ln |x| = v.p. 1
x
, kde

〈v.p.
1

x
, ϕ〉 = lim

ε→0+

∫
R\(−ε,ε)

ϕ(x)

x
dx.

tj. integrál poč́ıtáme ve smyslu hlavńı hodnoty.

Poznámky. Mnohdy se stává, že f(x) /∈ L1(Ω) kv̊uli problémům v okoĺı
jistého bodu x0 (singularita, nekonečno). V takovém př́ıpadě se můžeme po-
kusit vypoč́ıst integrál jako

lim
ε→0+

∫
Ωε

f(x) dx

kde Ωε = Ω \U(x0, ε). Pokud tato limita existuje, nazýváme j́ı integrálem ve
smyslu hlavńı hodnoty (fr.

”
la valeur principale“) a znač́ıme

v.p.

∫
Ω

f(x) dx

(Z Věty 18.9, část (3) minulého semestru plyne, že pokud f(x) ∈ L1(Ω),
nedává tato definice nic nového.)

Př́ıklady. 1O 1/x /∈ L1(−1, 2) (singularita v počátku), leč

v.p.

∫ 2

−1

dx

x
= lim

ε→0+

∫
(−1,2)\(−ε,ε)

dx

x
=

∫ 2

1

dx

x
= ln 2 .

2O sin(x)/x /∈ L1(0,∞) (problém v okoĺı +∞), leč můžeme spoč́ıtat

v.p.

∫ ∞
0

sinx

x
dx = lim

ε→0+

∫
(0,∞)\U(∞,ε)

sinx

x
dx = lim

ε→0+

∫ 1/ε

0

sinx

x
dx =

π

2

- tj. de facto poč́ıtám integrál jako Newton̊uv.
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Opakováńı. Funkce f(x) : (a, b)→ R je po částech C1, jestliže existuj́ı body
xj, j = 1, . . . N takové, že f a f ′ jsou spojité všude mimo xj, a nav́ıc v bodech
xj maj́ı jednostranné vlastńı limity.

Lemma 25.3. [Derivace po částech C1 funkce.] Necht’ f(x) je po částech
C1 v intervalu (a, b); necht’ množina bod̊u nespojitosti {xj}j nemá v (a, b)
hromadný bod. Potom

d

dx
Tf = Tf ′ +

∑
j

{
f(xj+)− f(xj−)

}
δxj ,

kde f ′ je bodová derivace f .

Př́ıklad. Necht’ f(x) = (π − x)/2 pro x ∈ (0, 2π) a dále 2π-periodicky.
Rozvojem do Fourierovy řady máme

f(x) =
∞∑
k=1

sin(kx)

k

plat́ı v L2, a tedy ve smyslu distribućı. Derivaćı dle x máme

−1

2
+
∑
l∈Z

πδ2πl(x) =
∞∑
k=1

cos(kx)

což lze převést (záměnou x za 2πx) na∑
l∈Z

δl(x) =
∑
k∈Z

cos(2kπx)

Aplikace. Uvažujme úlohu tvaru

D [u] = f, x ∈ Rn (3)

kde D je diferenciálńı operátor s konstantńımi koeficienty.

Definice. Funkce U se nazývá fundamentálńım řešeńım (též Greenovou
funkćı) úlohy (3), jestliže D [U ] = δ0.

Motivace. Z vlastnost́ı konvoluce plyne, že

D [U ∗ f ] = D [U ] ∗ f = δ0 ∗ f = f.

Tedy: známe-li fundamentálńı řešeńı, umı́me řešit (3) pro libovolnou pravou
stranu; formálně zapsáno D−1 = U∗.
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Př́ıklady.
1O u′′ = f . . .U = x+ = xY (x)
2O u′ + au = f . . .U = eaxY (x)
3O −∆u = f v Rn. Potom fundamentálńım řešeńım je funkce

Φ(x) = − 1

2π
ln |x|, n = 2,

respektive

Φ(x) =
1

βn(n− 2)
|x|2−n, n ≥ 3.

kde βn je povrch jednotkové sféry v Rn.
4O Fundamentálńım řešeńım rovnice vedeńı tepla ∂tu−∆u = f je tzv. tepelné

jádro

G(x, t) =
1

(4πt)
n
2

e−
|x|2
4t Y (t)

Opakováńı. Z prvńıho semestru v́ıme, že pokud f ′(x) = 0 v intervalu (a, b),
je funkce f(x) v tomto intervalu konstantńı. Jinými slovy, derivace určuje
funkci až na konstantu. Následuj́ıćı věta nám ř́ıká, že distributivńı derivace
má stejnou vlastnost.

Věta 25.2.7 [O distribuci s nulovou derivaćı.] Necht’ Ω ⊂ Rn je otevřená,
souvislá množina. Necht’ T ∈ D′(Ω) je taková, že ∂

∂xj
T = 0 v D′(Ω), pro

j = 1, . . . , n. Potom existuje c ∈ R takové, že T = Tc.

Definice. Necht’ T ∈ D′(Ω), necht’ G ⊂ Ω je otevřená množina. Řekneme,
že T je nulová v G, jestliže 〈T, ϕ〉 = 0 pro každou ϕ ∈ D(Ω), jej́ıž nosič je
obsažen v G.
Řekneme, že T , S ∈ D′(Ω) se rovnaj́ı v otevřené množině G ⊂ Ω, jestliže
T − S je nulová v G ve smyslu předchoźı definice.
Definujeme nulovou množinu distribuce T ∈ D′(Ω)

OT =
⋃{

G; G ⊂ Ω je otevřená a T je nulová v G
}

;

nosič distribuce jako
suppT = Ω \ OT .

Definice. Jestliže f ∈ C∞(Ω) a T ∈ D′(Ω), definujeme distribuci fT předpisem

〈fT, ϕ〉 = 〈T, fϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

7Důkaz pouze pro n = 1.
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Př́ıklady. 1O supp δa = {a}. Obráceně lze ukázat: je-li T distribuce taková,
že suppT = {a}, je T nutně tvaru

∑N
j=1 cjD

αjδa.

2O Př́ıklady součinu: xδ0 = 0, x(v.p. 1
x
) = T1.

Poznámka. Definovat obecně součin dvou distribućı T , S nelze. (Tzv. Sch-
wartz̊uv výsledek o nemožnosti.)

Poznámka. Daľśım ćılem je definovat Fourierovu transformaci distribućı.
Lemma 24.4. nám ř́ıká, v jazyce distribućı, že

〈Tf̂ , ϕ〉 = 〈Tf , ϕ̂〉

Nab́ıźı se proto definovat Fourierovu transformaci distribuce T jako

〈T̂ , ϕ〉 = 〈T, ϕ̂〉, ϕ ∈ D(Rn).

Je zde ovšem háček: d́ıky Větě 24.6. v́ıme, že pokud ϕ ∈ D(Rn) a také
ϕ̂ ∈ D(Rn), je už nutně ϕ = 0. Řešeńım je nahradit D(Rn) prostorem S (Rn).
T́ım źıskáme prostor tzv. temperovaných distribućı, na kterém vše už funguje
dobře.

Definice. Schwartz̊uv prostor
”
rychle klesaj́ıćıch funkćı“ definujeme jako

S (Rn) =
{
ϕ(x) ∈ C∞(Rn); xαDβϕ(x) omezená pro ∀ α, β

}
.

Řekneme, že ϕn → 0 v S (Rn), jestliže xαDβϕn(x) ⇒ 0 v Rn pro všechny
multiindexy α, β.

Věta 25.3. [Spojitost ve Schwartzově prostoru.]

1. ϕn → 0 v D(Rn) =⇒ ϕn → 0 v S (Rn)

2. zobrazeńı ϕ(x) 7→ xαϕ(x) a ϕ(x) 7→ Dβϕ(x) jsou spojitá z S (Rn) do
S (Rn)

3. F je lineárńı, spojité, vzájemně jednoznačné zobrazeńı S (Rn)→ S (Rn)

Definice. Temperovanou distribućı v Rn rozumı́me spojité, lineárńı zobra-
zeńı

T : S (Rn)→ C,
ϕ 7→ 〈T, ϕ〉.

Prostor temperovaných distribućı znač́ıme S ′(Rn). Konvergenćı Tn → T v
S ′(Rn) rozumı́me, že 〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 pro každé ϕ ∈ S (Rn) pevné.
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Poznámky. 1O S ′(Rn) ⊂ D′(Rn), neboli temperovaná distribuce je distri-
buce.
2O Leč ne každá distribuce je temperovaná distribuce. Např́ıklad funkce
f(x) = exp(2x2) je lokálně integrovatelná, tedy Tf ∈ D′(Rn), avšak Tf /∈
S ′(Rn).
3O Lze dokázat: pokud f(x) ∈ Lp(Rn) pro nějaké p, tedy f(x) je globálně

integrovatelná, pak už Tf ∈ S ′(Rn).
Obecněji, pokud f(x) je měřitelná funkce a existuje N > 0 takové, že funkce
(1 + |x|2)N |f(x)| je omezená, pak Tf ∈ S (Rn). (Takové funkce f se nazývaj́ı
pomalu rostoućı nebo též moderované funkce.)
Také distribuce s kompaktńım nosičem jsou temperované (přesněji řečeno,
lze je přirozeně ztotožnit s temperovanou distribućı).

Lemma 25.1S.8 Necht’ Φ : S (Rn) → S (Rn) spojité, lineárńı zobrazeńı.
Definujeme duálńı zobrazeńı Φ′ : S ′(Rn)→ S ′(Rn) jako

〈Φ′(T ), ϕ〉 = 〈T,Φ(ϕ)〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

Potom Φ′ je spojité, lineárńı zobrazeńı; speciálně Φ′(T ) ∈ S ′(Rn) pro každé
T ∈ S ′(Rn)

Poznámky. Pomoćı předchoźıho lemmatu se lehce ověř́ı, že následuj́ıćı ope-
race jsou korektně definované pro libovolnou temperovanou distribuci T ∈
S ′(Rn):
1O Derivace DαT , kde

〈DαT, ϕ〉 = 〈T, (−1)αDαϕ〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

2O Záměna proměnné T (Ax+ b), kde

〈T (Ay + b), ϕ(y)〉y := 〈T (x),
ϕ(A−1(x− b))
| detA|

〉x, ∀ϕ ∈ S (Rn).

3O Součin ωT , kde ω je nekonečně hladká, pomalu rostoućı funkce: klademe

〈ωT, ϕ〉 = 〈T, ωϕ〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

Definice. Necht’ T ∈ S ′(Rn) je temperovaná distribuce. Potom definujeme

jej́ı Fourierovu transformaci T̂ ∈ S ′(Rn) jako

〈T̂ , ϕ〉 = 〈T, ϕ̂〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

8Bez d̊ukazu.
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Př́ıklady. 1O δ̂a(y) = exp(−2πiay); speciálně δ̂0 = 1.

2O ̂(v.p. 1
x

)
(y) = −iπ sgn y

Věta 25.4. [F.t. na prostoru S ′(Rn).] Fourierova transformace je lineárńı,
spojité, vzájemně jednoznačné zobrazeńı prostoru S ′(Rn) na sebe.

Poznámka. Pro T ∈ S ′(Rn) definujeme inverzńı Fourierovu transformaci
T∨ ∈ S ′(Rn) předpisem

〈T∨, ϕ〉 = 〈T, ϕ∨〉, ∀ϕ ∈ S (Rn).

Plat́ı též, že T 7→ T∨ je lineárńı, spojité, vzájemně jednoznačné zobrazeńı

prostoru S ′(Rn) na sebe. Dále
(
T̂
)∨

= (̂T )∨) = T pro každé T ∈ S ′(Rn).

* Věta 25.5. Necht’ T ∈ S ′(Rn). Potom:

1. T∨(x) = T̂ (−x), T̂ (x) = T∨(−x).

2. T∨ = T̂ , T̂ = T
∨

3. T̂ (y − a) =
[

exp(2πi(a, x))T (x)
]̂

(y)

4.
[
T (x− a)

]̂
(y) = exp(−2πi(a, y))T̂ (y)

5.
[
T (εx)

]̂
(y) = |ε|−nT̂ (ε−1y)

6. Je-li T sudá (lichá, radiálně symetrická), má T̂ stejnou vlastnost.

7.
[
DαT

]̂
(y) = (2πiy)αT̂ (y)

8. DβT̂ (y) =
[
(−2πix)βT (x)

]̂
(y)

Př́ıklady. 1O
[

exp(2πi(a, x))
]̂

= δa; odsud pak

[
cos(b, x)

]̂
=

1

2

(
δb/2π + δ−b/2π

)
[

sin(b, x)
]̂

=
1

2i

(
δb/2π − δ−b/2π

)
2O Pro Heavisideovu funkci Y plat́ı:

Ŷ (x) =
1

2πi

(
v.p.

1

x

)
+

1

2
δ0(x)
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