
Př́ıklady. 1O Úloha

−∆u = δ(0,a) v Ω,

u = 0 na ∂Ω,

kde Ω = {(x, y); y > 0}. Řešeńı: Vı́me, že U = − 1
4π

ln(x2 + y2) řeš́ı rovnici s Diracem v
počátku. Tedy klademe

u = − 1

4π

{
ln(x2 + (y − a)2)− ln(x2 + (y + a)2)

}
– řeš́ı rovnici s Diracem v (0, a) a (0,−a); tedy u = 0 pro y = 0 d́ıky symetrii.
2O Úloha

−∆u = δ(0,0) v Ω,

u = 0 na ∂Ω,

kde Ω = {(x, y); |y| < b}. Řešeńı: Funkce f(z) = i exp(πz/2b) zobrazuje Ω konformně na
G = {(ξ, η); η > 0}; nav́ıc f(0) = i. Pomoćı Věty 28.12, část 3 je řešeńım v ◦ f , kde v řeš́ı
Př́ıklad 1 (a = 1). Zapsáno podrobně:

v(ξ, η) = − 1

4π

{
ln(ξ2 + (η − 1)2)− ln(ξ2 + (η + 1)2)

}
,

složeno s funkćı f jakožto zobrazeńı z R2 do R2:

ξ = − exp
(πx
2b

)
sin

(πy
2b

)
η = exp

(πx
2b

)
cos

(πy
2b

)
3O Úloha

−∆u = 0 v Ω,

u = g na ∂Ω,

kde Ω = {(x, y); y > 0}. Řešeńı: Najdeme nejprve fundamentálńı řešeńı, tj. funkćı U
splňuj́ıćı

−∆U = 0 v Ω,

U(x, 0+) = δ0(x).

Lze spoč́ıtat, že U(x, y) = y
π(x2+y2)

. Tedy řešeńı s obecnou okrajovou podmı́nkou má tvar

u = U ∗x g =
1

π

ˆ
R

yg(s)

(x− s)2 + y2
ds.
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4O Úloha

−∆u = 0 v Ω,

u = h na ∂Ω,

kde Ω = {(x, y); x2 + y2 > 1}, a h = 1 pro y > 0, h = −1 pro y < 0. Řešeńı: Převedeme
opět na předchoźı př́ıpad – konformńı zobrazeńı (např́ıklad) f(z) = i z−1

z+1
zobrazuje Ω na

horńı polorovinu G = {(ξ, η); η > 0}. Okrajová podmı́nka h na hranici Ω se přenese na
funkci g = − sgn ξ na hranici G. Tedy v má tvar (viz Př́ıklad 3)

v = − 1

π

ˆ
R

sgn(s)η

(ξ − s)2 + η2
ds = − 2

π
arctg

ξ

η

Řešeńı p̊uvodńı úlohy u źıskáme složeńım s funkćı f , již takto ṕı̌seme jako

ξ =
(x− 1) y − (x+ 1) y

y2 + (x+ 1)2

η =
y2 + (x− 1) (x+ 1)

y2 + (x+ 1)2

5O Úloha

−∆u = 0 v Ω,

u = h na ∂Ω,

kde oblast́ı je prvńı kvadrant Ω = {x > 0, y > 0} a okrajová podmı́nka h = 1 na ”rohu”
∂Ω ∩ {x < 1, y < 1} a h = 0 jinde. Řešeńı: pomoćı f(z) = z2 konformně převedeme opět
na horńı polorovinu G = {η > 0} s okrajovou podmı́nkou g(ξ) = 1 pro ξ ∈ (−1, 1) a nula
jinde. Tedy pomoćı př́ıslušného Poissonova jádra

v(ξ, η) =
1

π

ˆ 1

−1

η ds

(ξ − s)2 + η2
=

1

π

(
arctg

(
ξ + 1

η

)
− arctg

(
ξ − 1

η

))
což je opět třeba složit s funkćı f : R2 → R2, tj.

ξ = x2 − y2, η = 2xy

6O Úloha −∆u = δ(1,1) v oblasti Ω = {r > 0, 0 < θ < π/3}, s nulou na hranici Ω.
Nápomoc: viz úlohy 5 a 1 výše.
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