
Vlnová rovnice.

1O Najděte řešeńı Cauchyho úlohy v R

∂ttu− ∂xxu = f(x, t)

s nulovými počátečńımi podmı́nkami a pravou stranou f(x, t) rovnou (i) 1 ,
(ii) x2 , (iii) exp(x− t).

2O Najděte řešeńı Cauchyho úlohy v R

∂ttu− ∂xxu = 1

s počátečńımi podmı́nkami u(x, 0) = 0, ∂tu(x, 0) = 1. Dokážete nalézt řešeńı
i pro t < 0?

3O Řešte rovnici ∂ttu − ∂xxu = f(x, t) v intervalu x ∈ (0, 1), s okrajovou
podmı́nkou u(0, t) = u(1, t) = 0 pro t ≥ 0 a pravou stranou resp. počátečńı
podmı́nkou:
(i) f(x, t) = ex nebo sin(πx)
(ii) u(x, 0) = x(1− x)
(iii) ∂tu(x, 0) = 1

4O Řešte úlohy jako v bodě 3O výše, ale pro obecněǰśı rovnici

∂ttu+ a∂tu+ bu− c2∂xxu = 0

5O Nechť počátečńı podmı́nky u0(x) a u1(x) jsou liché resp. sudé funkce.
Ukažte, že řešeńı (VR) má analogickou vlastnost (v̊uči proměnné x pro pevné
t > 0).
Užijte k nalezeńı řešeńı (VR) na polopř́ımce x > 0 s okrajovou podmı́nkou
(i) u(0, t) = 0 resp. (ii) ∂xu(x, 0) = 0.

6O Ukažte, že radiálně symetrické řešeńı (VR) v dimenzi d = 3 má tvar

u(ρ, t) =
1

ρ

(
F (ρ− ct) +G(ρ+ ct)

)
kde |x| = ρ.

7O Řešte ∂ttu − c2∂xxu = 0 na intervalu x > 0, s okrajovou podmı́nkou
u(0, t) = 0 pro ∀t ≥ 0 a počátečńımi podmı́nkami u(x, 0) = 0, ∂tu(x, 0) =
δb(x), kde b > 0 je pevné.
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Nápověda a řešeńı.

1. u(x, t) = 1
2

∫ t

0

∫ x+t−s

x−t+s
f(y, s) dyds, tedy u(x, t) = (i) t2/2, (ii) t2x2/2 +

t4/12, (iii) ex(et/4− e−t/4− te−t/2)

2. u(x, t) = t+ t2/2.

3. Rozvoj do funkćı wk(x) = sin(kπx), λk = k2π2, k ≥ 1. Fourierovy

koeficienty: v(x) =
∑

k vk sin(kπx) ⇐⇒ vk = 2
∫ 1

0
v(x) sin(kπx) dx;

konkrétně:

v(x) = 1 =⇒ vk =
2

kπ

(
1− (−1)k

)
v(x) = ex =⇒ vk =

2kπ

π2k2 + 1

(
1− (−1)ke

)
v(x) = x(1− x) =⇒ vk =

4

π3k3

(
1− (−1)k

)
4. Rovnice pro uk(t) bude u′′

k + au′
k + (b+ c2λ2

k)uk = 0.

5. Počátečńı podmı́nky rozšǐrte (i) lǐse resp. (ii) sudě na celé R a řešte
př́ıslušnou Cauchyho úlohu.

6. Za daných předpoklad̊u ∆u = ∂ρρu + 2
ρ
∂ρu. Odsud plyne, že v(ρ, t) =

ρu(ρ, t) splńı 1d vlnovou rovnici, a užij́ı se d’Alembertovy vzorce.

7. Počátečńı podmı́nku rozš́ı̌ŕıme lǐse (úloha 5) na u0(x) = δ−b(x)− δb(x)
a tedy

u(x, t) =
1

2c
χ(−ct,ct) ∗ (δb − δ−b) =

1

2c

(
χ(b−ct,b+ct)(x)− χ(−b−ct,−b+ct)(x)

)
uvážime-li, že h ∗ δb(x) = h(x− b).
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