poslednt uprava 15. ledna 2025
I. LAPLACEOVA ROVNICE.

Znaceni a terminologie. Laplaceuv operator (laplacidn) Au = divVu =
S0 2% kdeu: Q — R, Q C RY oteviend.
J
e Laplaceova rovnice: Au = 0
e Poissonova rovnice: Au = f
e Helmholtzova rovnice: Au — Au = 0 (fakticky problém vlastnich ¢isel A)

e Dirichletova tloha: Au = 0 v £ s danou okrajovou podminkou v = g na

00.
Definice. Funkce u se nazve harmonickd v €2, jestlize Au(z) = 0 pro Vz € .

Véta I.1. [Slaby princip maxima pro harmonické funkce.] Necht u € C(Q)N
C?(2), kde Q je omezend mnozina. Necht Au > 0 v Q. Potom u nabyva
maxima na hranici. Podrobnéji feceno: maxg v = maxaq u.

Poznamky.
e ckvivalentné feceno: u(z) < maxsq u, pro Vo € §2
e zrcadlova verze: ... Au < 0 v = minimum se nabyva na hranici

Disledek. Jednoznaénost (klasického) feseni ulohy Au = f v Q, u = g na
0f), pro omezenou 2.

Znaceni. Je-li f € L'(M) a0 < \(M) < oo, definujeme priumérovy integrél
jako f,, fd\ = m [is [ dX. Nés budou zajimat predevsim prumérové in-
tegraly pres koule a sféry, tj.

1
fdp— — / fdz
][B(a:o,r) )‘(B(x()? T)) B(zo,r)

1
fdo = —/ fdo
fS(wo,T) O'(S(J?o,?")) S(zo,r)

kde

B(xg,7) = {x € RY: |1 — 20| < 7}
S(xg,7) = OB(x0,7) = {x € RY, |z — 20| =7}

je koule resp. sféra v R? a \ resp. o pifslusnd objemové (Lebesgueova) resp.
plosnd mira. Pfipomenme, 7ze A\(B(xg,7)) = agr?, o(S(zo,r)) = Bar?™?, kde
g Tesp. B4 je objem resp. povrch jednotkové koule (resp. sféry) v RY. Plati:

Ba = dag, ag = 72 JT(1 +d/2).



Lemma I.1. [O sférickych prumérech.] Necht v € C*(€2), necht B(xq,7) C Q
je pevnd koule. Oznac¢me

gb(t):]i( )uda, te(0,7).

Potom plati:

1. ¢'(t) = fs(xo 9 Vu - ndo, kde n je vnéjsi normala k prislusné sfére;
2. limy 04 o(t) = u(x).

Véta 1.2. [Vlastnost pruméru harmonické funkce.] Necht u je harmonickd v
Q). Potom pro kazdou kouli B(zg,r) C  plati

u(xg) :][ udo = ][ udx
S(zo,r) B(xzo,r)

Poznamka. Plati i opa¢na implikace: v € C*(2) splituje u(xg) = JCS(:;:O py udo
pro kazdou sféru S(xg,r) C €2, pak uz nutné Au = 0 vsude v 2.
Véta 1.3. [Silny princip maxima pro harmonické funkce.] Necht u je harmo-

nickd v Q, kde € je souvisld. Necht u nabyvé v € svého maxima. Potom u
je konstantni.

Véta I.4. ! [Harnackova nerovnost.] Necht u je harmonickd, nezapornd v 2,

kde Q je souvisld. Potom pro kazdou € CC Q) existuje C' tak, ze

supu < C'infu
Q/ Q)

Véta 1.5. [Liouvilleova véta.] Necht v je harmonickd, omezena v RY. Potom

u je konstantni.

Poznamka. Z Gaussovy véty (pro F' = vVu) dostaneme snadno tzv. Gree-
novy identity

/Vv-Vu+vAudx:/ v%da (G1)
Q oo On
ou ov
Au —ulAvdr = — —u—d 2
/Qv u — uAv dx /agvan ugdo (G2)

Odsud snadno plyne nezapornost vlastnich ¢isel operatoru —A, s vhodnou
okrajovou podminkou (Dirichlet/Neumann).

!Diikaz jen pro €' mal4 koule.



Poznamky. Nyni se do¢asné omezime na situaci Q C R2. Dvojici funkei
(z,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) jdouci z R? do R? budeme piirozené ztotoziovat
s funkei z — f(z) jdouci z C do C, kde z = x + iy a f = fi + ifs. Taktéz
Q) C R? budeme ztotoznovat s  C C.

Definice. Necht 2 C C je oteviend. Funkce f(z) : Q© — C se nazve konformn{
v €2, jestlize

1. f je vzéjemné jednozna¢nd (tj. prostd a ,,na‘)
2. f je holomorfni v €2
3. f(z) # 0 vsude v Q2

Poznamky. 7 poznatki komplexni analyzy plyne mimo jiné:

(D je-li f konformni v €, je také f_; konformni v f(£2)

2 f (apotazmo fi, f2) jsou nekonecné diferencovatelné a plati tzv. Cauchy-
Riemannovy podminky

ofh _0f  Oh _ _Oh
or oy’ oy ox
jakoz i vztahy
ofi  O0fy 0fs .0fi
! —_ — —_ = — —
) ox +Z@x y Z@y
3 funkce fi, fo jsou harmonické v Q (plyne snadno z C.R. podminek a
zdménnosti parcidlnich derivaci)

@ funkce f (chdpand z R? to R?) je difeomorfismus a

ofi Of1
Jf =188 Sh|=IVAIP=IVAI*=I1f (=)
ox Jy

Véta 1.6. Necht ©, G C R? jsou oblasti. Nechf f : O — G je konformni
zobrazeni a necht pro funkce u(z,y) : @ — R, v(§,n) : G — R plati, ze
u =wvo f. Potom:

1. 2 Je-li v € CHQ), je také u € C1(N) a oznacime-li

_p, o ou O _p v 0v

“Tor oy’ TR
tak plati -
E,=(E,of)F.

2Tuto &4st véty jsme nedokazovali.



2. Je-liv € C*(G), je také u € C?*(Q) a plati
Au= (Avo f)|Jf].

3. Je-live L (G)a—Av =0, vD(G), pak u € L} (Q) a —Au = 0s (o)
v D'(Q).

Poznamka. Césti 2 a 3 piedchozi véty plati i za predpokladu holomorfnosti
f(2) misto f(2).

Odvozeni. [Poissonovo jadro — poloprostor.] Uvazujme tlohu
Au=0 vQ=Rx(0,00)
u=h vQ=Rx{0}

Fourierovou metodou lze odvodit u(§,y) = exp(—27r|§|y)/f;(§), tj.

u(z,y) = [P(y) * h](z) = / Pz — s,y)h(s) ds

Rd

kde P = P(z,y) je tzv. Poissonovo jadro, uré¢ené podminkou ﬁ(ﬁ,y) =
exp(—2m|¢|y). Fourierovou inverzi dostaneme

2y
P(z,y) =
Baa (|22 +y2) T

specidlné pro d = 1 (tj. polorovinu) P(z,y) =

m(x?+y?)”
Opakovani. Funkce

_ 1 d—
D(z) = { o 0l

syl d=3

je fundamentalnim fesenim Laplaceovy rovnice; presnéji feceno —AP = dy v
R? ve smyslu distribuci. Dals{ vlasnosti:

@ @(z) a VO(z) = 5727 jsou Ly, v RY

(2 ®(z) je nekonecéné hladka, radidlni a harmonickd pro « # 0

(3 naopak: ¥(x) nekonecné hladkd, radidlni a harmonickd mimo pocétek
= VY(z) = aP(z) + b pro vhodné konstanty

Véta 1.7. [O tiech potencidlech.] Nechf Q@ C R? je rozumna oblast, necht
u(x) je C? na néjakém okoli Q. Potom pro kazdé z € Q plati

uw) = [ ~uaty—o)dy+ [ S~ u) 5 0= ) doty)

Qan
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kde @ je fundamentalni feseni Laplaceovy rovnice, definované vyse.
Véta 1.8. [O Greenové funkei.] Necht u(z) je feSeni tilohy

—Au=f v )

LP
u=nh na of (LP)

které je C? na néjakém okoli €, kde € je rozumné oblast. Necht pro kazdé
x € Q pevné existuje , korektor” ¢® = ¢®(y), tj. feseni tlohy

A¢*(y) =0, y €

G = Dy —a),  yedn (KO)

které je C? na néjakém okoli Q, kde ® je fundamentdlni feseni Laplaceovy
rovnice. Potom lze psat

oG

0= [ 16y~ [ WG ) da)  Veeo

le) n
kde G(z,y) = &y —z) = ¢"(y)

je takzvana Greenova funkce tlohy (LP).

Poznamka. Normalové derivace v predchozich vétach chapeme vzdy podle
proménné y, tj. jako V, - n(y).

Odvozeni. [Greenova funkce — poloprostor.] Mame Q = {z € R% z; > 0},
tj. 00 = {x € R%; 24 = 0}. Vnejsi normala n = (0,...,0,—1).

Korektor: ¢*(y) = ®(y — ), kde & = (x1,...,T4-1, —x4). Po Gpravé méme
‘?)ff (x,y) = 2“ iy pokud y € 02, coz je ve shodé s tvarem Poissonova

jadra, odvozene o vyse.

Odvozeni. [Greenova funkce — koule.] Mame Q2 = B(0, 1), tj. 092 = S(0,1).
Korektor bereme jako ¢*(y) = ®(|z|(y — 7)), kde & = z/|z|* je tzv. sféricka
inverze. Po dpravé mame —%%(z,y) = ﬁilxlx!yld’ y € S(0,1), coz je tzv. Pois-

sonovo jadro pro kouli.

Pro obecny polomér r» > 0 mame P(z,y) = Colal® y € S(0,r).

Bar|z—yld?

II. ROVNICE VEDEN{ TEPLA.

Rovnici vedeni tepla (RVT) rozumime

Ou — Au = f(x,t) (x,t) € Q x (0,T]
u(z,0) = ug(x) r e
u(z,t) = g(x,t) (x,t) € 002 x (0,7



kde ug(x) je poc¢atecni podminka, g(z,t) je Dirichletova okrajové podminka.
Také budeme uvazovat Neumannovu okrajovou podminku

ou _
a—n(a:,t) = h(z,1) x €

Pifpad 2 = R? (takto bez okrajové podminky) se nazyvd Cauchyho tloha.
Znaceni. Definujeme parabolicky vélec Qr = x (0,77 a parabolickou hra-
I}lCl FT =0 x0UIN x (O,T] Plati FT = QT \ET

ReSeni budeme uvazovat klasické, tj. u € C(Q7) N CHQ7r) N C2(Qy), dle
potieby i lepsi.

Véta I1.1 [Princip maxima pro RVT.] Necht € je omezend, necht u je kla-
sické feseni O;u — Au < 0. Potom maXg- U = maxr,, U.

Véta I1.2 [Princip maxima pro RVT - Cauchyho tloha.] Necht u je kla-
sické feseni Qyu — Au < 0 v R? x (0,77, nechf u je shora omezené. Potom
SUPRdx [0,7] & = SUPRdx {0} U-

Poznamka. Predpoklad omezenosti shora nelze vynechat; 1ze jej ale oslabit
napi. na odhad typu u(z,t) < cexp(alz|?).

Plati zrcadlové verze uvedenych vét (tj. predpoklad dyu — Au > 0, zavéry
pro minima resp. infima).

Disledky. RVT ma nejvyse jedno klasické feseni v nésledujicich ptipadech:

e () omezena s Dirichletovou okrajovou podminkou

e Cauchyho iloha s pozadavkem omezenosti feseni

Véta I1.3. [Energetickd rovnost pro (RVT).] Necht u je klasické feseni (RVT)
v Qp s nulovou pravou stranou a nulovou okrajovou (Dirichletovou nebo
Neumannovou) podminkou. Necht € je omezend mnozina. Potom pro kazdé
7€ 0,7

1 T 1
—/uQ(x,T)d:v—k/ /|Vu|2(x,t)dxdt: —/ug(x)dx.
2 Jo o Ja 2 Ja

Poznamka. Fakticky véta vyzaduje, aby €2 byla ,rozumna”, navic u je hladké
az do hranice (abychom mohli uzit Gaussovu vétu). Plati i pro 2 neomezenou,
predpokladame-li konvergenci uvedenych integralu.

Dusledek. Jednoznacnost feseni (RVT) za uvedenych podminek.

Lemma II.1. [Log-konvexita energie pro (RVT).] Necht © je omezen4; ne-
cht u je klasické feseni (RVT) v Qr s nulovou pravou stranou a okrajovou
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(Dirichletovou nebo Neumannovou) podminkou. Necht e(t) = [, u*(z,t) dx
je kladné na néjakém I C [0,7]. Potom £(t) = loge(t) je na I konvexni.

Dusledek. Zpétnd jednoznacnost pro (RVT): je-li (za uvedenych podminek)
e(T) =0, je uz nutné e(t) = 0 pro vsechna t € [0,7).

Definice. Fundamentélni feseni (RVT) nebo téz tepelné jadro je definovano
jako
|z

G(z,t) = (4mt)~ %% exp (—4—t> Y ()

kde Y (t) je Heavisideova funkce.
Lemma I1.2 [O fundamentdlnim fesen{ jisté ODR.] Necht y je feSenf rovnice
Y™ 4+ a4 a,y =0, (0)

s pocatecéni podminkou

Potom funkce
z(t) == y(t)Y ()
je fundamentélni feseni rovnice (O).

Priklady. (D) u(t) = exp(—at)Y (t) je f.f. rovnice 2’ + az = 0.
@) u(t) =Y (t)sin(bt)/b je £.i. rovnice z” + b*z = 0.

Véta I1.4 [Vlastnosti tepelného jadra.] Funkce G(z,t) definovand vyse mé
nasledujici vlastnosti:

1. Gz, t) =0prot <0, G(z,t) >0 a [, Gz, t)dr =1prot >0
2. pro t > 0 je G(z,t) nekonecné hladka a spliuje zde (RVT)
3. 0,G — AG = §0,0)(,t) ve smyslu distribucf v R%+!

4. G(x,t) — do(x) pro t — 0+ ve smyslu distribuci v R?

Véta IL.5 [Reeni Cauchyho tlohy pro (RVT).] Nechf uy € Cy(R?), f €
CZ(R? x [0,T]). Potom

1. Funkce u(x,t) = G(-,t) * up(x) = [pa Gz — y, t)uo(y) dy je klasické
fesenf (RVT) v R? x [0,7] s pocdteéni podminkou wug(x) a nulovou
pravou stranou.



2. Funkce u(z,t) = G * f(z,t) = [} [raGlx — y,t — 5)f(y,s)dyds je
klasické feseni (RVT) v Rd x [0,T] s nulovou pocéatecni podminkou a
pravou stranou f(x,t).

Poznamky. Dalsi vlastnosti RVT:

e skdlovani: je-li A # 0, pak funkce wu(z,t) fesi RVT <= funkce
u(Az, \*t) fesi RVT

e vlastnost prumeéru: pro r > 0 definujme ,,tepelnou kouli”
E(0,0;7) = {(z,t) € R G(a,t) > r™9}

Potom ,
17
u(r,t) = — u(r —y,t — S‘)M dyds
4r® J go0,0)
kdykoliv (z,t) + E(0,0;7) C Q. Dusledek: silny princip maxima pro
RVT.

e Harnackova nerovnost

III. VLNOVA ROVNICE.

Vlnovou rovnici (VR) rozumime

Onu — Au = f(z,t) (x,t) € Qx (0,7
u(z,0) = ug(x) x €
Oy(x,0) = uy () x €}
u(z,t) = g(x,t) (x,t) € 092 x (0,T]

kde ug(x) je poc¢ateéni podminka, g(z,t) je Dirichletova okrajové podminka.
Také budeme uvazovat Neumannovu okrajovou podminku

ou _
it - Q
8n(:v, t) = h(z,t) x €

Pifpad 2 = R? (tedy bez okrajové podminky) se nazyvd Cauchyho tloha.

Véta III.1. [Energetickd rovnost pro (VR).] Necht Q je omezend; necht u je
klasické feseni (VR), kde f = 0 a g = 0 respektive h = 0. Potom pro kazdé
€ (0,7]

/Q{(atU)Q(ZE,T) + |Vu|2(x,7-)}dx = /Q {u%(x) + |VU0|2(x)}dx.
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Poznamka. Véta navic vyzaduje, aby €2 byla ,rozumna” v tom smyslu, ze
pro ni plati Gaussova véta. Véta plati i pro {2 neomezenou, je ale treba navic
predpokladat konec¢nost uvedenych integralu.

Disledek. Jednoznacnost (dopfednd i zpétnd) klasického feseni VR.
Véta IIL.2. [Princip sffen{ viny.] Necht u je klasické feSeni (VR); necht
B(xp, R) C Q a necht f =0 na P(zg, R), kde znacime

P(zo, R) = {(x,t); |x — o] < R — t}.

Potom pro kazdé 7 € (0, R|

/ {(8tu)2(:17,7') + \VulQ(x,T)}dx < / {uf(x) + |Vu0|2(x)}dq;_

B(zo,R—7) B(zo,R)

Dusledek. Necht u, @ jsou klasickd feseni (VR). Jestlize jejich pocatecni
podminky se shoduji v B(xg, R) C € a pravé strany se shoduji v P(xg, R),
pak u, @ se shoduji v P(xg, R).

Dusledek. Cauchyova tiloha pro (VR) mé nejvyse jedno klasické feseni.

Vypocet. [d’Alembert.] V piipadé Cauchyho tlohy na piimce lze (obecné)
feseni (RV) psét jako u(z,t) = F(x +1t) + G(x —t), kde F, G, jsou vhodné
funkce.

Poznamka. Srovndni vlastnosti (RVT) a (VR):

e (RVT): feseni je pro t > 0 nekonecné hladké, signdl se §if1 nekone¢nou
rychlosti, v rovnici nelze obecné obratit cas

e (VR): feseni mé stejnou hladkost jako pocatecni podminka, signdl se
sit{ kone¢nou rychlosti, obraceni casu vede na tutéz rovnici

Véta II1.3. [Fundamentalni feseni (VR).] Fundamentalnim fesenim (VR) s
rychlosti siteni viny ¢ > 0 jsou distribuce

1
H(z,t) = Q_CY(Ct — |z])Y (¢), d=1,
Vet — |z)Y (%)
omey/c2t? — |x|?

Hiat) = Dy g,

T 4wt

H(z,t) =

d=2,




kde Y je Heavisideova funkce a v, je plosna mira na sféte o poloméru r, tj.
distribuce v R?, definovand vztahem

e = [ ete)dote)

Poznamky k vypocétim. V predchozi vété se odvozuje, ze Fourierova trans-
formace fundamentalniho feseni splituje (nezavisle na dimenzi):
sin(2mw|€|ct)

&) = el

K vypoctu piislusné inverze se uziji vzorce:

ret() = S““(g@ e
m
(&) = E ssin(2rlelr),  d=3
kde rect je ¢tvercovd funkce (=charakteristickd funkce intervalu (3,31)) a v,

je vySe zminénd sféricka mira. Ptipad d = 2 lze ziskat z d = 3 tzv. metodou
sestupu.

Véta II1.4. [Reseni Cauchyho tlohy pro (VR).] Necht ug(x), ui(z) a f(z, 1)
jsou tifdy C?. Potom existuje klasické feseni (VR) s rychlost{ &ffeni viny
¢ > 0 a lze je vyjadrit ve tvaru

w(,t) = H(-,t) x ur(x) + O H (-, 1) x uo(w) + H * f(x,1)

% H@_yJde@rﬁéﬁﬂx—%wm@ww

+/ H(x —y,t —s)f(y,s)dyds
Rd

Komentar. Konkrétni rozvedeni vyse uvedené formule:

d=1

u(z,t) = %(uo(x — ct) + uo(x + ct)) + - /:v c waly)dy

—ct
z+c(t—s)
/ / s) dyds
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ulat) = ——2 / uo(y) dy
7 2mc Ot |lz—y|<ct \/C2t2 — |£B — y|2

L b u(y) dy
27C Jjp—y<et /P2 — |z — y?

// [y, s) dyds
27TC lz—y|<c(t—s) \/02 t—S |l‘—y|2

1 0 (1 1
t) = —(Z d d
u(@,t) = —= (t /|x i uo(y) y) t /x i ui(y) dy

IV. ROVNICE PRVNIHO RADU. 3

Definice. Kvazilinearni rovnici prvniho fadu rozumime
E aj(z,u) = f(z,u) (1)

pro neznamou funkci u = u(z), z € Q C R™. Pfedpokladdme a;(z,u), f(z,u)
spojité a > |aj(z,u)| > 0 prox € Q, u € R.

Terminologie.

e homogenni rovnice, pokud f(x,u) =0

e linedrni rovnice, pokud a; = a;j(x), f = f(x), tj. nezavisi na u

e obecnd rovnice prvniho fadu: F(z,u, Vu) = 0 — nebudeme uvazovat

Poznamky. Resenim (klasickym) rovnice (1) v © rozumime funkci u(x) :
Q — R tifdy C', splaujici Y7 aj(z,u(z)) 2 (z) = f(z,u(z)) pro kazdé
x € Q. Geometrickd interpretace: vektor (aj(z,u),...,an(x,u), f(z,u)) je

tecny ke grafu u

Definice. Charakteristickou kiivkou (charakteristikou) rovnice (1) rozumime
feseni (z(t), z(t)) soustavy

v = a;(z, 2) j=1,...,n

2= f(x,2)

3Tato kapitola nebude pozadovéina u zkousky.

(2)
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Postaci nam lokalni fesent, pro t € (—6,0), s po¢ateénimi podminkami z(0) =
xo € Q, 2(0) = z9 € R. (Jeho existence je zarucena z Peanovy véty.)

Lemma IV.1. Funkce u(z) € C*(2) je feSenim rovnice (1) v Q, pravée kdyz
jeji graf je sjednocenim charakteristickych krivek.

Komentar. Posledné uvedena vlastnost znamena: libovolnym bodem (xg, 2o)
grafu funkce u prochézi charakteristika, kterd lezi celd na grafu funkce wu.
Podrobnéji feceno: pokud zy = u(xg), kde xo € €, pak existuje (z(t), z(t))
feseni (2), definované v intervalu (—6,0) takové, ze x(0) =z a z(0) = 2, a
toto Feseni spliuje z(t) = u(x(t)) pro véechna t € (=6, 0).

Definice. Pocéateéni podminku k rovnici (1) zaddvame ve tvaru
u(z) = g(x), rel, (3)

kde I' C Q je nadplocha (tj. hladka plocha dimenze n — 1) a g(x) : I' = R je
spojita funkce.
Rekneme, Ze podminka (3) je necharakteristickd v bodé (g, z) grafu g,
jestlize

(a1(xo, 20), - - - an(xo, 20)) - n(x0) # 0
kde 2o = g(z0) a n(zo) je normalovy vektor ke T' v bodé xo. Receno jinak:
vektor (ai(xo, 20), - - -, an(xo, 20)) neni teény ke I

Véta IV.1.* [Lokdln{ existence feSeni rovnice 1. tadu.] Je ddna rovnice (1)
s pocéteéni podminkou (3). Necht zq € Q a zp = g(xq) spliuji:

1. funkce aj(x,u), f(z,u) jsou tifdy C' na jistém okolf
2. podminka (3) je necharakteristickd v bodé (xg, zo) bodu (xo, 20)

Potom existuje u(z) € C* na jistém okoli bodu zg, kterd je klasickym fesenim

(1), (3).

4Bez dukazu.
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