
posledńı úprava 15. ledna 2025

I. Laplaceova rovnice.

Značeńı a terminologie. Laplace̊uv operátor (laplacián) ∆u = div∇u =∑d
j=1

∂2u
∂x2

j
, kde u : Ω → R, Ω ⊂ Rd otevřená.

• Laplaceova rovnice: ∆u = 0
• Poissonova rovnice: ∆u = f
• Helmholtzova rovnice: λu−∆u = 0 (fakticky problém vlastńıch č́ısel ∆)
• Dirichletova úloha: ∆u = 0 v Ω s danou okrajovou podmı́nkou u = g na
∂Ω.

Definice. Funkce u se nazve harmonická v Ω, jestliže ∆u(x) = 0 pro ∀x ∈ Ω.

Věta I.1. [Slabý princip maxima pro harmonické funkce.] Necht’ u ∈ C(Ω)∩
C2(Ω), kde Ω je omezená množina. Necht’ ∆u ≥ 0 v Ω. Potom u nabývá
maxima na hranici. Podrobněji řečeno: maxΩ u = max∂Ω u.

Poznámky.
• ekvivalentně řečeno: u(x) ≤ max∂Ω u, pro ∀x ∈ Ω
• zrcadlová verze: . . .∆u ≤ 0 v Ω =⇒ minimum se nabývá na hranici

Důsledek. Jednoznačnost (klasického) řešeńı úlohy ∆u = f v Ω, u = g na
∂Ω, pro omezenou Ω.

Značeńı. Je-li f ∈ L1(M) a 0 < λ(M) < ∞, definujeme pr̊uměrový integrál
jako

ffl
M
f dλ = 1

λ(M)

´
M
f dλ. Nás budou zaj́ımat předevš́ım pr̊uměrové in-

tegrály přes koule a sféry, tj.

 
B(x0,r)

f dx =
1

λ(B(x0, r))

ˆ
B(x0,r)

f dx

 
S(x0,r)

f dσ =
1

σ(S(x0, r))

ˆ
S(x0,r)

f dσ

kde

B(x0, r) = {x ∈ Rd; |x− x0| < r}
S(x0, r) = ∂B(x0, r) = {x ∈ Rd; |x− x0| = r}

je koule resp. sféra v Rd a λ resp. σ př́ıslušná objemová (Lebesgueova) resp.
plošná mı́ra. Připomeňme, že λ(B(x0, r)) = αdr

d, σ(S(x0, r)) = βdr
d−1, kde

αd resp. βd je objem resp. povrch jednotkové koule (resp. sféry) v Rd. Plat́ı:
βd = dαd, αd = πd/2/Γ(1 + d/2).
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Lemma I.1. [O sférických pr̊uměrech.] Necht’ u ∈ C1(Ω), necht’ B(x0, r) ⊂ Ω
je pevná koule. Označme

ϕ(t) =

 
S(x0,r)

u dσ, t ∈ (0, r).

Potom plat́ı:

1. ϕ′(t) =
ffl
S(x0,t)

∇u · n dσ, kde n je vněǰśı normála k př́ıslušné sféře;

2. limt→0+ ϕ(t) = u(x0).

Věta I.2. [Vlastnost pr̊uměru harmonické funkce.] Necht’ u je harmonická v
Ω. Potom pro každou kouli B(x0, r) ⊂ Ω plat́ı

u(x0) =

 
S(x0,r)

u dσ =

 
B(x0,r)

u dx

Poznámka. Plat́ı i opačná implikace: u ∈ C2(Ω) splňuje u(x0) =
ffl
S(x0,r)

u dσ

pro každou sféru S(x0, r) ⊂ Ω, pak už nutně ∆u = 0 všude v Ω.

Věta I.3. [Silný princip maxima pro harmonické funkce.] Necht’ u je harmo-
nická v Ω, kde Ω je souvislá. Necht’ u nabývá v Ω svého maxima. Potom u
je konstantńı.

Věta I.4. 1 [Harnackova nerovnost.] Necht’ u je harmonická, nezáporná v Ω,
kde Ω je souvislá. Potom pro každou Ω′ ⊂⊂ Ω existuje C tak, že

sup
Ω′

u ≤ C inf
Ω′

u

Věta I.5. [Liouvilleova věta.] Necht’ u je harmonická, omezená v Rd. Potom
u je konstantńı.

Poznámka. Z Gaussovy věty (pro F = v∇u) dostaneme snadno tzv. Gree-
novy identity

ˆ
Ω

∇v · ∇u+ v∆u dx =

ˆ
∂Ω

v
∂u

∂n
dσ (G1)

ˆ
Ω

v∆u− u∆v dx =

ˆ
∂Ω

v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n
dσ (G2)

Odsud snadno plyne nezápornost vlastńıch č́ısel operátoru −∆, s vhodnou
okrajovou podmı́nkou (Dirichlet/Neumann).

1Důkaz jen pro Ω′ malá koule.
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Poznámky. Nyńı se dočasně omeźıme na situaci Ω ⊂ R2. Dvojici funkćı
(x, y) 7→ (f1(x, y), f2(x, y)) jdoućı z R2 do R2 budeme přirozeně ztotožňovat
s funkćı z 7→ f(z) jdoućı z C do C, kde z = x + iy a f = f1 + if2. Taktéž
Ω ⊂ R2 budeme ztotožňovat s Ω ⊂ C.
Definice. Necht’ Ω ⊂ C je otevřená. Funkce f(z) : Ω → C se nazve konformńı
v Ω, jestliže

1. f je vzájemně jednoznačná (tj. prostá a ,,na“)

2. f je holomorfńı v Ω

3. f ′(z) ̸= 0 všude v Ω

Poznámky. Z poznatk̊u komplexńı analýzy plyne mimo jiné:
1O je-li f konformńı v Ω, je také f−1 konformńı v f(Ω)
2O f (a potažmo f1, f2) jsou nekonečně diferencovatelné a plat́ı tzv. Cauchy-
Riemannovy podmı́nky

∂f1
∂x

=
∂f2
∂y

,
∂f1
∂y

= −∂f2
∂x

.

jakož i vztahy

f ′(z) =
∂f1
∂x

+ i
∂f2
∂x

=
∂f2
∂y

− i
∂f1
∂y

3O funkce f1, f2 jsou harmonické v Ω (plyne snadno z C.R. podmı́nek a
záměnnosti parciálńıch derivaćı)
4O funkce f (chápaná z R2 to R2) je difeomorfismus a

Jf =

∣∣∣∣∣∂f1∂x
∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

∣∣∣∣∣ = ∥∇f1∥2 = ∥∇f2∥2 = |f ′(z)|2

Věta I.6. Necht’ Ω, G ⊂ R2 jsou oblasti. Necht’ f : Ω → G je konformńı
zobrazeńı a necht’ pro funkce u(x, y) : Ω → R, v(ξ, η) : G → R plat́ı, že
u = v ◦ f . Potom:

1. 2 Je-li v ∈ C1(G), je také u ∈ C1(Ω) a označ́ıme-li

−Eu =
∂u

∂x
+ i

∂u

∂y
, −Ev =

∂v

∂ξ
+ i

∂v

∂η
,

tak plat́ı
Eu =

(
Ev ◦ f

)
f ′.

2Tuto část věty jsme nedokazovali.
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2. Je-li v ∈ C2(G), je také u ∈ C2(Ω) a plat́ı

∆u =
(
∆v ◦ f

)
|Jf | .

3. Je-li v ∈ L1
loc(G) a −∆v = δa v D′(G), pak u ∈ L1

loc(Ω) a −∆u = δf−1(a)

v D′(Ω).

Poznámka. Části 2 a 3 předchoźı věty plat́ı i za předpokladu holomorfnosti
f(z) mı́sto f(z).

Odvozeńı. [Poissonovo jádro – poloprostor.] Uvažujme úlohu

∆u = 0 v Ω = Rd × (0,∞)

u = h v Ω = Rd × {0}

Fourierovou metodou lze odvodit û(ξ, y) = exp(−2π|ξ|y)ĥ(ξ), tj.

u(x, y) = [P (·, y) ∗ h](x) =
ˆ
Rd

P (x− s, y)h(s) ds

kde P = P (x, y) je tzv. Poissonovo jádro, určené podmı́nkou P̂ (ξ, y) =
exp(−2π|ξ|y). Fourierovou inverźı dostaneme

P (x, y) =
2y

βd+1(|x|2 + y2)
d+1
2

speciálně pro d = 1 (tj. polorovinu) P (x, y) = y
π(x2+y2)

.

Opakováńı. Funkce

Φ(x) =

{
− 1

2π
ln |x|, d = 2

1
βd(d−2)

|x|2−d, d ≥ 3

je fundamentálńım řešeńım Laplaceovy rovnice; přesněji řečeno −∆Φ = δ0 v
Rd ve smyslu distribućı. Daľśı vlasnosti:
1O Φ(x) a ∇Φ(x) = −x

βd|x|d
jsou L1

loc v Rd

2O Φ(x) je nekonečně hladká, radiálńı a harmonická pro x ̸= 0
3O naopak: Ψ(x) někonečně hladká, radiálńı a harmonická mimo počátek
=⇒ Ψ(x) = aΦ(x) + b pro vhodné konstanty

Věta I.7. [O třech potenciálech.] Necht’ Ω ⊂ Rd je rozumná oblast, necht’

u(x) je C2 na nějakém okoĺı Ω. Potom pro každé x ∈ Ω plat́ı

u(x) =

ˆ
Ω

−∆u(y)Φ(y − x) dy +

ˆ
∂Ω

∂u

∂n
(y)Φ(y − x)− u(y)

∂Φ

∂n
(y − x) dσ(y)
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kde Φ je fundamentálńı řešeńı Laplaceovy rovnice, definované výše.

Věta I.8. [O Greenově funkci.] Necht’ u(x) je řešeńı úlohy

−∆u = f v Ω

u = h na ∂Ω
(LP)

které je C2 na nějakém okoĺı Ω, kde Ω je rozumná oblast. Necht’ pro každé
x ∈ Ω pevné existuje

”
korektor” ϕx = ϕx(y), tj. řešeńı úlohy

∆ϕx(y) = 0, y ∈ Ω

ϕx(y) = Φ(y − x), y ∈ ∂Ω
(KO)

které je C2 na nějakém okoĺı Ω, kde Φ je fundamentálńı řešeńı Laplaceovy
rovnice. Potom lze psát

u(x) =

ˆ
Ω

f(y)G(x, y) dy −
ˆ
∂Ω

h(y)
∂G

∂n
(x, y) dσ(y) ∀x ∈ Ω

kde G(x, y) = Φ(y − x)− ϕx(y)

je takzvaná Greenova funkce úlohy (LP).

Poznámka. Normálové derivace v předchoźıch větách chápeme vždy podle
proměnné y, tj. jako ∇y · n(y).
Odvozeńı. [Greenova funkce – poloprostor.] Máme Ω = {x ∈ Rd; xd > 0},
tj. ∂Ω = {x ∈ Rd; xd = 0}. Vněǰśı normála n = (0, . . . , 0,−1).
Korektor: ϕx(y) = Φ(y − x̃), kde x̃ = (x1, . . . , xd−1,−xd). Po úpravě máme
−∂G

∂n
(x, y) = 2xd

βd|y−x|d , pokud y ∈ ∂Ω, což je ve shodě s tvarem Poissonova
jádra, odvozeného výše.

Odvozeńı. [Greenova funkce – koule.] Máme Ω = B(0, 1), tj. ∂Ω = S(0, 1).
Korektor bereme jako ϕx(y) = Φ(|x|(y − x̃)), kde x̃ = x/|x|2 je tzv. sférická

inverze. Po úpravě máme −∂G
∂n

(x, y) = 1−|x|2
βd|x−y|d , y ∈ S(0, 1), což je tzv. Pois-

sonovo jádro pro kouli.

Pro obecný poloměr r > 0 máme P (x, y) = r2−|x|2
βdr|x−y|d , y ∈ S(0, r).

II. Rovnice vedeńı tepla.

Rovnićı vedeńı tepla (RVT) rozumı́me

∂tu−∆u = f(x, t) (x, t) ∈ Ω× (0, T ]

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω

u(x, t) = g(x, t) (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ]
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kde u0(x) je počátečńı podmı́nka, g(x, t) je Dirichletova okrajová podmı́nka.
Také budeme uvažovat Neumannovu okrajovou podmı́nku

∂u

∂n
(x, t) = h(x, t) x ∈ Ω

Př́ıpad Ω = Rd (takto bez okrajové podmı́nky) se nazývá Cauchyho úloha.

Značeńı. Definujeme parabolický válec ΩT = Ω× (0, T ] a parabolickou hra-
nici ΓT = Ω× 0 ∪ ∂Ω× (0, T ]. Plat́ı ΓT = ΩT \ ΩT .
Řešeńı budeme uvažovat klasické, tj. u ∈ C(ΩT ) ∩ C1

t (ΩT ) ∩ C2
x(ΩT ), dle

potřeby i lepš́ı.

Věta II.1 [Princip maxima pro RVT.] Necht’ Ω je omezená, necht’ u je kla-
sické řešeńı ∂tu−∆u ≤ 0. Potom maxΩT

u = maxΓT
u.

Věta II.2 [Princip maxima pro RVT - Cauchyho úloha.] Necht’ u je kla-
sické řešeńı ∂tu − ∆u ≤ 0 v Rd × (0, T ], necht’ u je shora omezené. Potom
supRd×[0,T ] u = supRd×{0} u.

Poznámka. Předpoklad omezenosti shora nelze vynechat; lze jej ale oslabit
např. na odhad typu u(x, t) ≤ c exp(a|x|2).
Plat́ı zrcadlové verze uvedených vět (tj. předpoklad ∂tu − ∆u ≥ 0, závěry
pro minima resp. infima).

Důsledky. RVT má nejvýše jedno klasické řešeńı v následuj́ıćıch př́ıpadech:

� Ω omezená s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou

� Cauchyho úloha s požadavkem omezenosti řešeńı

Věta II.3. [Energetická rovnost pro (RVT).] Necht’ u je klasické řešeńı (RVT)
v ΩT s nulovou pravou stranou a nulovou okrajovou (Dirichletovou nebo
Neumannovou) podmı́nkou. Necht’ Ω je omezená množina. Potom pro každé
τ ∈ [0, T ]

1

2

ˆ
Ω

u2(x, τ)dx+

ˆ τ

0

ˆ
Ω

|∇u|2(x, t)dxdt = 1

2

ˆ
Ω

u2
0(x)dx.

Poznámka. Fakticky věta vyžaduje, aby Ω byla
”
rozumná”, nav́ıc u je hladké

až do hranice (abychom mohli už́ıt Gaussovu větu). Plat́ı i pro Ω neomezenou,
předpokládáme-li konvergenci uvedených integrál̊u.

Důsledek. Jednoznačnost řešeńı (RVT) za uvedených podmı́nek.

Lemma II.1. [Log-konvexita energie pro (RVT).] Necht’ Ω je omezená; ne-
cht’ u je klasické řešeńı (RVT) v ΩT s nulovou pravou stranou a okrajovou
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(Dirichletovou nebo Neumannovou) podmı́nkou. Necht’ e(t) =
´
Ω
u2(x, t) dx

je kladná na nějakém I ⊂ [0, T ]. Potom ℓ(t) = log e(t) je na I konvexńı.

Důsledek. Zpětná jednoznačnost pro (RVT): je-li (za uvedených podmı́nek)
e(T ) = 0, je už nutně e(t) = 0 pro všechna t ∈ [0, T ).

Definice. Fundamentálńı řešeńı (RVT) nebo též tepelné jádro je definováno
jako

G(x, t) = (4πt)−d/2 exp

(
−|x|2

4t

)
Y (t)

kde Y (t) je Heavisideova funkce.

Lemma II.2 [O fundamentálńım řešeńı jisté ODR.] Necht’ y je řešeńı rovnice

y(n) + a1y
(n−1) + . . . any = 0, (O)

s počátečńı podmı́nkou

y(0) = y′(0) = · · · = y(n−2)(0) = 0, y(n−1)(0) = 1.

Potom funkce
x(t) := y(t)Y (t)

je fundamentálńı řešeńı rovnice (O).

Př́ıklady. 1O u(t) = exp(−at)Y (t) je f.̌r. rovnice x′ + ax = 0.
2O u(t) = Y (t) sin(bt)/b je f.̌r. rovnice x′′ + b2x = 0.

Věta II.4 [Vlastnosti tepelného jádra.] Funkce G(x, t) definovaná výše má
následuj́ıćı vlastnosti:

1. G(x, t) = 0 pro t < 0, G(x, t) > 0 a
´
Rd G(x, t) dx = 1 pro t > 0

2. pro t > 0 je G(x, t) nekonečně hladká a splňuje zde (RVT)

3. ∂tG−∆G = δ(0,0)(x, t) ve smyslu distribućı v Rd+1

4. G(x, t) → δ0(x) pro t → 0+ ve smyslu distribućı v Rd

Věta II.5 [Řešeńı Cauchyho úlohy pro (RVT).] Necht’ u0 ∈ Cb(Rd), f ∈
C2

b (Rd × [0, T ]). Potom

1. Funkce u(x, t) = G(·, t) ∗ u0(x) =
´
Rd G(x − y, t)u0(y) dy je klasické

řešeńı (RVT) v Rd × [0, T ] s počátečńı podmı́nkou u0(x) a nulovou
pravou stranou.
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2. Funkce u(x, t) = G ∗ f(x, t) =
´ t

0

´
Rd G(x − y, t − s)f(y, s) dyds je

klasické řešeńı (RVT) v Rd × [0, T ] s nulovou počátečńı podmı́nkou a
pravou stranou f(x, t).

Poznámky. Daľśı vlastnosti RVT:

� škálováńı: je-li λ ̸= 0, pak funkce u(x, t) řeš́ı RVT ⇐⇒ funkce
u(λx, λ2t) řeš́ı RVT

� vlastnost pr̊uměru: pro r > 0 definujme
”
tepelnou kouli”

E(0, 0; r) = {(x, t) ∈ Rd+1; G(x, t) > r−d}

Potom

u(x, t) =
1

4rd

ˆ
E(0,0;r)

u(x− y, t− s)
|y|2

s2
dyds

kdykoliv (x, t) + E(0, 0; r) ⊂ ΩT . Důsledek: silný princip maxima pro
RVT.

� Harnackova nerovnost

III. Vlnová rovnice.

Vlnovou rovnićı (VR) rozumı́me

∂ttu−∆u = f(x, t) (x, t) ∈ Ω× (0, T ]

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω

∂t(x, 0) = u1(x) x ∈ Ω

u(x, t) = g(x, t) (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ]

kde u0(x) je počátečńı podmı́nka, g(x, t) je Dirichletova okrajová podmı́nka.
Také budeme uvažovat Neumannovu okrajovou podmı́nku

∂u

∂n
(x, t) = h(x, t) x ∈ Ω

Př́ıpad Ω = Rd (tedy bez okrajové podmı́nky) se nazývá Cauchyho úloha.

Věta III.1. [Energetická rovnost pro (VR).] Necht’ Ω je omezená; necht’ u je
klasické řešeńı (VR), kde f = 0 a g = 0 respektive h = 0. Potom pro každé
τ ∈ (0, T ]

ˆ
Ω

{
(∂tu)

2(x, τ) + |∇u|2(x, τ)
}
dx =

ˆ
Ω

{
u2
1(x) + |∇u0|2(x)

}
dx.
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Poznámka. Věta nav́ıc vyžaduje, aby Ω byla
”
rozumná” v tom smyslu, že

pro ni plat́ı Gaussova věta. Věta plat́ı i pro Ω neomezenou, je ale třeba nav́ıc
předpokládat konečnost uvedených integrál̊u.

Důsledek. Jednoznačnost (dopředná i zpětná) klasického řešeńı VR.

Věta III.2. [Princip š́ı̌reńı vlny.] Necht’ u je klasické řešeńı (VR); necht’

B(x0, R) ⊂ Ω a necht’ f = 0 na P (x0, R), kde znač́ıme

P (x0, R) =
{
(x, t); |x− x0| < R− t

}
.

Potom pro každé τ ∈ (0, R]

ˆ

B(x0,R−τ)

{
(∂tu)

2(x, τ) + |∇u|2(x, τ)
}
dx ≤

ˆ

B(x0,R)

{
u2
1(x) + |∇u0|2(x)

}
dx.

Důsledek. Necht’ u, ũ jsou klasická řešeńı (VR). Jestliže jejich počátečńı
podmı́nky se shoduj́ı v B(x0, R) ⊂ Ω a pravé strany se shoduj́ı v P (x0, R),
pak u, ũ se shoduj́ı v P (x0, R).

Důsledek. Cauchyova úloha pro (VR) má nejvýše jedno klasické řešeńı.

Výpočet. [d’Alembert.] V př́ıpadě Cauchyho úlohy na př́ımce lze (obecné)
řešeńı (RV) psát jako u(x, t) = F (x + t) + G(x− t), kde F , G, jsou vhodné
funkce.

Poznámka. Srovnáńı vlastnost́ı (RVT) a (VR):

� (RVT): řešeńı je pro t > 0 nekonečně hladké, signál se š́ı̌ŕı nekonečnou
rychlost́ı, v rovnici nelze obecně obrátit čas

� (VR): řešeńı má stejnou hladkost jako počátečńı podmı́nka, signál se
š́ı̌ŕı konečnou rychlost́ı, obráceńı času vede na tutéž rovnici

Věta III.3. [Fundamentálńı řešeńı (VR).] Fundamentálńım řešeńım (VR) s
rychlost́ı š́ı̌reńı vlny c > 0 jsou distribuce

H(x, t) =
1

2c
Y (ct− |x|)Y (t), d = 1,

H(x, t) =
Y (ct− |x|)Y (t)

2πc
√

c2t2 − |x|2
, d = 2,

H(x, t) =
νct(x)

4πc2t
Y (t), d = 3,
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kde Y je Heavisideova funkce a νr je plošná mı́ra na sféře o poloměru r, tj.
distribuce v R3, definovaná vztahem

⟨νr, φ⟩ =
ˆ
|x|=r

φ(x) dσ(x)

Poznámky k výpočt̊um. V předchoźı větě se odvozuje, že Fourierova trans-
formace fundamentálńıho řešeńı splňuje (nezávisle na dimenzi):

Ĥ(ξ, t) =
sin(2π|ξ|ct)

2π|ξ|c

K výpočtu př́ıslušné inverze se užij́ı vzorce:

r̂ect(ξ) =
sin(πξ)

πξ
, d = 1

ν̂r(ξ) =
2r

|ξ|
sin(2π|ξ|r) , d = 3

kde rect je čtvercová funkce (=charakteristická funkce intervalu (1
2
, 1
2
)) a νr

je výše zmı́něná sférická mı́ra. Př́ıpad d = 2 lze źıskat z d = 3 tzv. metodou
sestupu.

Věta III.4. [Řešeńı Cauchyho úlohy pro (VR).] Necht’ u0(x), u1(x) a f(x, t)
jsou tř́ıdy C2. Potom existuje klasické řešeńı (VR) s rychlost́ı š́ı̌reńı vlny
c > 0 a lze je vyjádřit ve tvaru

u(x, t) = H(·, t) ∗ u1(x) + ∂tH(·, t) ∗ u0(x) +H ∗ f(x, t)

=
∂

∂t

ˆ
Rd

H(x− y, t)u0(y) dy +

ˆ
Rd

H(x− y, t)u1(y) dy

+

ˆ t

0

ˆ
Rd

H(x− y, t− s)f(y, s) dyds

Komentář. Konkrétńı rozvedeńı výše uvedené formule:

d = 1

u(x, t) =
1

2

(
u0(x− ct) + u0(x+ ct)

)
+

1

2c

ˆ x+ct

x−ct

u1(y) dy

+
1

2c

ˆ t

0

ˆ x+c(t−s)

x−c(t−s)

f(y, s) dyds
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d = 2

u(x, t) =
1

2πc

∂

∂t

(ˆ
|x−y|<ct

u0(y) dy√
c2t2 − |x− y|2

)

+
1

2πc

ˆ
|x−y|<ct

u1(y) dy√
c2t2 − |x− y|2

+
1

2πc

ˆ t

0

ˆ
|x−y|<c(t−s)

f(y, s) dyds√
c2(t− s)2 − |x− y|2

d = 3

u(x, t) =
1

4πc2
∂

∂t

(
1

t

ˆ
|x−y|=ct

u0(y) dy

)
+

1

4πc2t

ˆ
|x−y|=ct

u1(y) dy

+
1

4πc2

ˆ t

0

1

t− s

ˆ
|x−y|=c(t−s)

f(y, s) dyds

IV. Rovnice prvńıho řádu. 3

Definice. Kvazilineárńı rovnićı prvńıho řádu rozumı́me

n∑
j=1

aj(x, u)
∂u

∂xj

= f(x, u) (1)

pro neznámou funkci u = u(x), x ∈ Ω ⊂ Rn. Předpokládáme aj(x, u), f(x, u)
spojité a

∑
j |aj(x, u)| > 0 pro x ∈ Ω, u ∈ R.

Terminologie.
• homogenńı rovnice, pokud f(x, u) = 0
• lineárńı rovnice, pokud aj = aj(x), f = f(x), tj. nezáviśı na u
• obecná rovnice prvńıho řádu: F (x, u,∇u) = 0 – nebudeme uvažovat

Poznámky. Řešeńım (klasickým) rovnice (1) v Ω rozumı́me funkci u(x) :
Ω → R tř́ıdy C1, splňuj́ıćı

∑n
j=1 aj(x, u(x))

∂u
∂xj

(x) = f(x, u(x)) pro každé

x ∈ Ω. Geometrická interpretace: vektor (a1(x, u), . . . , an(x, u), f(x, u)) je
tečný ke grafu u

Definice. Charakteristickou křivkou (charakteristikou) rovnice (1) rozumı́me
řešeńı (x(t), z(t)) soustavy

x′
j = aj(x, z) j = 1, . . . , n

z′ = f(x, z)
(2)

3Tato kapitola nebude požadována u zkoušky.
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Postač́ı nám lokálńı řešeńı, pro t ∈ (−δ, δ), s počátečńımi podmı́nkami x(0) =
x0 ∈ Ω, z(0) = z0 ∈ R. (Jeho existence je zaručena z Peanovy věty.)

Lemma IV.1. Funkce u(x) ∈ C1(Ω) je řešeńım rovnice (1) v Ω, právě když
jej́ı graf je sjednoceńım charakteristických křivek.

Komentář. Posledně uvedená vlastnost znamená: libovolným bodem (x0, z0)
grafu funkce u procháźı charakteristika, která lež́ı celá na grafu funkce u.
Podrobněji řečeno: pokud z0 = u(x0), kde x0 ∈ Ω, pak existuje (x(t), z(t))
řešeńı (2), definované v intervalu (−δ, δ) takové, že x(0) = x0 a z(0) = z0, a
toto řešeńı splňuje z(t) = u(x(t)) pro všechna t ∈ (−δ, δ).

Definice. Počátečńı podmı́nku k rovnici (1) zadáváme ve tvaru

u(x) = g(x), x ∈ Γ , (3)

kde Γ ⊂ Ω je nadplocha (tj. hladká plocha dimenze n− 1) a g(x) : Γ → R je
spojitá funkce.
Řekneme, že podmı́nka (3) je necharakteristická v bodě (x0, z0) grafu g,
jestliže

(a1(x0, z0), . . . , an(x0, z0)) · n(x0) ̸= 0

kde z0 = g(x0) a n(x0) je normálový vektor ke Γ v bodě x0. Řečeno jinak:
vektor (a1(x0, z0), . . . , an(x0, z0)) neńı tečný ke Γ.

Věta IV.1.4 [Lokálńı existence řešeńı rovnice 1. řádu.] Je dána rovnice (1)
s počátečńı podmı́nkou (3). Necht’ x0 ∈ Ω a z0 = g(x0) splňuj́ı:

1. funkce aj(x, u), f(x, u) jsou tř́ıdy C1 na jistém okoĺı

2. podmı́nka (3) je necharakteristická v bodě (x0, z0) bodu (x0, z0)

Potom existuje u(x) ∈ C1 na jistém okoĺı bodu x0, která je klasickým řešeńım
(1), (3).

4Bez d̊ukazu.
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