
Variace konstant – integrálńı tvar.

Variaćı konstant se někdy rozumı́ vyjádřeńı partikulárńıho řešeńı jako kon-
voluce pravé strany a vhodného řešeńı homogenńı úlohy. Źıskaný explicitńı
vzorec je též užitečný d́ıky vyjádřeńı počátečńıch podmı́nek.
Zformulujme tvrzeńı pro jednoduchost pouze pro rovnici s konstantńımi ko-
eficienty:

K [y] = f(t) , (1)

kde K [y] = a0y
(n) + a1y

(n−1) + · · · + an.

Věta 1. Necht’ ω(t) je řešeńı homogenńı úlohy K [y] = 0 s počátečńımi
podmı́nkami

ω(0) = ω′(0) = · · · = ω(n−2)(0) = 0 ,

ω(n−1)(0) =
1

a0

.
(2)

Potom

yp(t) =

∫ t

0

ω(t− s)f(s) ds (3)

je řešeńı úlohy (1) s nulovými počátečńımi podmı́nkami:

y(0) = y′(0) = · · · = y(n−1)(0) = 0 . (4)

Před d̊ukazem se pod́ıvejme na dva ilustrativńı př́ıklady.

Př́ıklad 1. Máme rovnici y′′ + a2y = f(t). Fundamentálńı systém zvolme
y1(t) = cos at, y2(t) = 1

a
sin at. Všimněme si, že y2(0) = 0, y′

2(0) = 1, tj. y2

je hledané ω – řešeńı homogenńı úlohy s počátečńımi podmı́nkami (2). Tud́ıž
yp(t) = 1

a

∫ t

0
sin[a(t − s)]f(s) ds a obecné řešeńı má tvar

y(t) = c1 cos at +
c2

a
sin at +

∫ t

0

sin[a(t − s)]

a
f(s) ds .

Porovnáńım počátečńıch podmı́nek nav́ıc zjist́ıme, že c1 = y(0), c2 = y′(0).

Př́ıklad 1. Necht’ x(t) je C2 funkce a x′′(t) + x′(t) + x(t) → 0 pro t → ∞.

Potom x(t) → 0 pro t → ∞.

Tuto úlohu (z řešitelského semináře) snadno vyřeš́ıme pomoćı Věty 1. Uvě-
domme si, že x(t) je řešeńı úlohy

y′′ + y′ + y = f(t) (5)

kde f(t) := x′′(t) + x′(t) + x(t). Charakteristický polynom má kořeny (−1 ±
i
√

3)/2, tj. fundamentálńı systém tvoř́ı funkce {y1(t), y2(t)}, kde y1(t) =

1



exp(−t/2) cos
√

3t/2, y2(t) = exp(−t/2) sin
√

3t/2. Nav́ıc ω(t) := 2y2(t)/
√

3
splňuje zjevně podmı́nky (2). Obecné řešeńı rovnice (5) (a tedy i x(t)) má
tvar

c1y1(t) + c2y2(t) +
2√
3

∫ t

0

y2(t − s)f(s) ds .

Tvrd́ıme, že toto jde do 0 pro t → ∞. Prvńı dva členy jsou jasné, zbývá
odhadnout integrál, což se provede standardńım roztržeńım na dva kusy.
Protože f(t) → 0 pro t → ∞, zvoĺım K > 0 tak, že |f(t)| ≤ ε pro t > K. S
využit́ım odhadu |y2(t − s)| ≤ exp(−(t − s)/2) máme pro t > K

∣
∣

∫ t

0

y2(t − s)f(s) ds
∣
∣ ≤

∫ K

0

e−(t−s)/2 f(s) ds + ε

∫ t

K

e−(t−s)/2 ds

= e−t/2

∫ K

0

es/2 f(s) ds + 2ε
(
1 − e−(t−K)/2

)

︸ ︷︷ ︸

≤1

.

To je pro t dost velké menš́ı než 3ε, č́ımž je d̊ukaz hotov. �

K d̊ukazu Věty 1 je potřeba následuj́ıćı pomocné tvrzeńı, které je zaj́ımavé
samo o sobě.

Lemma 1. Necht’

F (t) =

∫ t

0

φ(t, s) ds

kde φ je C1 funkce. Potom

F ′(t) = φ(t, t) +

∫ t

0

∂φ

∂t
(t, s) ds .

D̊ukaz Lemmatu 1. Jedná se vlastně o kombinaci derivace podle parametru
a horńı meze. Začneme definićı derivace

1

h

(
F (t + h) − F (t)

)
=

1

h

(
∫ t+h

0

φ(t + h, s) ds −
∫ t

0

φ(t, s) ds
)
,

což rozeṕı̌seme jako

1

h

(
∫ t+h

0

φ(t, s) ds −
∫ t

0

φ(t, s) ds
)

+
1

h

∫ t

0

[
φ(t + h, s) ds − φ(t, s)

]
ds

=:
1

h
P1(h) +

1

h
P2(h) ,

2



plus zbytkový člen 1
h
P3(h), kde

P3(h) :=

∫ t+h

0

φ(t+h, s) ds−
∫ t+h

0

φ(t, s) ds−
∫ t

0

φ(t+h, s) ds+

∫ t

0

φ(t, s) ds .

Nyńı
1

h
P1(h) =

1

h

∫ t+h

t

φ(t, s) ds → φ(t, t) ;

to je obyčejná derivace integrálu dle horńı meze (t v integrandu je pevné),
zat́ımco

P2(h) →
∫ t

0

∂φ

∂t
(t, s) ds ,

– nebot’ zde máme derivaci integrálu dle parametru (při neměnných meźıch);
patřičné předpoklady (majoranta) snadno plynou ze spojitosti a tud́ıž (lo-
kálńı) omezenosti φ a ∂φ

∂t
.

Člen P3(h) se zjednoduš́ı na

P3(h) =

∫ t+h

t

[
φ(t + h, s) − φ(t, s)

]
ds .

Dı́ky odhadu (věta o středńı hodnotě)

φ(t + h, s) − φ(t, s) =
∂φ

∂t
(t + θ(s), s) h , θ(s) ∈ (t, t + h)

a omezenosti ∂φ
∂t

je konečně

∣
∣P3(h)| ≤ |h|

∫ t+h

t

K|h| ds = K|h| → 0 .

�

Nyńı můžeme provést

D̊ukaz Věty 1. Dosad́ıme jednoduše (3) do (1). Dle Lemmatu 1 je

y′
p(t) = ω(0)

︸︷︷︸

=0

f(t) +

∫ t

0

ω′(t − s)f(s) ds =

∫ t

0

ω′(t − s)f(s) ds

s využit́ım (2). Opakovańım téhož argumentu dostaneme

y(k)
p (t) =

∫ t

0

ω(k)(t − s)f(s) ds , k = 0, . . . , n − 1 (6)
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a konečně

y(n)
p (t) = ω(n−1)(0)

︸ ︷︷ ︸

=1/a0

f(t) +

∫ t

0

ω(k)(t − s)f(s) ds ,

Je tedy

K [yp](t) = a0
1

a0
f(t) +

∫ t

0

K [ω]
︸ ︷︷ ︸

=0

(t − s)f(s) ds = f(t)

nebot’ ω je řešeńı homogenńı úlohy. Splněńı počátečńıch podmı́nek (4) plyne
z (6). �
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