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Série 1

N&drz o objemu 1500 1 na za¢atku obsahuje 600 1 vody a v ni 5 kg rozpusténé soli. Do nadrze vtéka voda
rychlosti 9 1/h s rozpusténou soli o znamé koncentraci u(t) kg/l. Uvazujte otdzku Jestlize solny roztok
vytékd z nddrze rychlosti 6 1/h, kolik soli bude v nddrzi ve chvili jejtho naplnéni? Sestavte ODR, jejimz
feSenim byste se dobrali odpovédi. Explicitné fesit ji ovSsem nemusite.

Oznaé¢ime-1i m(t) celkovou hmotnost soli v nadrzi v ¢ase ¢, vychdzejte z predpokladu, Ze roztok je vzdy
dokonale promiseny (tj. koncentrace je funkei ¢asu, ale ne mista v nadrzi) a ze

rychlost zmény m(t) = rychlost ptitoku m(t) — rychlost odtoku m(t).

Vysettete (i graficky) prubéh feseni nésledujicich diferencidlnich rovnic. Zaméfte se na

e existenci feseni

e jednoznacnost TeSeni

e staciondrni (tj. konstantni) Fesen{
e monotonii (véetné typu) a extrémy
e konvexitu, konkavitu, inflexni body

e co kdyz se feseni blizi problematickym bodum

v =tz +1)
' =zln(x + 3)

Resen{ rovnice 2’ = tIn(z) md v ¢ase t = 1 hodnotu (1) = 1. V jakém ¢ase dosahne hodnoty 2?

Dokazte Darbouzovu vétu: Bud I otevieny interval a f : I — R funkce diferencovatelns na I. Potom
1" je darbouxovskd, tj. pro kazdé dva body a,b € I takové, ze a < b, a kazdou hodnotu ¢ lezic{ mezi
f'(a) a f'(b) existuje bod ¢ € [a, b] spliujici f/(c) = €.

Ndvod: Pro netrividlni pfipad zkoumejte funkci g(t) = f(¢t) — &t.

)
)
(a) Reseni rovnice ' = (x +1)/(t + 1) ma v ¢ase t = 1 hodnotu z(1) = 2. Kdy dosahne hodnoty 4?
)
)

(b) Co lze Fici o existenci fesen{ rovnice ' = sgn(x) + 1, z(0) = 07

Jako autonomni rovnici oznatujeme rovnici ve tvaru 2’ = f(z), kde f bud napf. spojitd realna funkce na
intervalu. Ukazte, ze:

(a) Kazdé feseni autonomni rovnice je monoténni.

Ndvod: Ukazte, ze je-li I C R interval and z: I — R diferencovatelna funkce, potom pro nemonoténni x musi existovat
t1,t2 € I spliujici z(t1) = z(t2) a 2’ (t1) # o' (t2).

(b) Jestlize existuje vlastn{ limita tlim x(t) = x1, pak nezbytné f(z;) = 0.
—00
Ndvod: Uijte z(b) — z(a) = fab @' (s) ds platici pro C1-funkce.

Proti trudnomyslnosti: Jste vézni zlého zalainika, ktery za spravné vyreseni hadanky nabizi svobodu. Je
vam déano 101 minci, z nichz je 51 pravych a 50 falesnych. VSsechny pravé mince jsou totozné. Falesné mince
jsou totozné s témi pravymi s tou vyjimkou, Ze se ve své hmotnosti od téch pravych lisi o 1 g (vSechny
nahodné vybere jednu minci a vasim tkolem je urcit, zda je prava ¢i falesnd. Pro vase rozhodnuti vam
zapujéi svou rovnoramennou vahu, kterd zobrazuje hmotnostni rozdil mezi levou a pravou miskou (napf.
je-li nalevo 8,3 g a napravo 10,3 g, ukdze véha —2 g). Muzete vazit libovolné ze 101 minci, ale vdhy smite
uzit pouze k jednomu méfeni. Jakou zvolit strategii k identifikaci mince?



