
Obyčejné diferenciálńı rovnice
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Série 1

1.1. Nádrž o objemu 1500 l na začátku obsahuje 600 l vody a v ńı 5 kg rozpuštěné soli. Do nádrže vtéká voda
rychlost́ı 9 l/h s rozpuštěnou soĺı o známé koncentraci µ(t) kg/l. Uvažujte otázku Jestlǐze solný roztok
vytéká z nádrže rychlost́ı 6 l/h, kolik soli bude v nádrži ve chv́ıli jej́ıho naplněńı? Sestavte ODR, jej́ımž
řešeńım byste se dobrali odpovědi. Explicitně řešit ji ovšem nemuśıte.

Označ́ıme-li m(t) celkovou hmotnost soli v nádrži v čase t, vycházejte z předpokladu, že roztok je vždy
dokonale promı́sený (tj. koncentrace je funkćı času, ale ne mı́sta v nádrži) a že

rychlost změny m(t) = rychlost př́ıtoku m(t)− rychlost odtoku m(t).

1.2. Vyšetřete (i graficky) pr̊uběh řešeńı následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic. Zaměřte se na

• existenci řešeńı

• jednoznačnost řešeńı

• stacionárńı (tj. konstantńı) řešeńı

• monotonii (včetně typu) a extrémy

• konvexitu, konkavitu, inflexńı body

• co když se řešeńı bĺıž́ı problematickým bod̊um

(a) x′ = t2(x+ 1)

(b) x′ = x ln(x+ 3)

1.3. (a) Řešeńı rovnice x′ = (x+ 1)/(t+ 1) má v čase t = 1 hodnotu x(1) = 2. Kdy dosáhne hodnoty 4?

(b) Řešeńı rovnice x′ = t ln(x) má v čase t = 1 hodnotu x(1) = 1. V jakém čase dosáhne hodnoty 2?

1.4. (a) Dokažte Darbouxovu větu: Bud’ I otevřený interval a f : I → R funkce diferencovatelná na I. Potom
f ′ je darbouxovská, tj. pro každé dva body a, b ∈ I takové, že a < b, a každou hodnotu ξ lež́ıćı mezi
f ′(a) a f ′(b) existuje bod c ∈ [a, b] splňuj́ıćı f ′(c) = ξ.

Návod: Pro netriviálńı př́ıpad zkoumejte funkci g(t) = f(t)− ξt.

(b) Co lze ř́ıci o existenci řešeńı rovnice x′ = sgn(x) + 1, x(0) = 0?

1.5. Jako autonomńı rovnićı označujeme rovnici ve tvaru x′ = f(x), kde f bud’ např. spojitá reálná funkce na
intervalu. Ukažte, že:

(a) Každé řešeńı autonomńı rovnice je monotónńı.

Návod: Ukažte, že je-li I ⊂ R interval and x : I → R diferencovatelná funkce, potom pro nemonotónńı x muśı existovat

t1, t2 ∈ I splňuj́ıćı x(t1) = x(t2) a x′(t1) 6= x′(t2).

(b) Jestliže existuje vlastńı limita lim
t→∞

x(t) = x1, pak nezbytně f(x1) = 0.

Návod: Uijte x(b)− x(a) =
∫ b
a x

′(s) ds plat́ıćı pro C1-funkce.

1.6. Proti trudnomyslnosti: Jste vězni zlého žalářńıka, který za správné vyřešeńı hádanky nab́ıźı svobodu. Je
vám dáno 101 minćı, z nichž je 51 pravých a 50 falešných. Všechny pravé mince jsou totožné. Falešné mince
jsou totožné s těmi pravými s tou výjimkou, že se ve své hmotnosti od těch pravých lǐśı o 1 g (všechny
falešné mince jsou o 1 g lehč́ı, nebo všecky o 1 g těžš́ı; jen žalářńık v́ı). Z této sb́ırky 101 minćı vám žalářńık
náhodně vybere jednu minci a vaš́ım úkolem je určit, zda je pravá či falešná. Pro vaše rozhodnut́ı vám
zap̊ujč́ı svou rovnoramennou váhu, která zobrazuje hmotnostńı rozd́ıl mezi levou a pravou miskou (např.
je-li nalevo 8,3 g a napravo 10,3 g, ukáže váha −2 g). Můžete vážit libovolné ze 101 minćı, ale váhy smı́te
už́ıt pouze k jednomu měřeńı. Jakou zvolit strategii k identifikaci mince?


