
Optimálńı regulace

1. Pohyb lokomotivy je dán rovnićı

ẍ = u .

Najděte u : [0,∞) → [−1, 1] takové, že x = ẋ = 0 nastane v nejkratš́ım
čase.

2. Závaž́ı na pružině se ř́ıd́ı rovnićı

ẍ + x = u .

Najděte u : [0,∞) → [−1, 1] takové, že x = ẋ = 0 nastane v nejkratš́ım
čase.

3. Národńı hospodářstv́ı se ř́ıd́ı rovnićı

ẋ = kux ,

kde k > 0 je dáno a u : [0, T ] → [0, 1] je procento reinvestic. Určete u

tak, že celková spotřeba, tj.∫
T

0

x(t)(1 − u(t)) dt ,

je maximálńı. Čas T > 0 je pevně daný.

4. Včely se ř́ıd́ı soustavou rovnic

ẇ = −µw + buw ,

q̇ = −νq + c(1 − u)w ,

kde w(t), q(t) je počet dělnic resp. královen a u : [0, T ] → [0, 1] určuje,
který typ potomstva je preferován. Kladné konstanty µ, ν, b, c jsou
dány. Najděte u tak, že q(T ) je maximálńı. Čas T > 0 je dán pevně.

5. (Kvadratický regulátor.) Určete u : [0, T ] → R tak, že
∫

T

0

x2(t) + u2(t) dt

je minimálńı, přičemž
ẋ = x + u .

Čas T > 0 je dán pevně.
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Poznámky k úlohám.

1. Podle (1) je u(t) = sgn(−h1t + h2), tedy u = ±1 a změna nastane
nejvýše jednou. Jak vypadaj́ı řešeńı v rovině x, y = ẋ pro u ≡ 1 resp.
u ≡ −1?

2. BÚNO (h1, h2) = (− cos a, sin a), potom u(t) = sgn sin(t + a), tj. op-
timálńı regulace stř́ıdá ±1 s intervalem π. Pro u ≡ 1 je uběhne řešeńı
v rovině x, y = ẋ polovinu kružnice se středem (0, 1).

3. Rovnice (2) ř́ıká ṗ = −1−u(kp−1), podle (4) u = 0 pro kp < 1, u = 1
pro kp > 1. Konstruujte p z podmı́nky p(T ) = 0 v čase zpět.

4. Soustava pro p vypadá ṗ1 = (µ−bu)p1−c(1−u)p2, ṗ2 = νp2, p1(T ) = 0,
p2(T ) = 1. Podle (4) je u = 1 pokud bp1 > cp2 a u = 0 jinak.
Postupujte z času T zpět.

5. Z principu maxima u(t) = p(t)/2, odtud soustava ẋ = x + p/2, ṗ =
2x − p.
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