
Pøíklady ke cvièení z MA 2a 2004/05

Zopakujte si pøíslu¹nou látku o funkcích více promìnných a øe¹te násleující pøík-
lady (teoretický základ byl probrán na konci minulého roèníku). Neopomeòte si
samostatnì dostateènì procvièit techniku derivování v Rm !

Cvièení 1: Jsou spojitá (prostá) zobrazení f , g

f : [x; y] �! [x2 + y2; 2xy ]; g : [x; y] �! [jx� yj; jx+ yj] ?

Uka¾te, ¾e f je prosté na mno¾inì f[x; y]; 0 � jyj � xg !

Cvièení 2: Doka¾te toto tvrzení: je-li f : Rm �! R
1 taková, ¾e pro v¹echna x

platí jf(x)j � jxj2, pak má f silnou derivaci v 0 = [0; : : :0].

Cvièení 3: Nech» f : R2 ! R
1 je diferencovatelná na R2 a D1f(y) = 0. Uka¾te,

¾e pak f(x; y) = g(x), kde g je funkce na R1 . Lze tvrzení zobecnit pro funkce m
promìnných? Platí pro ka¾dou oblast v Rm?

Cvièení 4: Je zobrazení f = (f1; f2; f3), kde

f1(x; y; z) = x+ y + z ; f2(x; y; z) = xy + yz + zx ; f3(x; y; z) = xyz ;

v nìjakém okolí bodu A = [ 1; 2; 3 ] prosté ?

Cvièení 5: Je zobrazení f = (f1; f2), kde

f1(x; y) = x3 ; f2(x; y) = y3 ;

v nìjakém okolí bodu A = [ 0; 0 ] prosté ? Je prosté na R2 ?

Cvièení 6: Je zobrazení f = (f1; f2), kde

f1(x; y) = x2 � y2 ; f2(x; y) = 2xy ;

lokálnì prosté v G = R
2 n f[ 0; 0 ]g? Je prosté na G ?

Cvièení 7: Pro funkci f = y(x) implicitnì de�novanou rovností x2+xy+y2�3 = 0
urèete f 0, f 00 a f 000 v okolí v¹ech bodù, kde je to mo¾né ! [ Pro x 6= �2y je

f 0(x) = �2x+ y

x+ 2y
; f 00(x) = � 18

(x+ 2y)3
; f 000(x) = � 162x

(x+ 2y)5
: ]

Cvièení 8: Z dvojice rovnic

x2 + 2xy � 3xu+ 4yv = 0 ;

4xy + x3u� 8yv + 2 = 0

vypoètìte u = f(x; y), v = g(x; y) a výsledek interpretujte ve svìtle vìty o impli-
citních funkcích ! [Výpoètem obdr¾íme (kde?!)

f(x; y)=
(x2+2xy)(6y�x2)+(x4+2x3y+12xy+6)y

3x(6y�x2) ; g(x; y)=
x4+2x3y+12xy+6

4y(6�x2) ;

najdìte fx; fy; gx; gy ! ]
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Cvièení 9: Urèete pro funkci z = z(x; y) urèenou implicitnì rovnicí

z3 � 3xyz = a3

parciální derivace Dxz, Dyz. Vypoètìte té¾ v¹echny druhé parciální derivace z !
[ Pro z2 6= xy je

@z

@x
=

yz

z2 � xy
;

@z

@y
=

xz

z2 � xy
;

@2z

@x2
= � xy3z

(z2 � xy)3
;

@2z

@x@y
=

z(z4 � 2xyz2 � x2y2)

(z2 � xy)3
;

@2z

@y2
= � 2x3yz

(z2 � xy)3

i

Cvièení 10: Urèete Taylorùv polynom stupnì 2 a také Taylorùv rozvoj funkce
f(x; y; z) = x3 + y3 + z3 � 3xyz v bodì [ 1; 1; 1 ] !

Cvièení 11: Uka¾te, ¾e pro pøibli¾ný výpoèet hodnot funkce lze odvodit vzorec

arctg
1 + x+ y

1� x+ y
� �=4 + x� xy !

Cvièení 12: Urèete Taylorovu øadu funkce f(x; y) = x=y pro bod [ 1; 1 ] ! Najdìte
také obor konvergence této øady.

h
f(x; y) = (1 + (x� 1))

1X
k=0

(�1)k(y � 1)k ; R � (0; 2)
i

Cvièení 13: Pro zobrazení x = � cosu cos v; y = � sinu cos v; z = � sin v (sférické
souøadnice) spoètìte jakobián

J(�; u; v) = det

������
x0� x0u x0v
y0� y0u y0v
z0� z0u z0v

������ :
Pro dal¹í standardní transformace spoètìte pøíslu¹né jakobiány za domácí cvièení;
vyplatí se zapomatovat si jejich hodnoty. [J(�; u; v) = �2 cos v]

Cvièení 14: Urèete hodnotu jakobiánu transformace inverzní ke þsférickým souøad-
nicímÿ !

Cvièení 15: Zkoumejte (lokální) extrémy funkce f v R2 , kde

f(x; y) = (1 + exp y) cosx� y exp y:

Cvièení 16: Najdìte vzdálenost pøímky a paraboly, které jsou popsány rovnicemi

x� y � 2 = 0; y = x2:

"
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Cvièení 17: Najdìte teènou rovinu k plo¹e popsané rovnicí x2 + 2y2 + 3z2 = 21
rovnobì¾nou s rovinou o rovnici x+ 4y + 62 = 0:

[x+ 4y + 62 = �21 (dvì øe¹ení) ]

Cvièení 18: Najdìte v¹echny body, ve kterých nastávají lokální extrémy funkce f
v R2 , kde

f(x; y) = x3 + 3xy2 � 3x2 � 3y2 + 4 !

[ Lokální minimum nastává v bodì [ 0; 0 ], lokální maximum nastává v bodì [ 2; 0 ],
v ostatních bodech lokální extrém nenastává (jsou to tzv. sedlové body). ]

Cvièení 19: V prostoru R3 najdìte v rovinì o rovnici

2x+ 3y � z � 1 = 0

bod, který je nejblí¾e poèátku [ 0; 0; 0 ] !
�
Extrém nastává v bodì [ 1=7; 3=14 ];

výsledek porovnejte se standardním vzorcem pro vzdálenost bodu od roviny.
�

Cvièení 20: V prostoru R3 najdìte v rovinì o rovnici

ax+ by � cz = d

bod, ve kterém nabývá minima funkce

f(x; y; z) = x2 + y2 + z2

a vypoèítejte hodnotu tohoto extrému !
�
Extrém fmin = d2=(a2 + b2 + c2);

výsledek opìt porovnejte se vzorcem pro vzdálenost bodu od roviny.
�

Cvièení 21: Funkce f(x; y) = 6xy�3y2�2x3 má dva kritické body, av¹ak pouze v
jednom nastává lokální extrém. Doka¾te. [ lokální minimum má f v bodì [ 1,1 ] ]

Cvièení 22: * Najdìte kritické body a lokální extrémy funkce

f(x; y) = x2y3(6� x� y) !

[ [ 2,3 ], lokální fmax = 108; vy¹etøení bodù [ 0; y ]; y 2 R, a [x; 0 ]; x 2 R, je
slo¾itìj¹í, k cíli vede napø. vy¹etøení Taylorových rozvojù v tìchto bodech; v bodech
[ 0; y ]; y 2 (�1; 0)[ (6;1) má funkce neostré lokální maximum, v bodech odpoví-
dajících y 2 (0; 6) neostré lokální minimum. V bodech [ 0; 0 ] a [ 0; 6 ] a v bodech
[x; 0 ]; x 2 R, nemá f lokální extrém ]

Cvièení 23: Najdìte extrémální hodnoty funkce f(x) = x21+x
2
2+� � �+x2m vzhledem

k mno¾inì fx; x1 + x2 + � � �+ xm � 1 = 0g: �
fmin = 1=m = f(m�1; : : : ;m�1)

�
Cvièení 24: Najdìte kritické body funkce

f(x; y) = x2 + y2

vzhledem k vazbì popsané rovnicí

x3 + y3 � 6xy = 0 !
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Cvièení 25: Najdìte extrémy funkce f(x; y) = x� 2y � 3 na mno¾inì

f[x; y]; 0 � x � 1; 0 � y � 1; 0 � x+ y � 1g: �
fmin = �5; fmax = �2 �

Cvièení 26: Najdìte rozmìry þkvádrové krabièky bez víèkaÿ, její¾ povrch má ve-
likost 12 cm2 ! [ Krabièka má rozmìry 2� 2� 1 cm. ]

Cvièení 27: Najdìte minimum funkce

f(x; y) = x2 + 2y2 + 2xy + 2x+ 3y

na mno¾inì bodù P := f [x; y ] 2 R
2 ; x2� y�1 = 0 g ! [ fmin = f(�3=4;�7=16) ]

Cvièení 28: Najdìte bod, ve kterém funkce

f(x; y; z; t) = x2 + 2y2 + z2 + t2

nabývá minima na mno¾inì bodù P popsané rovnicemi

x+ 3y � z + t = 2 ;

2x� y + z + 2t = 4 :

[x = 67=69, y = 6=69, z = 14=69, t = 67=69]

Cvièení 29: Najdìte minimum funkce

f(x; y; z; t) = x2 + y2 + z2 + t2

na mno¾inì bodù P popsané rovnicemi

x+ y � z + 2t = 2 ;

2x� y + z + 3t = 3 :�
Minima fmin = 17=23 se nabývá v bodì [10=23; 1=23;�1=23; 17=23 ].�

Cvièení 30: Najdìte na R
2 extrémy funkce f(x; y) = (jxj + jyj) exp(�jxj � jyj) !

[ fmin = 0 ostré v bodì [ 0; 0 ], fmax = 1=e a neostré v bodech mno¾iny M =
f[x; y ] ; jxj+ jyj = 1g ]
Cvièení 31: Najdìte kritické body funkce

f(x; y) = 2x4 � 3x2y + y2 !

Urèete N := f[x; y ] ; f(x; y) = 0g a body, ve kterých funkce f nabývá minima na
mno¾inì M = f[x; y ] ; jxj � 1; jyj � 1g. [ [ 0,0 ], v tomto bodì nenabývá funkce
f extrémní hodnoty; vyjádøete funkci f jako souèin dvou dvojèlenù a vy¹etøujte
f(x; 1): fmin = f(�p3=2; 1) = �1=8 ]
Cvièení 32: Pro funkci z = z(x; y) urèenou implicitnì rovnicí

x2 + y2 + z2 � 2x+ 2y � 4z � 10 = 0

najdìte její extrémy ! [ zmin = �2, zmax = 6 ; je výsledek þvidìtÿ ?]

Cvièení 33: Urèete maximum a minimum funkce f(x; y; z) = xyz na sféøe o rovnici
x2 + y2 + z2 � 3 = 0 ! [ fmax = 1 ve 4 bodech, fmin = �1 ve 4 bodech ]

Cvièení 34: Urèete maximum a minimum funkce f(x; y; z) = xyz na prùniku sféry
o rovnici x2 + y2 + z2 � 1 = 0 s rovinou o rovnici x+ y + z = 0 !
[ Je fmax = 1=3

p
6 ve 3 bodech a fmin = �1=3p6 ve 3 bodech ]

Cvièení 35: Najdìte maximum funkce f(x1; x2; : : : ; xm) = x2
1
� x2

2
� � �x2m na þjed-

notkové sféøeÿ o rovnici
x21 + x22 + � � �+ x2m = 1 !

[ fmax = 1=kk ]


