Priklady ke cvi¢eni z MA 2a 2004/05

Zopakujte si prislusnou latku o funkcich vice proménnych a reste nasleujici piik-
lady (teoreticky zaklad byl probran na konci minulého roéniku). Neopomente si
samostatné dostatecné procvicit techniku derivovani v R™ !

Cviceni 1: Jsou spojita (prostd) zobrazeni f, g
filey) — [2® + 9% 22y], g:[zy] — [lz -yl |lz+y]?

Ukazte, Ze f je prosté na mnoziné {[z,y]; 0 < |y| < z} !

Cviceni 2: Dokaizte toto tvrzeni: je-li f : R™ — R! takova, Ze pro vsechna z
plati | f(z)] < |z|?, pak m4 f silnou derivaci v 0 = [0,...0].

Cvideni 3: Necht f : R2 — R! je diferencovatelnd na R? a D, f(y) = 0. Ukaite,

7e pak f(x,y) = g(z), kde g je funkce na R'. Lze tvrzeni zobecnit pro funkce m
proménnych? Plati pro kazdou oblast v R™?

Cviceni4: Je zobrazeni f = (f1, fo, f3), kde
filz,y,2) =z +y+2, folz,y2)=zy+yz+zz, fi3(z,y,2)=u1yz,
v néjakém okoli bodu A =[1,2,3] prosté ?
Cvideni5: Je zobrazeni f = (f1, f2), kde
fl(xvy):l'gv f2($7y):y37
v néjakém okoli bodu A =[0,0] prosté ? Je prosté na R ?
Cvideni 6: Je zobrazeni f = (f1, f2), kde

2

fl($7y):x _y27 fz(x,y):2xy,

lokalng prosté v G =R?\ {[0,0]}? Je prosté na G ?
Cvideni 7: Pro funkci f = y(x) implicitné definovanou rovnosti 22 +zy+y?—3 =0
urcete f', f" a f"" v okoli vSech bodi, kde je to mozné! [Pro xz # —2y je

2v +y 18 162x
- 3 f//(,fl?) = - 3 f”/(,fl?) = - 5
T + 2y (z +2y) (z +2y)

f'(x) = ]

Cviceni 8: Z dvojice rovnic
22+ 2xy — 3zu+4dyv =0,

day + 23u — Syv +2 =0

vypoctéte u = f(x,y), v = g(z,y) a vysledek interpretujte ve svétle véty o impli-
citnich funkcich! [ Vypoctem obdrzime (kde?!)

224+ 2xy) (6y—22)+ (z* 4223y + 122y +6)y
f(:v,y)z( ) S+ ) , 9(z,y)=

3z (6y —22)
najdéte f;p) fyag:mg’y! ]

223y + 122y +6 .
4y(6—x2) ’




Cvic¢eni9: Urcete pro funkci z = z(x,y) uréenou implicitné rovnici

23 — 3ryz = a’

parcidlni derivace D, z, Dyz. Vypoctéte téz vSechny druhé parcidlni derivace z!
[Pro 22 # xy je

0z  yz 0z  wmz

or 22—y’ oy 22 —uzy’
*z zy3z %z (2t — 2xy2? — 2?y?) 9%z 223y 2
022~ (22 —xy)®’ Oxdy (22 — xy)3 Ty (22— ay)B

Cvicéeni 10: Urcete Tayloriv polynom stupné 2 a také Taylortv rozvoj funkce
flr,y,2) =23+ y3+ 23 — 3zyz v bodé [1,1,1]!
Cviceni11: Ukazte, ze pro priblizny vypocet hodnot funkce 1ze odvodit vzorec

1
arctg% ~ w/d+x—zy!

Cvic¢eni12: Urcete Taylorovu fadu funkce f(z,y) = z/y pro bod [1,1]! Najdéte
také obor konvergence této rady.

fla,y) =0+ @—-1)) (- -1*, Rx(0,2)
k=0

Cvi¢eni13: Pro zobrazeni x = pcosucosv, y = psinucosv, z = psinv (sférické
soufadnice) spoctéte jakobian

/ !/ /

T, T, T,

— / ! /

J(p,u,v) =det |y, v, Yy
/ !/ /

Zy 2y 2y

Pro dalsi standardni transformace spoctéte piislusné jakobiany za doméaci cviceni;
vyplati se zapomatovat si jejich hodnoty.  [J(p, u,v) = p?cosv]

Cviceni 14: Urcete hodnotu jakobidnu transformace inverzni ke ,,sférickym soutad-

nicim* !

Cviceni 15: Zkoumejte (lokdln{) extrémy funkce f v R?, kde
f(z,y) = (1+expy)cosz — yexpy.

Cvicéeni 16: Najdéte vzdalenost piimky a paraboly, které jsou popsany rovnicemi

¥

r—y—2=0, y=2z>. [ 3
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Cviceni17: Najdéte te¢nou rovinu k ploSe popsané rovnici z2 + 2y% + 322 = 21
rovnobéznou s rovinou o rovnici z + 4y + 62 = 0.

[z + 4y + 62 = £21 (dvé FeSeni) |

Cvicéeni 18: Najdéte vSechny body, ve kterych nastavaji lokalni extrémy funkce f
v R?, kde

f(z,y) = 2® + 3zy® — 32% — 3y + 4!
[ Lokalni minimum nastava v bodé [0, 0], lokdlni maximum nastéva v bodé [2,0],
v ostatnich bodech lokalni extrém nenastava (jsou to tzv. sedlové body). ]
Cviceni19: V prostoru R? najdéte v roviné o rovnici

20 +3y—2z2—1=0

bod, ktery je nejblize po¢atku [0,0,0]!  [Extrém nastavd v bods [1/7,3/14];
vysledek porovnejte se standardnim vzorcem pro vzdalenost bodu od roviny.]

Cviceni 20: V prostoru R? najdéte v roviné o rovnici
ar +by —cz=d
bod, ve kterém nabyva minima funkce
f(@,y,2) = 2" +y* + 27

a vypoditejte hodnotu tohoto extrému! [Extrém fuin = d*/(a® 4+ b* + 2);
vysledek opét porovnejte se vzorcem pro vzdalenost bodu od roviny.]

Cvideni 21: Funkce f(z,y) = 6xy — 3y? — 223 ma dva kritické body, aviak pouze v
jednom nastava lokalni extrém. Dokazte. [lokdlni minimum méa f v bodé [1,1]]
Cvicéeni 22: * Najdéte kritické body a lokalni extrémy funkce

flz,y) =2%y*6 —2 —y)!

[[2,3], lokdlni frnax = 108; vySetfeni bodu [0,y], ¥y € R, a [z,0], z € R, je

vvvvvv

[0,y], y € (—00,0) U (6,00) mé funkce neostré lokalni maximum, v bodech odpovi-
dajicich y € (0,6) neostré lokdlni minimum. V bodech [0,0] a [0,6] a v bodech
[2,0], z € R, nema f lokdlni extrém |

Cviceni 23: Najdéte extrémalni hodnoty funkce f(z) = x3+23+- - -+22, vzhledem
k mnoziné {z; 1 + xo +--- + z,, — 1 = 0}. [fmin =1/m=f(m™1,... ,m_l)]
Cviceni 24: Najdéte kritické body funkce

flz,y) =a® +y?
vzhledem k vazbé popsané rovnici

3 4 y% — 6y =0!



a

Cviceni 25: Najdéte extrémy funkce f(z,y) =z —2y —3 na mnoziné
{lz,y;0<2 <1, 0<y<l, 0<z+y<l} [fain=-5 fmaw=—2]
Cviceni 26: Najdéte rozméry ,kvadrové krabicky bez vicka“, jejiz povrch ma ve-

likost 12 cm?!  [Krabicka mé rozméry 2 x 2 x 1 c¢m. ]
Cviceni 27: Najdéte minimum funkce
f(@,y) =2 + 2y° + 2zy + 23 + 3y
na mnozing bodtt P := {[z,y] € R%; 22 —y—1=0}! [ foin = f(—3/4,-7/16)]
Cviceni 28: Najdéte bod, ve kterém funkce
flz,y,z,t) = 22 + 2y° + 2% + 12
nabyva minima na mnoziné bodi P popsané rovnicemi
r+3y—z+t=2,
2Ww—y+z+2=4.
[x =67/69, y =6/69, z=14/69, t = 67/69]
Cviceni 29: Najdéte minimum funkce
flz oy, z,t) = 22 + 9> + 22 + 12
na mnoziné bodt P popsané rovnicemi
THy—24+2=2,
20 —y+2+3t=3.
[ Minima fmin = 17/23 se nabyva v bod& [10/23,1/23,-1/23,17/23].]
Cviceni30: Najdéte na R? extrémy funkce f(x,y) = (|z| + |y|) exp(—|z| — |y|)!
[ fmin = 0 ostré v bodé [0,0], fiax = 1/e a neostré v bodech mnoziny M =
{[z.y]; |zl + |yl = 1}]
Cviceni 31: Najdéte kritické body funkce
flz,y) = 2% = 32y + !
Urcete N := {[z,y]; f(x,y) = 0} a body, ve kterych funkce f nabyva minima na
mnoziné M = {[z,y]; |x| < 1, |ly|] < 1}. [[0,0], v tomto bodé nenabyva funkce
f extrémni hodnoty; vyjadrete funkci f jako soucin dvou dvojclenii a vySetiujte
f(@,1): fanin = f(£V3/2, 1) = —1/8]
Cviéeni 32: Pro funkci z = z(z, y) uréenou implicitné rovnici
x2+y2+z2—2x+2y—4z—1020
najdéte jeji extrémy! [ Zmin = —2, Zmax = 6; je vysledek ,vidét“ ?]

Cviéeni 33: Uréete maximum a minimum funkce f(z,y, z) = zyz na stéfe o rovnici
22+ 92 +22—-3=0! [ fmax =1 ve 4 bodech, fui, = —1 ve 4 bodech |

Cviceni 34: Urcete maximum a minimum funkce f(z,y, 2) = xyz na priniku sféry
o rovnici 22 + y2 + 22 — 1 = 0 s rovinou o rovnici z +y + 2z = 0!

[Je fmax = 1/3v/6 ve 3 bodech a fumin = —1/3v/6 ve 3 bodech]

s raE. Naids : 202 2
Cviceni 35: Najdéte maximum funkce f(x1,22,...,2m) =] -25- -2,

notkové sfére“ o rovnici

na ,,jed-

i 4422 =1!
[fmale/kk]



