
1. Př́ıklad. (a) Dodefinovat spojitě = dodefinovat vlastńı limitou (ta muśı
existovat). Poč́ıtejme zkusmo limity ve směru:

f(t, 0) =
ln(1 + at2)

2t2
→ a

2
, t → 0

f(0, t) =
ln(1 + t2)

t2
→ 1 , t → 0

Tedy jedinými možnými kandidáty jsou a = 2 a f(0, 0) = 1. Je však třeba
ověřit (z předchoźıch výpočt̊u to ještě neplyne!), že

lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + 2x2 + y2)

2x2 + y2
= 1 .

Užijeme známou limitu ln(1+z)
z

→ 1 pro z → 0 a větu o limitě složené funkce.
Předpoklady: 2x2 + y2 → 0 pro (x, y) → (0, 0), ale zároveň 2x2 + y2 6= 0
(“vyhýbá se” limitńı hodnotě) pro (x, y) 6= (0, 0).

(b) Pozor: (x, y) → ∞ znač́ı x2 + y2 → ∞, což neńı ekvivalentńı výrok̊um
x → ∞, y → ∞.
Užijeme polárńı souřadnice x = r cos φ, y = r sin φ. Pokud limita existuje za
předpokladu r → ∞, zat́ımco φ se měńı libovolně, je to hledaný výsledek.
Vid́ıme, že plat́ı

r2 ≤ 2r2 cos2 φ + r2 sin2 φ ≤ 2r2 .

Tedy

0 ≤ ln(1 + 2r2 cos2 φ + r2 sin2 φ)

2r2 cos2 φ + r2 sin2 φ
≤ ln(1 + 2r2)

r2
→ 0 r → ∞

Všimněte si, že čitatele odhadujeme seshora, jmenovatele zespoda. Posledńı
limita plyne např. z l’Hospitalova pravidla.

(c) Poč́ıtejme podle definice

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

1

t

[

f(t, 0) − f(0, 0)
]

= lim
t→0

1

t

[

ln(1 + 2t2)

2t2
− 1

]

Pomoćı Taylorova rozvoje ln(1 + z) = z − z2/2 + o(z2) jde o limitu výrazu

1

t

[

2t2 − (2t2)2/2 + o(t4)

2t2
− 1

]

= −t + o(t) → 0 t → 0



Tedy fx(0, 0) = 0 a podobně se spoč́ıtá fy(0, 0) = 0.
Pozor: mechanické derivováńı (jakožto pod́ılu) nelze v bodě (0, 0) použ́ıt -
jmenovatel je totiž nula.

(d) Dle předchoźıho je kandidátem na totálńı diferenciál nulové zobrazeńı.
Je tedy třeba ověřit, že výraz

1√
h2 + k2

[

f(h, k) − f(0, 0)
]

=
1√

h2 + k2

[

ln(1 + 2h2 + k2)

2h2 + k2
− 1

]

jde do nuly pro (h, k) → (0, 0). Inspirováni předchoźımi výpočty v́ıme, že

1√
t

[

ln(1 + t2)

t2
− 1

]

→ 0 t → 0 + . (∗)

Přeṕı̌seme studovaný výraz jako

{√
2h2 + k2

√
h2 + k2

}

{

1√
2h2 + k2

[

ln(1 + 2h2 + k2)

2h2 + k2
− 1

}]

Druhá složená závorka jde k nule d́ıky (*) a větě o limitě složené funkce.
Avšak prvńı složená závorka je omezená, neboť (pro (h, k) 6= (0, 0))

1 ≤ 2h2 + k2

h2 + k2
≤ 2 .

2. Př́ıklad. Hledejme integračńı faktor φ = φ(x). Podmı́nka exaktnosti
vede na rovnici

∂

∂y

[

φ(x)
(

x2 − 3y2
)

]

=
∂

∂x

[

φ(x)
(

x4 + 2xy
)

]

0 = φ′(x)
[

x4 + 2xy
]

+ φ(x)
[

4x3 + 8y]

0 = φ′(x) +
4

x
φ(x)

φ(x) = x−4

(Nehledám obecné, ale libovolné netriviálńı řešeńı této rovnice.) Po násobeńı
faktorem mám

(

1

x2
− 3y2

x4

)

dx +

(

1 +
2y

x3

)

dy = 0



Hledaný potenciál:

∂V

∂x
=

1

x2
− 3y2

x4

V =
y2

x3
− 1

x
+ c(y)

(Integrujeme pro pevné y podle x, tedy integračńı konstanta obecně záviśı
na y.) Derivujeme podle y a srovnáme s rovnićı:

∂V

∂y
=

2y

x3
+ c′(y) = 1 +

2y

x3

c′(y) = 1

c(y) = y + C

Tedy řešeńı rovnice jsou dána implicitně podmı́nkou y2

x3 − 1
x

+ y + C = 0.
Pozor: pokud bychom předpokládali φ = φ(y), dojdeme k rovnici pro φ′(y),
která stále obsahuje x. Jej́ım integrováńım tedy źıskáme faktor, závislý na
x - to odporuje výchoźımu předpokladu!

3. Př́ıklad. Řešeńım soustavy

0 = Fx = 3x2 − 3z

0 = Fy = 2y − 2

0 = Fz = z + 2 − 3x

vyplynou podezřelé body: A = [1, 1, 1], B = [2, 1, 4]. Matice druhých derivaćı
je

∇2F (x, y, z) =





6x 0 −3
0 2 0
−3 0 1



 .

V bodě A je indefinitńı (sedlový bod), v bodě B pozitivně definitńı (lokálńı
minimum). Volba F (x, 0, 0) = x3 ukazuje, že extrém neńı globálńı (funkce je
neomezená shora i zdola.)


