Dikaz Véty E.

Funkci exp definujeme jako (In)_;. Protoze Inz je rostouci, je tato definice
korektni. Protoze Inx je spojitd a In(0+) = —oo, In(+00—) = 400, je
H(In) = D(exp) = R. Ze spojitosti In x plyne podle véty o spojitosti inverzni
funkce spojitost exp x. Ostatni vlastnosti exp x plynou z vlastnosti In z, jak
bylo ukédzano hned pfi formulaci Véty E.

Varianta Jinou moznosti korektni definice exp x je pomoci mocninné fady.

Definujme

OO:L,TL

E(z) = 20
Na prednasce bylo ukazano, ze tato funkce je dobte definovana dokonce pro
x € C, je (jakozto funkce z C' do C spojitd) a plati E'(x) = E(x), téz pro
kazdé x € C, kde derivaci muzeme chapat jakozto derivaci podle komplexni
proménné. Protoze zjevné E(0) = 1, plyne z toho specidlné vlastnost 3,
dokonce pro limitu v komplexnim smyslu.

Vlastnost 2 byla téz prokazana (coby aplikace Cauchyova soucinu tad.)
Pokud se omezime na x € R, nabyvéa E(z) pouze redlnych hodnot. Pro z > 0
je ziejmé E(x) > 1. Protoze E(—z) = 1/E(z), je E(x) > 0 v R. A protoze
FE'(x) = E(z), je E(x) v R rostouci. Tedy vlastnost 3 je téz prokazana.

Muzeme tedy definovat exp := FE|g. OvSem: bude takto definovana funkce
exp opravdu inverzni k funkci Inz? To je predmétem nasledujiciho:

Dobrovolné doméaci cviceni. Ukazte, ze funkce exp := E|g je inverzni
k funkci Inz. Navod: polozte ¢(z) := In E(x), derivovanim dokazte, ze
¢(r)=x v R.

Poznamka k jednoznacnosti. Funkce expzx je vlastnostmi 1-3 urcena
jednozna¢né. Plyne z nich totiz, Ze expx je feSenim diferencidlni rovnice
y' —y = 0 s pocateéni podminkou y(0) = 1. To ji ale dle Véty 5.3. urcuje
jednoznacné.



