
Př́ıklad 1
Převedeme rovnici na tvar

y′ =
1

y
(y2 − 4)2 =: g(y) .

(Tato úprava je BÚNO, protože žádné řešeńı rovnice zřejmě nemůže nabývat
hodnoty y = 0). Funkce g(y) je spojitá a má spojitou derivaci dle y v každém
bodě (x0, y0), y0 6= 0. Tedy každým takovým bodem procháźı právě jedno
řešeńı.

Zřejmě y ≡ ±2, x ∈ R jsou maximálńı řešeńı. Intervaly, v nichž je g(y)
spojitá a nenulová, jsou:
(1) y ∈ (−∞,−2)
(2) y ∈ (2,∞)
(3) y ∈ (−2, 0)
(4) y ∈ (0, 2).
Hledejme nejprve řešeńı splňuj́ıćı (1):

yy′

(y2 − 4)2
= 1

Protože ∫ y

(y2 − 4)2
dy =

−1

2(y2 − 4)
=: F (y),

hledané řešeńı splňuje

F (y) =
−1

2(y2 − 4)
= x + c.

Protože F ((−∞,−2)) = (−∞, 0), máme definičńı obor omezen podmı́nkou
x < −c. Z rovnice snadno vyjádř́ıme

y2 = 4− 1

2(x + c)

a vzhledem k (1) je tedy

y = −
√

4− 1

2(x + c)
, x < −c



pro každé (pevné) c ∈ R hledaným řešeńım. Toto řešeńı je zjevně maximálńı
(limita v bodě −c je −∞).
Analogicky v př́ıpadě (2) dostaneme řešeńı

y =

√
4− 1

2(x + c)
, x < −c.

Za podmı́nky (3) poč́ıtáme podobně – z toho, že F ((−2, 0)) = (1/8, +∞), je
definičńı obor x > 1/8− c. Řešeńı

y = −
√

4− 1

2(x + c)
, x > 1/8− c

je opět maximálńı: limita v bodě 1/8 − c je 0, avšak z rovnice je vidět, že
žádné řešeńı nemůže nabývat hodnoty y = 0.
Analogicky v př́ıpadě (4) dostaneme řešeńı

y =

√
4− 1

2(x + c)
, x > 1/8− c.

Diskuse: námi nalezená řešeńı jsou maximálńı a zjevně vyplńı celou rovinu
mimo osy y = 0. Vzhledem k jednoznačnosti, zaručené mimo osu y = 0,
se zde žádná jiná řešeńı nenacházej́ı, a neńı možné ani napojováńı. Vlastńı
osu y = 0 pak žádná řešeńı nemohou protnout. Nalezli jsme tedy všechna
maximálńı řešeńı.
Př́ıklad 2 Poloměr konvergence urč́ıme odmocninovým kritériem:

n

√
|an| = n

√∣∣∣∣(−2)n +
3n

3n

∣∣∣∣ = 3 · 1
n
√

3n
· n

√
3n

(−2

3

)n

+ 1 → 3 · 1 · 1.

Tud́ıž R = 1/3. Obecné č́ıslo na kružnici konvergence můžeme zapsat jako
x = exp(iφ)/3, kde φ ∈ [0, 2π). Dosazeńım

∞∑
n=1

exp(iφn)
(−2

3

)n

+
∞∑

n=1

exp(iφn)

3n
= S1 + S2

S1 konverguje absolutně pro každé φ ( pozn.: | exp(iπn)| = 1). Řada∑
exp(iφn)



má pro každé reálné φ 6= 2kπ omezené částečné součty. Tedy S2 konverguje
pro φ ∈ (0, 2π), a to neabsolutně, pro φ = 0 (x=1/3) diverguje.
Závěr: p̊uvodńı řada konverguje neabsolutně ve všech bodech kružnice kon-
vergence s výjimkou bodu x = 1/3, kde diverguje.
S pomoćı vzorc̊u

∞∑
n=1

xn =
x

1− x
, |x| < 1

a ∞∑
n=1

xn

n
= ln

(
1

1− x

)
|x| < 1

je součet řady v kruhu konvergence

2x

2x− 1
+

1

3
ln

(
1

1− 3x

)
.

Př́ıklad 3 Integrál rozděĺıme (apriorńı předpoklad je a > 0 !)

1∫
0

ln(1/x)

sin(πxa)
dx =

δ∫
0

+

1−δ∫
δ

+

1∫
1−δ

= I1 + I2 + I3.

I2 je vždy konečný (spojitá funkce na omezeném, uzavřeném intervalu).
Protože sin(πxa) ∼ xa pro x → 0+, je (pro δ dost malé) I1 konečný, právě
když konverguje integrál:

J := −
δ∫

0

ln x

xa
dx

Je-li a ≥ 1, je (BÚNO δ < 1/e)

J ≥
δ∫

0

dx

x
= +∞

Naopak, je-li a ∈ (0, 1), zvolme b ∈ (a, 1). Potom

ln x

xa
=

1

xb
·
[
xb−a ln x

]
.

Výraz v hranaté závorce je na pravém okoĺı 0 omezený (má konečnou limitu
zprava), zat́ımco funkce 1/xb je zde integrovatelná. Tedy J a potažmo I1
konverguje právě když a ∈ (0, 1).



Integrál I3 konverguje vždy (integrand má konečnou limitu v bodě 1 zleva,
je tedy omezený na (omezeném!) intervalu (1− δ, 1)).
Př́ıklad 4 Přeṕı̌seme funkci jako

xy

exp(−y2)[exp(x2 + y2)− 1]
,

což má zjevně smysl pro (x, y) 6= (0, 0). K výpočtu limity rozš́ı̌ŕıme

1

exp(−y2)
· x2 + y2

exp(x2 + y2)− 1
· xy

x2 + y2

Prvńı dva součinitele maj́ı limitu 1, třet́ı limitu nemá, nicméně je omezený.
Tedy celková limita neexistuje, ale funkce je na prstencovém okoĺı počátku
omezená.


