1. KRIVKOVY INTEGRAL

Pozndmka. Funkce ¢(t) : [a,0] — R" je C* v [a,b] préve kdyz existuje

o(t) : R — R" tifdy C' v R tak, 7e ¢y = 6.

Lemma 1.1 Necht ¢(t) : [a,b] — R". Pak je ekvivalentn:

(1) ¢(t) je C' v [a, b]

(2) ¢(t) € C([a,b]) N C*((a,b)), existuji vlastni jednostranné derivace ¢/, (a),
¢'_(b) a navic

Fola) = lim 6()  ¢L(0) = lim #(1).

t—b—
Definice. Necht ¢(t) : [a,b] — R™ je C' funkce takova, ze ¢'(t) # 0 vSude v
[a,b]. Potom ¢ (podrobnéji dvojici (4(t), [a,b]) nazvu C'-kiivkou v R™.
Necht ¢(t) : [a,b] — R" je spojita funkce. Necht existuji body zyp = a <
xy < -+ <@, =btakové, ze Vi=1,...nje |y, , ) C'-kilvka v R". Potom

¢ (podrobnéji dvojici (¢(t), [a,b]) nazvu po Edstech C'-kiivkou v R™.
Mnozina

() = ¢(la, b]) = {¢(t) : t € [a, b]}
se nazyva geometricky obraz kiivky ¢.
Alternativni terminologie: (¢)...kiivka, (¢(t), [a, b])...parametrizace kiivky.
Umluva. Kiivka = po &astech C! kiivka.

Terminologie. Pro kiivku (¢(¢), [a,b]) zavadim:

e ¢/(t) ... tectny vektor kiivky (existuje nejvyse koneéné vyjimeénych bodu,
kde neexistuje ¢'(t), ale existuji (obecné ruzné) ¢/, (t), ¢'(t).)

o ¢'(t)/||¢'(t)| ... jednotkovy tecny vektor. Norma je eukleidovska:

le" ()1l =

Téz definovan az na konecné vyjimek.
e ¢(a) ... pocatecni bod ¢, zkratka p. b. ¢.
e ¢(b) ... koncovy bod ¢, zkratka k. b. ¢.

Definice. Kiivka (¢(t), [a,b]) se nazve jednoduchd, je-li ¢(t) prosté v [a, b].
Kfivka se nazve uzaviena, jestlize p. b. ¢ = k. b. ¢. Uzaviena kiivka se nazve
jednoduchd, pokud ¢ je prosté v [a,b).

Piiklady.

o ¢(t) = (cos(2x mxt),sin(2*x7«t)), t €[0,1] je jednoduchd uzaviend, C'!



kiivka, (¢) je jednotkova kruznice.
e ctverec je geometricky obraz jednoduché uzaviené kiivky, kterd nenf C*.
e “8” je uzavrena ktivka, ktera neni jednoducha

Definice. Necht (¢(t), [a,b]) je kiivka. Kfivku

x(t):=¢(=t),  tel=b—d

nazvu kiivkou opacnou k ¢ a zna¢im S¢.
Necht (¢(t), [a, b]), (¥(t), ¢, d]) jsou kiivky a k. b. ¢ = p. b. 1. Potom kivku
(X(t)a [CL, b+d— C])

) o(t), tea,b]
x(t) = {w(t+c—b), te[bb+d—

nazvu souctem kiivek ¢, ¢/ a zna¢im ¢ @ 1.

Poznamky.

o () = (69¢), p. b. ¢ = k. b. ©¢, k. b. ¢ = p. b. ©¢. V alternativni
terminologii: jde o tytéz kiivky s opacnou orientaci.

e kazd4 po ¢astech C! kiivka je souc¢tem koneéné mmnoha O kiivek: ¢ =
DY D D", kde ¢ = Py, 2, (body z; z definice po édstech C!
kiivky.)

Definice. Necht (¢, 1) je kiivka v R™.
1. Necht f(z) : (¢) — R. Kiivkovy integrdl prvniho druhu funkce f po
kiivce ¢ definuji jako

/¢f ds 1= / Fo@)lle' @] dt

2. Necht F(z) : (¢) — R". Krivkovy integral druhého druhu funkce F' po
kiivece ¢ definuji jako

/d) Fdg = / F(o(t)) - ¢'(t) dt .

Integraly vpravo chapu jako Lebesgueovy a pozaduji, aby byly konecné.

Poznamky.

e Lebesgueovu integralu nevadi, ¢'(t) neni definovdno v kone¢né bodech

e v konkrétnich piikladech je obvykle integrand spojity a integral pocitam
jako Newtonuv



Véta 1.1[Zakladn{ vlastnosti kiivkového integralu.] 1. Necht ¢ je kiivka v
R™, f(z), g(z): (¢) — R, a € R. Potom

L(f+g)ds=/¢)fds+/d)gds, Lafds:aéfds.

2. Necht ¢, ¢ jsou kiivky, k. b. ¢ = p. b. v a f(z) : (¢) U (¢) — R. Potom

¢®¢fds=/¢fds+/¢fds.

Analogicka tvrzeni plati pro integral druhého druhu.

Lemma 1.2. Necht (¢(t), [a,b]), (¢(7),[c, ]) jsou kiivky. Necht existuje
X(7) : [, B] = [a, b] vzdjemné jednozacéné funkce takova, ze ¥(1) = ¢(x(7))
pro V7 € [a, (] a x'(7) je spojita, nenulova v (a, 3).

Potom pro kazdé f(x) : (¢p) — R, F(z): (¢) — R™ plati

/d)fds:/d}fds, /d)ngb:i—/des,

kde £ je podle toho, zda x roste/klesa.
Disledek. Necht ¢ je kiivka a f(x) : (¢) — R, F(x): (¢) — R". Potom

@¢fd8:/¢fd8 /®¢Fd(@¢):—/¢ﬁ’ds,

Véta 1.2. Necht (¢(t), [a,b]), (¢(7), [, B]) jsou jednoduché C'-kiivky takové,
7e (¢) = (¢). Necht f(z): (¢) — R, F(x): (¢) — R". Potom

/d)fds:/d}fds, /d)ngb:i—/des,

kde =+ je podle toho, zda ¢(t), 1 (t) probihaji mnozinu (¢) = (¢)) ve stejném/opacném
smyslu.

Poznamka.

e kiivkovy integral zavisi pouze na obrazu kiivky, ne na parametrizaci -
integral druhého druhu zavisi navic na sméru probihani.

e plati i pro po ¢astech C! kiivky.

e piedpoklad jednoduchosti je podstatny.

Definice. Necht M C R". Kiivka ¢ se nazve kiivkou v M, pokud (@) C M.
Mnozina M C R"™ se nazve kiivkové souvisla, pokud pro libovolné body =,
y € M existuje ¢ kiivka v M takovd, ze p. b. p = x, k. b. ¢ = y.
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Piiklady.

e R" je kiivkové souvisla

e konvexni mnozina je kfivkové souvisla

e mnozina M = R?\ {(¢,0) : t € R} neni kiivkové souvisld

Definice. Necht F(z): Q — R", kde Q C R". Rikdme, ze kiivkovy integral
z F () nezavisi v ) na cesté, pokud

AFM:LFW

pro libovolné kiivky ¢, ¢ v Q) takové, ze p. b. ¢ = p. b. ¢, k. b. ¢ = k. b. 1.
Necht 2 C R" je oteviend mnozina, F(z) :  — R" je spojitd. Funkce
U(z) : © — R se nazve potencial F', pokud VU(z) = F(z) pro Vz € .

Véta 1.3.]0 existenci potencidlu.] Necht Q C R" je oteviend, kiivkové
souvisla mnozina, F(z) : Q — R™ je spojita funkce. Potom je ekvivalentni:
(1) existuje U potencidl k F' v

(2) kiivkovy integral z F'(x) nezdvisi v € na cesté



