5. KOMPLEXNI ANALYZA.
Definice.

C:{z:x+iy: x,yER}

kde > = —1 (imagindrn{ jednotka), Re(z) = z (redlna ¢ast), Im(z) = y
(imagindrni ¢ést), |z| = /2?4 y? (absolutni hodnota), Z = x — iy (¢islo
komplexné sdruzené).

Poznamka. Ztotoznéni: C = R? 2 = z + iy < (z,y). Shoduje se i
2l = )l

Definice. S = C U {oo}. Terminologie: C...oteviend Gaussova rovina,
S...uzaviena Gaussova rovina, oo...komplexni nekonecno.

Pocetni pravidla:

e o+ oo=o0proVaeC

e a-00=o00proVaeS\{0}

® a/00 = o0 pro Va € C

e a/0 =00 pro Va € S\ {0}

Nedefinovano zustava: 0 - oo, 0/0, co/o0, 0o £ oo.

Piiklady. [Komplexni funkce.]

e polynomy, racionélni funkce. Pozn.: dodefinovanim p(oco)oo je polynom
spojita funkce v S.

e ¢” sin z, cos z - definovdny mocinnou radou, kterd (absolutné) konverguje
pro Vz € C. Klicovy vztah:

exp(a + ib) = exp(a)[cosb + i sinb]
Definice. Pro z € C\ {0} definujeme

logz:{CEC: exp(zz}

argz ={B€R: z=|z[exp(if) }
Logz={¢€logz: Im(() € (—m, 7]}
Argz={fcargz: fe(—m, 7]}

Poznamky.

e log, arg nejsou to funkce v klasickém smyslu: ¢islu je prifazena mnozina.
Napi.: logl = {2kmi: k € Z}.

e Log, Arg funkce jsou: ¢islu je pfitazeno pravé jedno cislo.

e plati vztahy (In je klasicky redlny logaritmus):

(€logz <= Re(=In|z| & Im( € argz
Logz=1In|z| +iArgz



Definice. [Komplexni mocnina.] Pro z € C\ {0}, a € C definujeme
ma(z) = {exp(al) : ¢ € logz}

Definice. Pro 2y € C, f(z) : U(z9) — C definujeme
£~ fla)

Z—Z0 Z— 20

Limitu chapu v C a musi byt vlastni. Ekvivalentni definice: f’(zy) = A prave
kdyz

f(zo+h) = f(z0) + Ah +r(h)

kde r(h) = o(|h|) pro h — 0.
Znacim f(2) = f'(2) a indukei fV(2) = [f™(2)].

Véta 5.1. Plati:

(1) (f£9)(2) = ['(2) £4(2)

2) (£9)'(2) = ['(2)9() + f(2)g'(2)

3) (f/9)'(z) = FEMEIETE pokud g(z) # 0

4) (f- )(w)—l/f(f-( ), je-li f(2) prostd a f'(z) #0
5) (fog)(2) = f'(9(2))9(2)

Umluva. Q je oteviend ¢dst C.

Definice. Funkce f(z) : € — C se nazve holomorfni v 2, pokud f’(2)
existuje vsude v €. Znacime f € H(Q).

Priklady.

e polynom P(z) € H(C)

e raciondlni funkce R(z) = P(2)/Q(z) € H(C\ {z: Q(z) =0})

e ¢% sinz, cosz € H(C) (lze derivovat ¢len po ¢lenu.)

e Véta 5.1. = scéitanim, odéitanim, nasobenim, délenim, invertovanim
a sklddanim holomorfnich funkei vznika funkce holomorfni (vsude, kde ma
smysl)

Poznamka. Ztotoznéni C = R? ... ztotoznéni f : C — C s funkef f(z,y) :
R2 — R2 kde z =z +iy a f = (f1, fo) = (Ref, Imf).

Piiklad. f(z) = 22 odpovida f(z,y) = (22 — y2, 2zy).

Véta 5.2. [Cauchy-Riemannovy podminky.] Necht f(z) : U(zy) — C, kde
2 € C je ddna. Necht f = (f1, f2)(x,y) : U((zo,v0)) — R? ji odpovidd
dle ztotoznéni C s R2, kde zy = x¢ + iyo. Potom nésledujici vyroky jsou
ekvivalentni:
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(1) existuje f'(2) v bodé zg
(2) funkce f ma v bodeé (xg, yo) totalni diferencidl a navic v (zg, yo) plati tzv.
Cauchy-Riemannovy podminky:

ofi _0fs O0fr Ofi

or Oy or 0Oy
Navic plati:

) ofy  Ofi Ofy  0fa
- (), -0
Oz dy (z0,y0) dy dx (%0,y0)

Poznamka.

e holomorfnost (=existence f’(z)) je mnohem restriktivnéjsi, nez se zda na
prvni pohled.

e funkce f(z) = Rez neni holomorfni: nesplni C.R. podminky.

Véta 5.3. Necht f(2) € H(Q) a f'(2) # 0 v Q. Potom systémy kiivek
Z =A{Ref = c}eer & J = {Imf = d}4er jsou navzajem ortogonalni. Tj.,
pokud kfivka ¢ € Z protind kiivku ¢ € J, tak jediné pod pravym thlem.
Definice. Necht Q C C. Kiivkou v  nazyvdme funkci () : [a,b] — €,
kterd je spojitd, po ¢dstech C1 a ¢'(t) # 0 aZ na konetné vyjimek.
Geometricky obraz (), poc¢étecni bod p.b. ¢, koncovy bod k.b. ¢, uzaviens,
jednoduché a jednoducha uzaviend kiivka se definuji analogicky jako u kfivek
v R™. Taktéz krivka opacna Sp a soucet kiivek ¢ @ 1.

Pro funkci f(2) : (¢) — C definuji kiivkovy integrél jako

[ [ " Flolt)e (1) d

kde integral vpravo chapu jako Lebesgueuv integral komplexni funkce.
Daéle definuji délku kiivky

b
L(g) = / (1)) dt.

Véta 5.4. [Zdkladni vlastnosti kiivkového integralu v C.]

(1)
/@ [£(2) + g(2)] dz = / f()dz + / g(2) dz



__/f(z)dz, /wwf(z)dz:/Sof(z)dz—i-/wf(@dz

) Jestlize F'(z) = f(2) na Q D (p), pak

/ f(z b.p) — F(p.b.p), specidlné / dz =Fk.b.p — p.b.p
)

\/f )21 < L(g) sup 1)

Piiklad. Pron € Z, ¢ € C a kiivku C' = ¢ +re’, t € [0,27] je

n, )0 n# —1
/C(Z—C) dz_{Qm’ n=-—1

Definice. Jednoducha uzaviena kiivka ¢ v C se nazyva Jordanova. Lze
psat C = int o U (p) Uext p, kde int ¢ je oblast uvnitt a ext ¢ oblast vné
krivky.

Jordanova kiivka je kladné (zdporné) orientovand, pokud obiha kolem int ¢
proti sméru (ve sméru) hodinovych ruéicek.

Mnozina © C C se nazve jednoduse souvisld, pokud (i) je souvisla a (ii) je-li
v Jordanova kiivka v €2, je int ¢ C €.

(Srovnejte s definicemi v R2.)

Véta 5.5. [Cauchyho véta.] Necht f(z) € H(Q2) a ¢ je Jordanova kiivka v
Q takova, ze int o C ). Potom

[ ) -
©
Poznamky.

e predpoklad int ¢ C Q (zarucujici f(z) € H(int ¢)) je podstatny: viz inte-
graci 1/z kolem pocatku.
e v jednoduse souvislé € je z definice splnén.

Lemma 5.1. [O velké piilkruznici.] Necht f(z) je spojitd v Q = {z € C :
Im (z) > 0} a splituje zde pro |z| > Ry odhad |f(z)| < K/|z|. Necht Cf je
kiivka o(t) = Re, t € [0, 7). Potom

f(z)e*dz — 0 pro R — +oo.



Poznamka. Predpoklad |f(z)| < K/|z| pro |z| > Ry je splnén napf. pokud
f(z) = P(2)/Q(z), kde P, @ jsou polynomy a st @ > st P.

Lemma 5.2. [O malé ptlkruznici.] Necht f(z) je spojitd v P(z) a necht
f(2)(z —2)) — A € C pro z — 2. Necht C, je kiivka p(t) = re®, t € [, 3]
Potom

f(z)dz — iA(S — ) pror — 0+ .
Cr

Poznamka. Predpoklad f(z)(z — z9) — A € C pro z — zy je splnén napf.
pokud f(2) = g(2)/(z — 20), kde g(z) je spojitd v zg a g(zo) = A.

Lemma 5.3. Necht 2 C C je oblast (tj. oteviend, souvisl4 mnozina), necht
F(z):Q — C splauje F'(z) =0 v Q. Potom F(z) je konstantni v .

Poznamky.

e Srovnej s tvrzenim: f(z) : I — R, kde I C R je interval, a f'(z) =0 v [
= f(z) je konstantni v I.

e zobecnénf: F("*)(2) =0 = F(z) je polynom stupné < n.

Véta 5.6. [Cauchyho vzorec.| Necht f(z) € H(£2), necht ¢ je kladné orien-
tovand Jordanova ktivka v ) a int ¢ C 2. Potom
(1) Pro V¢ € int ¢ plati

fo =L [ 16

2w o2 —C

dz .

(2) f(2) je v int ¢ nekonecné krat derivovatelnd a pro V¢ € int ¢ plati

Foe) = 2 / B,

o (z — ()t

Dauasledky:.
e holomorfni funkce je v int ¢ jednozna¢éné urcena hodnotami na ().
e holomorfni funkce je nekonecné diferencovatelna.

Véta 5.7. [Charakterizace polynomt v C.] Necht f(z) € H(C). Potom f(z)

je polynom stupné < n pravé kdyz

f(2)

Zn-i—l

— 0 pro z—o0.

Dauasledky.

e funkce holomorfni v C, kterd neni polynom (napt. €7

, sin z), roste do

>



nekone¢na (pro vhodnou podposloupnost) velmi rychle
e tzv. Liouvilleova véta: funkce holomorfni a omezena v C je konstatni.

Véta 5.8. [Zakladni véta algebry.] Polynom stupné > 1 ma v C alespon
jeden nulovy bod.

Opakovani. Rada
S k
Z ax(z — 2o) (%)
k=0

(kde z, zp, ar € C) se nazyvd mocninnd fada o stfedu zo. Véta A (minuly
rok): existuje (jednoznacné urcené) ¢islo R € [0,4o00] tak, ze fada (*)
konverguje pro kazdé z € U(zp, R) a diverguje pro |z — 2| > R. Na
mnoziné U(zg, R) 1ze fadu libovolné krat derivovat/integrovat (dle komplexni
proménné.) Specidlné, jeji soucet je zde holomorfni.

Daéle: tfada (*) konverguje lokélné stejnomérné v U(zg, R), tj. stejnomérné
na kompaktnich podmnozinach

Definice. Necht zj, a;, € C. Rada

o0

Yo oalz—z) (1)
k=—0c0
se nazyva Laurentova fada o stiedu zy. Rady

—00

(2) Z@k(z —2)"  resp. (3) Z ar(z — 20)* = Za—l(z —z)""!

k=—1
se nazyvaji reguldrni resp. hlavni ¢dst fady (1). Rada (1) konverguje (ste-
jnomeérné, absolutné atd.), pokud (2) a (3) majf tuto vlastnost.

Poznamky.

e jde o zobecnéni pojmu mocninné rady (*)
e imluva: a’ = 1 pro Va € C

e (3) a potazmo (1) nemd smysl pro z = 2

Znaceni. Pro zp € C, 0 < r < R < 400 definuji mezikruzi

P(zp;r,R)={2€C: r<|z—z| <R}.
Véta 5.9. [Konvergence Laurentovy tady.] Je ddna Laurentova fada. Potom
existuji jednoznacéné urcena ¢isla r, R € [0, +o0] tak, ze

(i) R je polomér konvegence reguldrni casti

6



(ii) hlavni ¢ast konveguje pokud |z — 29| > 7 a diverguje pokud |z — zo| < 7.
Je-lir < R, pak Laurentova fada konverguje lokalné stejnomeérné v P(zq; r, R)
a jeji soucet je zde holomorfni.

Terminologie: P(zg;7, R) se nazve mezikruzi konvergence Laurentovy tady.

Poznamka.

e predchozi véta: Laurentova fada urcuje v mezikruzi konvergence holomorfni
funkci

e nasledujici véta: obracené tvrzeni - funkce holomorfni v mezikruzi je vzdy
souctem Laurentovy fady

Véta 5.10. [Existence Laurentova rozvoje.] Necht zp € C, 0 < r < R <
+00. Necht f(2) € H(P(zp;7, R)). Potom f(z2) je v P(zp;r, R) souctem
jednoznacné urcené Laurentovy tady o stfedu zy. Pro jeji koeficienty plati

1 f(z)

ay = dz

T omi o (2= 2o)n

kde ¢ je kruznice z + pe', t € [0,27] a p € (r, R) je libovolné.
Terminologie: tato fada se nazyva Laurentuv rozvoj funkce o stfedu z.

Poznamka. Vesmés budeme uzivat pro specidlni ptipad r = 0, tj. P(z0;0, R) =

P(Zo, R)
Véta 5.11. [Tayloruv rozvoj.] Necht f(z) : Q2 — C. Rovnost
0 ®) (5
f(z):Zak(z—zo)k, kde ay = f k:(' 0),
k=0

plati v kazdém kruhu U(zo, R), v némz je f(z) holomorfni.

Definice. Necht f(z) € H(P(z)). Koeficient a_; v Laurentové rozvoji
funkce f(z) o stfedu zg nazyvame reziduum funkce f(z) v bodé zy. Znacime

res,, f(2).

Véta 5.12. [Reziduovd véta.] Necht f(z) € H(Q\ K), kde Q je jednoduse
souvisld a K je koneénd. Necht ¢ je kladné orientova Jordanova kiivka v
a KN (p)=0. Potom

/f(z) dz = 2mi Z res¢ f(2).

¢eKNint ¢

Véta 5.13. [Vypocet rezidua.] 1. Necht f(2) = g(2)/(z — 20), kde g(z) €
H(U(z0)). Potom

res,, f(z) = g(z0) .
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(2)- gechf f(z) = g(2)/h(2), kde g(2), h(z) € H(U(20)) a h(z0) = 0, W'(20) #
. Potom

res,, f(z) = 9(z0) :

3. Necht f(z) = g(2)/h(z), kde g(2), h(z) € H(U(20)) a h(z0) = I (z) =
o= hP7Y(z), aviak h(P)(z) # 0. Potom

lim [(z — 20)7 f(2)]] " "

res,, f(z) = —
Of( ) (p_1>‘z_>20

Poznamky.

e O funkci h(z) v situaci 3 fikdme, ze ma v bodé zy kofen nésobnosti p.

e V aplikacich 1ze obvykle limitu uvedenou v bodé 3 pocitat rovnou dosazenim
Z = Z2p.

Definice. Nechf z, € C. Rikdme, ze funkce f(z) ma v bodé izolovanou
singularitu, je-li f(z) holomorfni na jistém P(z).

Na zakladé Laurentova rozvoje v daném bodé se rozlisuje:

(i) odstranitelnd singularita, je-li ar, = 0 pro Yk < 0

(ii) pdl nasobnosti p € N, je-li a_, # 0 a a = 0 pro Vk < —p

(iii) podstatné singularita, je-li ax # 0 pro nekone¢né k < 0

Priklady.

o sinz 1ogsz v bodé 0 odstranitelné singularity

° 2—2 ... v bodé 0 pdl nasobnosti 3

e cosh(1/z) ... v bodé 0 podstatnd singularita

Véta 5.14. [Charakterizace odstranitelné singularity.] Necht f(z) € H(P(z)).
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) f(2) mé v bodé z, odstranitelnou singularitu

(2) existuje g(z) € H(U(29)) tak, ze f(z) = g(z) na P(z)

(3) f(2) mé v bodé zy vlastni limitu

(4) f(z) je omezend na jistém P(z)

Véta 5.15. [Charakterizace pélu.] Necht f(z) € H(P(z)). Potom je ekvi-
valentni:

(1) existuje p € N tak, ze f(z) mé v 2y pdl ndsobnosti p

(2) f(z) — o0 pro z — z

Véta 5.16. [Charakterizace podstatné singularity.] Necht f(z) € H(P(2)).
Potom je ekvivalentni:

(1) f(2) mé v zy podstatnou singularitu
(2) pro V9§ > 0 je mnozina f(P(zp,0)) hustd v S
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Poznamka. Mnozina M je hustd v prostoru X, pokud

(Vz € X) (Ve > 0)[MNU(z,e) # 0].

Definice. Bod zy nazveme hromadnym bodem mnoziny M, jestlize P(zg, d)N
M # () pro V6 > 0.

Priklady.

e hromadné body Q ... R

e konecnda mnozina nema hromadné body

e mnozina {1/n: n € N} m4 jediny hromadny bod: 0

Lemma 5.4. Necht f(2) € H(U(z0, R)) a necht z, je hromadny bod N =
{C: f(¢)=0}. Potom f(z) =0 v U(zo, R).

Véta 5.17. [O jednoznacnosti] Necht f(z) € H(2), kde Q je souvisl4.
Necht N' = {¢: f(¢) = 0} ma v Q hromadny bod. Potom f(z) =0 v .
Disledek. f(z) e H(C) a f(2) =0vR = f(2)=0vC.

Poznamka. V.5.17 jinak: pokud f(z) # 0, pak N nemd v € hromadny
bod. — Muze ho vsak mit na 9€: poloz f(z) = sin(1/z), 2 = C\ {0}. Potom
N ={1/(km): 0+# k € Z} m4 hromadny bod 0 ¢ .



