5. FOURIEROVA TRANSFORMACE.

Definice. Pro f(z) € L'(R") definujeme (doprednou) Fourierovu transfor-
macl

F1)(€) = f(6) = / e fr)dr £ € R

n

Déle definujeme inverzni (zpétnou) F. t.

n

Ff](©) = fe) = / @O f(r)dy £ € R™.

Zde (z,&) je skalarni soucin z, £ € R™.

Poznamky.

e definice je korektni: |exp{£2mi(z,£)}| = 1, majoranta integralu |f(z)|
e F prifazuje funkci f(z) : R” — C funkci f(€) : R — C

e jind varianta definice:

1O = o [ O s, O = o [ e an.

Znaceni. Prostory funkei f(x): R™ — C.

o LP(R") ... L'-integrovateln, ||f|| = [ fu. |f(2)|7 da]"”
o Cy(R™) ... spojité a omezené, | f||s, = sup,epn | f(2)]
e Cy(R™) ... s nulou v nekonecnu:

Co(R") = {f € Go(R") : |f(z)| = 0 pro [z] — +o0}

e C.(R™) ... s kompaktnim nosi¢em - nosi¢ f definuji

spt f ={z € R*: f(x)#0}.

Véta 6.1. F je spojité linedrn{ zobrazeni z L'(R") do Cy(R™) a plati
e, < N£15 -

Véta 6.2. [Zachovani symetrie.] Necht f € L'(R") je sud4 (resp. lichd resp.
radidlni.) Potom f m4d analogickou vlastnost.
Poznamka. Pro f(z) : R — R je
f(&) = / f(x) cos2méx dx — z/ f(x)sin2nx dx .
R R
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(Souvislost s Fourierovymi radami.)

Véta 6.3. Necht f € L'(R"). Pak plati:
(1) f©) = A(—ﬁ)_

(2) 7€) = F(©). f©) = F(©)

(3) f(€ = n) = [e=en f(2)] (&)

(1) flz—2)(€) = 2 €D f(g)

(5) F(e2)(€) = 2= f(¢/e) pro e € B\ {0}
|

Véta 6.4. [Vztah F.t. a derivace.]
(1) Necht f(x) € L'(R™) N Cy(R") a —( ) € LY(R") N C(R"). Potom

af

8—@(5) =2mig; f(€)  VEER".

(2) Necht f(x), z;f(z) € L'(R™). Potom

of . )
5e©)=[-2mf@]©)  veer

Poznamka. Nazorné: derivace f dle x; odpovidd nasobeni f (konstanta
krat) &. A naopak: derivace f dle & odpovidd ndsobeni (konstanta krat)
Zj.

Definice. Multiindexem nazyvam n-tici ¢isel o = (aq,..., ), kde a; > 0
jsou celd. Cislo |a| = > i1 || nazyvam vyska (stupei) multiindexu. Pro
funkei f(z) : R® — R definuji

9l f ()
D“ :
J(x) = 0z 0x5? ... 0xon
Pro vektor x € R™ definuji
= xy? .

Zobecnéni. [Véty 6.4.] (1) Necht D*f(x) € LY(R") N Cy(R™) pro kazdy
multiindex || < k. Potom

[D2f1(&) = (2mi&)"f(€) VIl < k.
(2) Necht zf(z) € L*(R") pro kazdy multiindex |a| < k. Potom

—

[D°f](€) = [(=2miz)of(2)](€)  V]a| < k.
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Znaceni.

C*R"™) = {f(z): D*f(z) € C(R") pro V|a| < k}
CH(R™) = C.(R™) N C*(R™)

Zde k=1,...,00.

Véta 6.5.* [Hustota hladkych funkci v LP.] Pro libovolné p € [1,00) je
mnozina C2°(R") hustd v LP(R™), tj.

(vf € (@) (ve > 0) (3 € C2®Y) [IF — ol < <]

Poznamky.

e “hluboké” tvrzeni o Lebesgueové integralu.

e dusledek (fakticky ekvivalentni): ke kazdé funkci f € LP(R") existuje
posloupnost funkei ¢, € C*(R") tak, ze ¢, — f v normé LP(R™).

e pozor: neplati pro p = oo.

Véta 6.6. [Nulovost F.t. v nekonetnu.] Necht f(z) € L'(R"). Potom
f(&) = 0 pro [§] — .
Definice. Pro f(z), g(z) : R" — C definuji konvoluci

[f=gl(x) = | flz—y)g(y)dy
R
pokud ma integral smysl.

Véta 6.7. [Vlastnosti konvoluce. |

(1) komutativita: [f * g](x) = [g * f](2)

(2) Necht f(x) € LP(R"), g(x) € LY(R"), kde 1/p+1/q = 1. Potom [f*g](z)
ma smysl pro vSechna x € R" a plati odhad

|Fxgl(@) < [IFlLllglly, Yo eR™.

(3) Necht f(z), g(x) € L*(R"). Potom [f * g](z) ma smysl pro skoro vsechna
x € R™ a plati odhad

1 glly < 11f11:llglly -

Véta 6.8. [Vztah F.t. a konvoluce.] Necht f(z), g(x) € L*(R"). Potom

[f*g](&) = f(&)a(e).



Poznamky.

e operitor f(x) — [Af](z) (neformélné) nazveme “lokalni”, pokud Af(x¢)
lze urcit z hodnoty f(xg). Jinak ho nazveme "nelokalni”.

e derivace, konvoluce ... nelokalni operatory, nasobeni funkei, konstantou ...
lokalni operatory

e vyhoda F.t.: preménuje nékteré nelokalni operatory (derivace, konvoluce)
na lokalni

e nevyhody F.t.: sama je zna¢né nelokalni. Také “rozmazava” nosi¢ - viz
nasledujici véta.

Véta 6.9. Necht f(z) je spojitd funkce, kterd ma omezeny nosic. Potom:
mé-li f(€) omezeny nosic, je nutné f(z) = 0.

Disledek. R

e Nelze docilit toho, aby jak f(x), tak f(£) mély obé omezeny nosi¢, kromeé
trividlniho pripadu f(z) = 0.

e obecnéji plati tzv. princip neurcitosti: ¢fm je nosic f () mensi, tim je nosi¢
f vétsi - a naopak.

Definice. Funkce exp(—m|z|?) se nazyvd gausidn.

Lemma 6.1. [F.t. gausidnu.] Plati

—

[exp(—n|z[2)](§) = exp(—7[¢[*).

Lemma 6.2. [Integrace radidlnich funkci.] Necht 0 < r < R < 4o00. Potom

R
/ F(j2]) de = Koy / )" dp.
{z€R™: 0<|z|<R} r

kde k,_1 je (n — 1)-rozmérna mira mnoziny S, = {x € R": |z| = 1}.
Poznamky.
o aplikace: [, [z|* dz konverguje <= a < —n (jsme v R".)
e lze dopocitat, ze kn_; = na™?/T'(n/2 + 1); specidlné: x; = 27 (obvod
kruznice), ko = 4w (povrch sféry.)
Definice. Schwartziv prostor (prostor rychle klesajicich funkei) definujeme
jako

S(R") = {f(z) € C*(R") : z*DP f(x) omezend pro V a, 3}.
Ekvivalentné: p(x)D?f(x) je omezena pro vSechna 8 a vsechny polynomy
p(z) proménnych xy, ..., x,.

Véta 6.10. [Vlastnosti S.]



) C2(R™) ¢ S(R™)

) S(R™) C LP(R") pro Vp € [1, +o0]
)f()ES(R"):ffaf()Dﬁf() S(R™)

) f(z) eR" = [(¢), f(§) € SR™)

Véta 6.11. [O inverzi F.t.] Necht f(z) € S(R"). Potom F_[Ff] =
FlF-afl=T1.

Poznamky. R

e uvedeny ditkaz projde za slabsich pfedpokladi: f € L* NGy, f € L.

e disledek: F : S(R") — S(R™) je vzajemné jednoznacéné zobrazeni

Lemma 6.3. Necht f(z), g(z) € L*(R"). Potom

(1
(2
(3
(4

Rnf(l“)@(fv)dﬂ?: Rnf(l“)g(l")d% Rnf(ﬂf)?](iﬁ)dl“= - f(z)g(x) da

Lemma 6.4.* Necht f(z) € LP(R"). Pokud
f@)e(z)de =0 Yo(r) € C5°(R"),
R”

potom f(z) =0s.v. v R™

Poznamky.

e "hluboké” tvrzeni o Lebesgueové integralu, ptibuzné s Vétou 6.5.

. ekvivalentné Mz € R" 0 f(z) # 0} >0 = dp € CFR") tak, ze
o F@)e(x) 0.

e za sﬂneJ81ho predpokladu f(x) spojitd dokdzéno v minulém semestru:
Lemma 3.1.

Véta 6.12. [Inverze F.t. v L] Nechi f(z), f(¢) € L'(R"). Potom
[f (O] (x) = f(x) pro s.v. x € R™
Poznamky.

e disledek: tzv. véta o jednoznacnosti: f e LY, f=0 = f=0s.v.
e specialné: F je prostd v L.

Véta 6.13. [Plancherelova rovnost.] Necht f(z), g(z) € S(R™). Potom

fa)g(x)de = | [(€)g(&)dé.

R R

Jinymi slovy, F zachovdvé skaldrni soucin v L?*(R™), specidlné zachovava
normu.

Véta 6.14. [F.t. v L?]



(1) Fourierovu transformaci (chdpanou jako zobrazeni z S(R™) do S(R™)) lze
roz&iiit na zobrazeni z L?(R") do L*(R™).

(2) Toto rozsfieni je izomorfismus L?(R™) na sebe, tj. vzdjemné jednoznacné
zobrazeni, zachovavajici normu.

Poznamky.

e véta nedava prakticky navod, jak f pro obecnou f pocitat
e pokud f € L? N L', 1ze pouzit standardni definici

e pro f € L?\ L' Ize pouzit zobecnénou definici

~

f(&) = lim e‘zWi(x’g)f(x) dx .

Poznamky.

e mira ) konecnd ... LP(Q) C L9(Q2) pro p > ¢q. Opacnd inkluze neplati:
x~12 ¢ LY0,1)\ L*(0,1).

e mira ) nekoneénd ... neplati ani jedna inkluze: Hix € L?(0,+00) \
LY(0, +00).

Véta 6.15. [Princip neurcitosti.] Necht f(z) € S(R"), f(z) # 0. Potom

X7l 1Al o 1
171, 1A, = 2

Poznamky.

e definujeme operdtory X : f(z) — zf(z), D : f(z) — 5= f'(2)

o Véta 6.4. ... DF(E) = £f(€)

e operdtory X, D jsou samoadjungované v L?(R"), tj. (X f,g) = (f, Xg),
totéz pro D.

e plati [DX — XD](f) = 5= f

e veli¢ina:

nxm2:<&ﬁuuW¢ﬁ”2
1711, IAIORE

vyjadiuje miru rozptylenosti nosice f od 0. Totéz vyjadiuje ”ﬁfﬂ% pro f .

e srovne]j piedchozi vétu s Vétou 6.9.: f(z) ma omezeny nosic a f(r) # 0,
pak f(£) nemd omezeny nosi¢
e lze ukazat, ze rovnost ve Vété 6.15. nastane pouze pro funkci typu e~
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