
5. Fourierova transformace.

Definice. Pro f(x) ∈ L1(Rn) definujeme (dopřednou) Fourierovu transfor-
maci

[
Ff

]
(ξ) = f̂(ξ) =

∫

Rn

e−2πi(x,ξ)f(x) dx ξ ∈ Rn .

Dále definujeme inverzńı (zpětnou) F. t.

[
F−1f

]
(ξ) = f̌(ξ) =

∫

Rn

e2πi(x,ξ)f(x) dx ξ ∈ Rn .

Zde (x, ξ) je skalárńı součin x, ξ ∈ Rn.

Poznámky.

• definice je korektńı: | exp{±2πi(x, ξ)}| = 1, majoranta integrálu |f(x)|
• F přǐrazuje funkci f(x) : Rn → C funkci f̂(ξ) : Rn → C
• jiná varianta definice:

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

e−i(x,ξ)f(x) dx , f̌(ξ) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

ei(x,ξ)f(x) dx .

Značeńı. Prostory funkćı f(x) : Rn → C.

• Lp(Rn) ... Lp-integrovatelné, ‖f‖p =
[ ∫

Rn |f(x)|p dx
]1/p

• Cb(Rn) ... spojité a omezené, ‖f‖Cb
= supx∈Rn |f(x)|

• C0(Rn) ... s nulou v nekonečnu:

C0(R
n) = {f ∈ Cb(R

n) : |f(x)| → 0 pro |x| → +∞}

• Cc(Rn) ... s kompaktńım nosičem - nosič f definuji

spt f = {x ∈ Rn : f(x) 6= 0} .

Věta 6.1. F je spojité lineárńı zobrazeńı z L1(Rn) do Cb(Rn) a plat́ı

‖f̂‖Cb
≤ ‖f‖1 .

Věta 6.2. [Zachováńı symetrie.] Nechť f ∈ L1(Rn) je sudá (resp. lichá resp.
radiálńı.) Potom f̂ má analogickou vlastnost.

Poznámka. Pro f(x) : R → R je

f̂(ξ) =

∫

R

f(x) cos 2πξx dx − i

∫

R

f(x) sin 2πξx dx .
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(Souvislost s Fourierovými řadami.)

Věta 6.3. Nechť f ∈ L1(Rn). Pak plat́ı:
(1) f̌(ξ) = f̂(−ξ)

(2) f̌(ξ) = f̂(ξ), f̂(ξ) = f̌(ξ)

(3) f̂(ξ − η) = ̂[
e2πi(x,η)f(x)

]
(ξ)

(4) ̂f(x − z)(ξ) = e−2πi(ξ,z)f̂(ξ)

(5) f̂(εx)(ξ) = 1
|ε|n

f̂(ξ/ε) pro ε ∈ R \ {0}

Věta 6.4. [Vztah F.t. a derivace.]
(1) Nechť f(x) ∈ L1(Rn) ∩ C0(Rn) a ∂f

∂xj
(x) ∈ L1(Rn) ∩ C(Rn). Potom

∂̂f

∂xj
(ξ) = 2πiξj f̂(ξ) ∀ξ ∈ Rn .

(2) Nechť f(x), xjf(x) ∈ L1(Rn). Potom

∂f̂

∂ξj
(ξ) = ̂[

− 2πixjf(x)
]
(ξ) ∀ξ ∈ Rn .

Poznámka. Názorně: derivace f dle xj odpov́ıdá násobeńı f̂ (konstanta

krát) ξj. A naopak: derivace f̂ dle ξj odpov́ıdá násobeńı (konstanta krát)
xj.

Definice. Multiindexem nazývám n-tici č́ısel α = (α1, . . . , αn), kde αj ≥ 0
jsou celá. Č́ıslo |α| =

∑n
j=1 |αj| nazývám výška (stupeň) multiindexu. Pro

funkci f(x) : Rn → R definuji

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂xα1

1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

.

Pro vektor x ∈ Rn definuji

xα = xα1

1 xα2

2 . . . xαn

n .

Zobecněńı. [Věty 6.4.] (1) Nechť Dαf(x) ∈ L1(Rn) ∩ C0(Rn) pro každý
multiindex |α| ≤ k. Potom

[̂Dαf ](ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ) ∀|α| ≤ k .

(2) Nechť xαf(x) ∈ L1(Rn) pro každý multiindex |α| ≤ k. Potom

[
Dαf̂

]
(ξ) = ̂[

(−2πix)αf(x)
]
(ξ) ∀|α| ≤ k .

2



Značeńı.

Ck(Rn) =
{
f(x) : Dαf(x) ∈ C(Rn) pro ∀|α| ≤ k

}

Ck
c (Rn) = Cc(R

n) ∩ Ck(Rn)

Zde k = 1, . . . ,∞.

Věta 6.5.* [Hustota hladkých funkćı v Lp.] Pro libovolné p ∈ [1,∞) je
množina C∞

c (Rn) hustá v Lp(Rn), tj.

(
∀f ∈ Lp(Rn)

)(
∀ε > 0

)(
∃ϕ ∈ C∞

c (Rn)
)[

‖f − ϕ‖Lp < ε
]

Poznámky.

• “hluboké” tvrzeńı o Lebesgueově integrálu.
• d̊usledek (fakticky ekvivalentńı): ke každé funkci f ∈ Lp(Rn) existuje
posloupnost funkćı ϕn ∈ C∞

c (Rn) tak, že ϕn → f v normě Lp(Rn).
• pozor: neplat́ı pro p = ∞.

Věta 6.6. [Nulovost F.t. v nekonečnu.] Nechť f(x) ∈ L1(Rn). Potom
f̂(ξ) → 0 pro |ξ| → ∞.

Definice. Pro f(x), g(x) : Rn → C definuji konvoluci

[f ∗ g](x) =

∫

Rn

f(x − y)g(y) dy

pokud má integrál smysl.

Věta 6.7. [Vlastnosti konvoluce.]
(1) komutativita: [f ∗ g](x) = [g ∗ f ](x)
(2) Nechť f(x) ∈ Lp(Rn), g(x) ∈ Lq(Rn), kde 1/p+1/q = 1. Potom [f ∗g](x)
má smysl pro všechna x ∈ Rn a plat́ı odhad

|[f ∗ g](x)| ≤ ‖f‖p‖g‖q ∀x ∈ Rn .

(3) Nechť f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom [f ∗ g](x) má smysl pro skoro všechna
x ∈ Rn a plat́ı odhad

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1 .

Věta 6.8. [Vztah F.t. a konvoluce.] Nechť f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom

[̂
f ∗ g

]
(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ) .
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Poznámky.

• operátor f(x) 7→ [Af ](x) (neformálně) nazveme “lokálńı”, pokud Af(x0)
lze určit z hodnoty f(x0). Jinak ho nazveme ”nelokálńı”.
• derivace, konvoluce ... nelokálńı operátory, násobeńı funkćı, konstantou ...
lokálńı operátory
• výhoda F.t.: přeměňuje některé nelokálńı operátory (derivace, konvoluce)
na lokálńı
• nevýhody F.t.: sama je značně nelokálńı. Také “rozmazává” nosič - viz
následuj́ıćı věta.

Věta 6.9. Nechť f(x) je spojitá funkce, která má omezený nosič. Potom:
má-li f̂(ξ) omezený nosič, je nutně f(x) ≡ 0.

Důsledek.

• Nelze doćılit toho, aby jak f(x), tak f̂(ξ) měly obě omezený nosič, kromě
triviálńıho př́ıpadu f(x) ≡ 0.
• obecněji plat́ı tzv. princip neurčitosti: č́ım je nosič f(x) menš́ı, t́ım je nosič
f̂ větš́ı - a naopak.

Definice. Funkce exp(−π|x|2) se nazývá gausián.

Lemma 6.1. [F.t. gausiánu.] Plat́ı

̂[
exp(−π|x|2)

]
(ξ) = exp(−π|ξ|2) .

Lemma 6.2. [Integrace radiálńıch funkćı.] Nechť 0 ≤ r < R ≤ +∞. Potom

∫

{x∈Rn: 0<|x|<R}

f(|x|) dx = κn−1

∫ R

r

f(ρ)ρn−1 dρ ,

kde κn−1 je (n − 1)-rozměrná mı́ra množiny Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1}.

Poznámky.

• aplikace:
∫
|x|>1

|x|a dx konverguje ⇐⇒ a < −n (jsme v Rn.)

• lze dopoč́ıtat, že κn−1 = nπn/2/Γ(n/2 + 1); speciálně: κ1 = 2π (obvod
kružnice), κ2 = 4π (povrch sféry.)

Definice. Schwartz̊uv prostor (prostor rychle klesaj́ıćıch funkćı) definujeme
jako

S(Rn) =
{
f(x) ∈ C∞(Rn) : xαDβf(x) omezená pro ∀ α, β

}
.

Ekvivalentně: p(x)Dβf(x) je omezená pro všechna β a všechny polynomy
p(x) proměnných x1, . . . , xn.

Věta 6.10. [Vlastnosti S.]
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(1) C∞
c (Rn) ( S(Rn)

(2) S(Rn) ⊂ Lp(Rn) pro ∀p ∈ [1, +∞]
(3) f(x) ∈ S(Rn) =⇒ xαf(x), Dβf(x) ∈ S(Rn)
(4) f(x) ∈ Rn =⇒ f̂(ξ), f̌(ξ) ∈ S(Rn)

Věta 6.11. [O inverzi F.t.] Nechť f(x) ∈ S(Rn). Potom F−1[Ff ] =
F [F−1f ] = f .

Poznámky.

• uvedený d̊ukaz projde za slabš́ıch předpoklad̊u: f ∈ L1 ∩ Cb, f̂ ∈ L1.
• d̊usledek: F : S(Rn) → S(Rn) je vzájemně jednoznačné zobrazeńı

Lemma 6.3. Nechť f(x), g(x) ∈ L1(Rn). Potom

∫

Rn

f(x)ĝ(x) dx =

∫

Rn

f̂(x)g(x) dx ,

∫

Rn

f(x)ǧ(x) dx =

∫

Rn

f̌(x)g(x) dx .

Lemma 6.4.* Nechť f(x) ∈ Lp(Rn). Pokud

∫

Rn

f(x)ϕ(x) dx = 0 ∀ϕ(x) ∈ C∞
0 (Rn) ,

potom f(x) = 0 s.v. v Rn.

Poznámky.

• ”hluboké” tvrzeńı o Lebesgueově integrálu, př́ıbuzné s Větou 6.5.
• ekvivalentně: λn{x ∈ Rn : f(x) 6= 0} > 0 =⇒ ∃ϕ ∈ C∞

0 (Rn) tak, že∫
Rn f(x)ϕ(x) 6= 0.
• za silněǰśıho předpokladu f(x) spojitá dokázáno v minulém semestru:
Lemma 3.1.

Věta 6.12. [Inverze F.t. v L1.] Nechť f(x), f̂(ξ) ∈ L1(Rn). Potom
[f̂(ξ)]̌ (x) = f(x) pro s.v. x ∈ Rn.

Poznámky.

• d̊usledek: tzv. věta o jednoznačnosti: f ∈ L1, f̂ = 0 =⇒ f = 0 s.v.
• speciálně: F je prostá v L1.

Věta 6.13. [Plancherelova rovnost.] Nechť f(x), g(x) ∈ S(Rn). Potom

∫

Rn

f(x)g(x) dx =

∫

Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ .

Jinými slovy, F zachovává skalárńı součin v L2(Rn), speciálně zachovává
normu.

Věta 6.14. [F.t. v L2]
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(1) Fourierovu transformaci (chápanou jako zobrazeńı z S(Rn) do S(Rn)) lze
rozš́ı̌rit na zobrazeńı z L2(Rn) do L2(Rn).
(2) Toto rozš́ı̌reńı je izomorfismus L2(Rn) na sebe, tj. vzájemně jednoznačné
zobrazeńı, zachovávaj́ıćı normu.

Poznámky.

• věta nedává praktický návod, jak f̂ pro obecnou f poč́ıtat
• pokud f ∈ L2 ∩ L1, lze použ́ıt standardńı definici
• pro f ∈ L2 \ L1 lze použ́ıt zobecněnou definici

f̂(ξ) = lim
R→∞

∫

|x|<R

e−2πi(x,ξ)f(x) dx .

Poznámky.

• mı́ra Ω konečná ... Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) pro p > q. Opačná inkluze neplat́ı:
x−1/2 ∈ L1(0, 1) \ L2(0, 1).
• mı́ra Ω nekonečná ... neplat́ı ani jedna inkluze: 1

1+x
∈ L2(0, +∞) \

L1(0, +∞).

Věta 6.15. [Princip neurčitosti.] Nechť f(x) ∈ S(Rn), f(x) 6≡ 0. Potom

‖Xf‖2

‖f‖2

‖Df‖2

‖f‖2

≥
1

2π
.

Poznámky.

• definujeme operátory X : f(x) → xf(x), D : f(x) → 1
2πi

f ′(x)

• Věta 6.4. ... D̂f(ξ) = ξf̂(ξ)
• operátory X, D jsou samoadjungované v L2(Rn), tj. 〈Xf, g〉 = 〈f, Xg〉,
totéž pro D.
• plat́ı [DX − XD](f) = 1

2πi
f

• veličina:

‖Xf‖2

‖f‖2

=

(∫
R

x2|f(x)|2 dx∫
R
|f(x)|2 dx

)1/2

vyjadřuje mı́ru rozptýlenosti nosiče f od 0. Totéž vyjadřuje
‖Df‖

2

‖f‖
2

pro f̂ .

• srovnej předchoźı větu s Větou 6.9.: f(x) má omezený nosič a f(x) 6≡ 0,
pak f̂(ξ) nemá omezený nosič
• lze ukázat, že rovnost ve Větě 6.15. nastane pouze pro funkci typu e−ax2
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