8. DODATKY

LEBESGUEOVY PROSTORY. Jsou urceny normou

i1, = ([ 1rtapac) "

| fllo =inf{c>0: |f(z)| <csv. v Q}

Lemma 8.1. Je-li f(z) € L>(Q), je |f(x)] < || fllo s-v. v .
Véta 8.1. Prostor L>(2) je uplny.

Poznamka. Pro a, € R definujeme

liminf a,, = lim [inf ak] .
n—oo n—oo - k>n

Alternativné: nejmensi hromadny bod posloupnosti a,,.

Lemma 8.2. [Fatouovo lemma.] Necht h,(z) : @ — R jsou nezdporné,
méfitelné. Potom

/liminffn( d:z:<hm1nf/fn
Q

n—o0 n—~o0

Dusledky. Necht h,(z) : Q — R jsou nezdporné, méiitelné a hy,(x) — h(x)
S.V. V Q. Potom

o [, h(z)dx < sup, [, dx

° fQ dx < lim,, 0 fQ x) dz, pokud limita vpravo existuje.

Lemma 8.3. Necht posloupnost funkei f,(z) je cauchyovskd v L'(€2). Po-
tom existuje podposloupnost f,, (z) a funkce f(z) tak, ze f,, (z) — f(x) s.v.
v Q.

Lemma 8.4. [O vnofeni.] Necht |Q| < oo, necht 1 < ¢ < p < oco. Potom
LP(Q) C LY(2) a plati
11
Il <elfll,,  c=IQ 7.

Poznamka.
e piedpoklad [Q] < oo je podstatny: f(z) = 15 € L*(0,+00) \ L'(0, 00).
e opacné vnotreni L4(Q) C LP(Q2) ( ¢ < p ) neplati nikdy.
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Véta 8.2. Prostor LP(Q2), p € [1,00), je uplny.

DIRACOVA FUNKCE. Symbolem d,(z) znacime funkei takovou, ze

/R F ()6, () dx = f(y)

pro libovolnou funkci f(z) : R — R. Chépeme-li [ jako Lebesgueuv (New-
tontv, Riemannuv) integrél, pak takova funkce neexistuje! Nasledujici vypocty
viak vedou k zajimavym (a nékdy i spravnym) zdvérum.

Dirac a konvoluce. Plati
b i) = [ S =)o)y = f(o—2)
R

Tedy konvoluce s d, zpusobi posun argumentu o z. Specidlné, dy je vuci
operaci konvoluce jednotkovy prvek.

Dirac a Fourierova transformace. Plati

0.(8) = /R exp(—2mifx)d, () dz = exp(—2mifa)

ba() = exp(2miax)

Specidlné: dp =1, 1 =4, (nebot & = 1). Srovnejte s principem neurcitosti:
¢im mensi nosi¢ f, tim vétsi nosic f.
Dale: znac¢ime-li (-, -) skaldrni soucin v L*(R), je

£(&) = (f(x), exp(2mifx)) .

Tedy zhruba Feceno, f (&) je velké, pokud v prubéhu f(z) dominuje chovani
o frekvenci €. Extrémnim vyjadienim tohoto principu je vztah

lexp(2miax)] = 0,
tj. ¢ista vina o frekvenci a se transformuje v Diracovu funkci v bodé a.

K Vété 6.3. Pomoci predchoziho a Véty 6.8.

— — ~

[f(z = 2)](&) = [f *6.](€) = F(£)0.(&) = f(&) exp(—2mizE)

Rovnost je spravnd, pouze dukaz je “nekorektni” - situace v matematice ne
az tak neobvykla.



Dirac a Fourierova rada. Funkci dy rozsitime 27-periodicky - takze Diraci
sedi v kazdém bodé 2kr. Je to suda funkce, tedy b, =0 a

1 [7 1
ar = %/ do(z) cos(kz) dz = -

—T

Hledany rozvoj lze zapsat jako

Z Oopr () = o +— Z cos(kx)
k=1

k=—o0

VICEZNACNE KOMPLEXNT FUNKCE. Necht Q C C. Piifazeni ® : z — M(z),
kde M(z) C C, se nazyvé viceznacna funkce v €.
Funkce f(z) : © — C se nazyva spojitd vétev viceznaéné funkce &, pokud

(1) f(2) je spojitéa a (2) f(z) € M(z) pro Vz € Q.

Priklady.
e Diive definované funkce

]0g:z—>{§€@: exp(:z}
arg : z — {ﬂGR: z:|z|exp(ﬁi)}

jsou piiklady vicezna¢énych funkei v C\ {0}.

e Nézorné: argument arg meéti hel, ktery nenulové komplexni ¢islo svird s
kladnou realnou polosou. Uhel nenf jednoznacny, je ur¢en az na nasobek
2.

e Vmnozine Q@ = C\ {x € R: z <0} je definovdna tzv. hlavni hodnota
argumentu Arg tak, ze volim tu (jednoznaéné uréenou) hodnotu argumentu,
kterd lezi v intervalu (—m, ).

e Funkce Arg je spojitou vétvi arg v mnoziné (2. Naproti tomu neexistuje
spojitd vétev arg v celém C\{0}. Sporem: necht a(z) je takova vétev. Potom
a(1) = 2k7 pro vhodné k. Jaka je nyni hodnota a(—1)? Postupujme z 1 do
—1 po jednotkové kruznici proti sméru hodinovych ruci¢ek. Protoze a(z) se
spojité zvétsuje, nutné a(—1) = 2kw + m. Postupujme nyni z 1 do —1 proti
sméru hodinovych rucicek - thel se spojité zmensuje, tedy a(—1) = 2kr —
COZ je spor.

e Podobné: hlavni hodnota logaritmu Log je piikladem spojité vétve log v
Q. Podle Véty 5.1. zde plati

1 1 1

Log/(z) =

exp’(Log 2) - exp(Logz) =z
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- srovnejte s derivaci Inx v R. Opét nelze nalézt spojitou vétev log v celém
C\ {0}. Takova funkce by zde totiz byla primitivni funkei k 1/z, a tudiz
integréal po kazdé uzaviené kiivce v C\ {0} by byl nula. To v8ak odporuje
vzorci

dz

— =2m,
6 2
kde ¢ je jednotkova kruznice.



