
VIII.1 Nechť f : R→ R je spojitá. Pak všechna řešeńı rovnice y′ = f(y) jsou monotónńı.

VIII.2 Nechť f : R → R je spojitá funkce taková, že f(y) = 0 pro y ≤ 0 a f(y) > 0 pro
y > 0. Ukažte, že rovnice

y′ = f(y), y(0) = 0

má netriviálńı (tj. nenulové) řešeńı právě tehdy, když∫ δ

0

du

f(u)
< +∞

pro nějaké (každé) δ > 0.

*VIII.3 Najděte všechny diferencovatelné funkce y : [0,∞)→ [0,∞), splňuj́ıćı rovnici

y′(x2) = y(x), y(0) = 0 .

*VIII.4 Nechť y je C2 funkce, splňuj́ıćı y′′(x) + y′(x) + y(x)→ 0 pro x→ +∞.

Potom též y(x)→ 0 pro x→∞. Dokažte.

Tvrzeńı VIII.5 Nechť Ω ⊂ R2 je otevřená množina, nechť f1 : Ω → R respektive f2 : Ω → R jsou
spojité a nechť plat́ı f1 < f2 všude v Ω.

Nechť y1 : I → R respektive y2 : I → R jsou řešeńı rovnice y′ = f1(x, y) respektive
y′ = f2(x, y) v Ω. Nechť y1(x0) < y2(x0) pro jisté x0 ∈ I. Potom y1(x) < y2(x) pro
všechna x ∈ I, x > x0.

1. Zformulujte speciálńı př́ıpady pro f1 ≡ 0 resp. f2(x, y) = a+ by (kde a, b jsou
kladné konstanty), Ω je prvńı kvadrant.

2. Zformulujte analogické tvrzeńı tak, aby závěr platil pro všechna x ∈ I, x < x0.

*3. Plat́ı uvedená věta, nahrad́ıme-li všechny nerovnosti neostrými?

Tvrzeńı VIII.6 Nechť Ω ⊂ R2 je otevřená množina, f : Ω → R spojitá funkce, I ⊂ R interval.
Nechť y1 : I → R splňuje diferenciálńı nerovnici y′1 < f(x, y1), nechť y2 : I → R
splňuje př́ıslušnou rovnici, tj. y′2 = f(x, y2). Nechť y1(x0) < y2(x0) pro nějaké
x0 ∈ I. Potom y1(x) < y2(x) pro všechna x ∈ I, x > x0.

*VIII.7 [Osgoodovo kritérium jednoznačnosti.] Nechť f : R→ R splňuje

|f(y)− f(z)| ≤ ω(|y − z|)

kde ω : [0,∞)→ [0,∞) (tzv. modul spojitosti) splňuje∫ δ

0

du

ω(u)
=∞ ∀δ > 0.

Potom rovnice y′ = f(y) má pro danou počátečńı podmı́nku (lokálně) jediné řešeńı.

VIII.8 Nechť {γc} je systém hladkých křivek v rovinně, kde c prob́ıhá nějakou množinu
parametr̊u. Křivku ψ nazveme obálkou tohoto systému, jestliže každý bod ψ sd́ıĺı
tečnu s jistou křivkou γc.



1. Pokud všechny křivky {γc} řeš́ı jistou ODR 1. řádu, pak jejich obálka řeš́ı
stejnou ODR.

*2. Jsou-li křivky {γc} popsány (implicitně) rovnicemi F (x, y, c) = 0, pak jejich
obálka je popsána soustavou

F (x, y, c) = 0,
∂F

∂c
(x, y, c) = 0

3. Uvažte systém úseček konstantńı délky a > 0, spojuj́ıćıch osy prvńıho kvad-
rantu. Najděte př́ıslušnou obálku. Jakou diferenciálńı rovnici splňuje?

VIII.9 [Clairautova rovnice.] Uvažujme rovnici tvaru

y = xy′ + f(y′)

kde f : R→ R je dána.

1. Ukažte, že existuje řešeńı ve tvaru y = cx+ d, kde c, d jsou vhodné konstanty.

2. Najděte obecná řešeńı, jakož i jejich obálku (tzv. singulárńı řešeńı) Clairautových
rovnic

y = xy′ + cos(y′) y = xy′ + 1/y′

Nakreslete př́ıslušné obrázky!

Nápověda / řešeńı viz následuj́ıćı strana.



1) Lemma. Nechť I je interval, y : I → R spojitá. Potom y je monotónńı ⇐⇒
∀x1 < x2 ∈ I plat́ı, že pokud f(x1) = f(x2), je f konstantńı na [x1, x2].

Aplikace ,,⇐= “ v lemmatu (TRIK): rovnici násobte y′(x) a integrujte
∫ x2
x1

dx.

2) Viz řešeńı rovnic se separovanými proměnnými.

3) Pouze y ≡ 0.

4) Uvažte, že funkce y(x) je řešeńım rovnice y′′ + y′ + y = f(x), kde f(x) → 0 pro
x→∞. Užijte variaci konstant.

5.3) Neplat́ı! Neostré varianty speciálně implikuj́ı jednoznačnost řešeńı (od̊uvodněte po-
drobně), k čemuž ale předpoklad spojitosti f , jak v́ıme, obecně nestač́ı.

6) Jistě y1(x) < y2(x) na [x0, δ) d́ıky spojitosti. Sporem: nechť existuje x̃ > x0 t.ž.
y1(x̃) ≥ y2(x̃). BÚNO vezmi nejmenš́ı x̃ takové (proč existuje?). Pak ovšem y1(x̃) =
y2(x̃), a tedy y′1(x̃) < y′2(x̃). Odtud ale spor s minimalitou x̃.

8.1) Uvažte, že ODR 1. řádu je vztah mezi bodem a tečnou křivky.

8.3) Astroida.

9.1) c ∈ R libovolné, d = f(c).

9.2) y = x arcsinx+
√

1− x2 resp. parabola.


