
Značeńı. Buď {pk}∞k=1 posloupnost (rostoućı, všech) prvoč́ısel, dále

π(x) = max{k; pk ≤ x}

prvoč́ıselná funkce a konečně

ζ(x) =
∞∑
n=1

1

nx
x > 1

Riemannova zeta funkce.

Prvoč́ıselná věta. π(x) ≈ x/ lnx, x→ +∞.

Tvrzeńı 1. [Čebyšev.] Existuj́ı C1, C2 > 0 a x0 > 0 tak, že
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< π(x) < C2

x

lnx
∀x ≥ x0

Tvrzeńı 2. [Riemann.] Pro každé x > 1 jest

∞∏
k=1

1

1− 1
pxk

= ζ(x)

Důsledek.
∑∞

k=1 1/pk = +∞.
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III.1* Nechť n ≥ k jsou přirozená č́ısla. Zřejmě lze psát (a to jediným zp̊usobem, d́ıky
základńı větě aritmetiky) (

n

k

)
= zu1

1 z
u2
2 . . . zuN

N

kde zj jsou (vzájemně r̊uzná) prvoč́ısla a uj celé, nenulové exponenty. Ukažte, že
pro součin vpravo plat́ı (pro každé j = 1, . . . , N):

(o) zj ≤ n, a tedy N ≤ π(N)

(i) všechna prvoč́ısla n ≥ p > max{k, n− k} jsou př́ıtomna s exponentem 1.

(ii) uj ≥ 1, tedy speciálně
(
n
k

)
je celé č́ıslo.

(iii) uj ≤ lnn/ ln zj, ekvivalentně z
uj

j ≤ n

III.2* Nechť qn > 0. Pak nekonečný součin
∏∞

n=1(1 + qn) lze ,,formálně roznásobit“, a
vyjde . . .

III.3* Ukažte, že posloupnost pk obsahuje libovolně velké mezery. Obecněji, odvoďte z
Čebyševovy nerovnosti horńı a dolńı odhady r̊ustu posloupnosti {pk}.


