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Berlekamplv-Henseliv algoritmus, predhled

1. Na vstupu je primitivni polynom f € Z[x],deg f > 1

2. Budeme predpokladat, Ze f je bez&tvercovy.

3. Najdeme prvotislo p tak, aby lc(f) nebylo dé&litelné p a
fmod p € Zp[x] byl bezétvercovy.

4. Spotteme ireducibilni rozklad f mod p v Zp[x],

f mod p=ujup---uy, kde uy,. .., ur € Zp[x] ireducibilni po
dvou neasociované a uo, ..., u, monické.

5. Pro dostatetn& vysoké k uréime rozklad f mod p* v okruhu
Zp[x]: f mod pX = viw--- v, kde w,. .., v, jsou monické,
aui=vimod p pro kazdé i =1,...,r.

6. Kombinaci polynomi vi, ..., v, se snazime najit ireducibilni
faktory f.



Kombinaéni faze trochu podrobné;i

1. C:={2,...,r}, t:=0,5s:=0
2. while |C| > t do:
21 t:=t+1
2.2 pro t-prvkovou podmnozinu I :={i,...,i;} C C do:
221 h:=lc(f)vy - - - v;, modp”
2.2.2 h:= pp(h)
223 ifh|fthens:=s+1, g :=h f:=Ff/h C:=C\I
3. return gy, ...,8s,f

Naroénost kombinaéni faze se odviji of &isla r. Pokud f je
ireducibilni, je pot¥eba vyzkoudet 2'~1 — 1 podmnozin C. V
extrémnim p¥ipadé bude f ireducibilni a r = deg f.



Norma polynomu (p¥fipomenuti)

Je-li g € Z[x] polynom stupné < d, g = Z;j:o gix' pak normou

polynomu g rozumime &islo ||g|| = \/Z,‘-I:O g?. Definice nezavisi
na volb& d, tedy mdme normu zavedenou pro viechny prvky Z[x].
Viimnéme, si ze ||g]| < Z,C'!:o lgil-



Tvrzeni 14.6 (Landau-Mignottova mez)

Tvrzeni
Mame celotislené polynomy f = Y7 g aix’, h= 3K bjxd,
bk,an # 0. Pokud h | f, pak

Disledek
Necht' h, f € Z[x] jsou nenulové. Pokud h| f, je

ee(m lc(h o
1A < 2° g(ﬂwufu < el .



Tvrzeni 26.2

Tvrzeni

Mame nekonstatni polynomy f, g € Z[x], deg f = n, deg g =k a
m € N. PFedpoklidejme, Ze existuje monicky polynom u € Zy[x]
stupné& alespori 1 takovy, Ze v okruhu Zm[x] je u | (f mod m) a
u| (g mod m). Pokud ||f||¥||g||" < m, pak je NSD(f,g)
nekonstantni.

Dikaz: Podle Sylvesterova kriteria (Véta 13.2) pottebujeme
dokazat, Ze res(f,g) = 0.
Podle Tvrzeni 13.3 existuji polynomy r,s € Z[x] tak, ze

res(f,g) = rf +sg.

Polynom res(f, g) mod m € Zny[x] je proto délitelny (v okruhu
Zm[x]) polynomem u. Naproti tomu res(f, g) € Z, tedy
res(f, g) mod m je konstatni polynom. Proto musi byt

m | res(f, g).



Tvrzeni 26.2, dokonceni dikazu

Daéle res(f, g) je determinant Sylvesterovy matice polynomi f a g.
Radky této matice tvro¥i vektory koeficientli vektord polynomi

xkflf,xkfzf7 ..., xf, f,x”flg,x”*zg, c L, XE, 8

Tedy prvnich k ¥adkd matice ma normu ||f|| a zbylych n ¥adka
matice ma normu ||g||. Podle Hadamardovy nerovnosti je

[res(f, )| < If[“]lgll”

Dle predpokladu tvrzeni je ||f||¥||g||” < m, musi proto byt
res(f,g) =0.



Aplikace pro faktorizaci polynomi, idea

Ptedpokladejme, Ze pro m € N zndme polynomy
VI, Vo, ...y Ve € Zi[X], va,..., v, monické takové, Ze v Z,[x] plati

fmod m=wvivr...v,.

V kontextu Berlekampova-Henselova algoritmu je pro r =1 je f
ireducibilni, pfedpokladejme proto r > 1.
Pokud f neni ireducibilni, pro i = 2, ..., r obsahuje mnoZina

Li :={h € Z[x] | deg(h) < deg(f), v; | (h mod m) v Zn[x]|}

nenulovy polynom normy nejvyge 2" ||f|| (Tvrzeni 14.6 resp. jeho
disledek aplikujeme pro vlastni faktor f délitelny v Z,[x]
polynomem u;).

L; |ze p¥irozené chapat jako tplnou celo&iselnou m¥iz v R", kde

n = deg(f). Oznalme by, ..., b, n&jakou LLL-redukovanou bazi
L;. Pak ||by|| < 200=D/220-1) | = 2*5||f|| (podle Tvrzeni 25.3
je ||b1|] < 2(n=D72||v|| pro kazdy nenulovy vektor v € L;).



Vektor b; odpovida nenulovému polynomu h € L; stupné nejvyse
n— 1, pro ktery plati

[Al] = lba]| <

Pokud bude navic platit
IF1I™H AN < m.

Ize tento polynom h pouZit pro ziskani netrividlniho délitele f.
Podle Tvrzeni 26.2 je totiz NSD(f, h) nekonstantni polynom.
Levou stranu nerovnosti ||f||"1||h||™ < m Ize odhadnout nezavisle
na m:

3(n=1)n _
A= lbal|” < (112 2757 7 = 2752 22



Tvrzeni 26.3

Tvrzeni
Mé&ime m,j € N, u € Zy[x] monicky polynom stupné d < j.
Ozna&me

Ljy:={he€Z[x]|deg(h) <j,ul| (g mod m) v Zn[x]}

Pak L; , ve volnd komutativni grupa s volnou bazi

d—1

Bju = {m, mx, mx?, ..., mx97% u, ux,...,uxf_d_l}.

Vektory koeficientii polynomii L; , tvoli mFiZ v R/, bazi této m¥ize
tvoli vektory koeficientii polynomii z B; ,,.

Cvilenfi

Spoctéte determinant mFiZze L; ,,.



Tvrzeni 26.3, diukaz

Mame dokazat, Ze kazdy prvek L; , Ize jednoznatné vyjadfit jako
celotiselnou linedrni kombinaci polynomil z B; ,,.
Polynomy m, mx, mx?,...,mx971, u, ux, ..., ux)=9"1 maji stupn&
0,1,2,...,d—-1,d,d+1,...,j — 1. Pouze trividlni linearni
kombinace téchto polynom{ miZe byt nulova.
Vezméme nyni g € L;,. Tedy g € Z[x] spliiuje deg(g) </ a
u| (g mod m) v Zpy[x].
Tuto podminku lze pFepsat tak, Ze existuji polynomy r,s € Z[x]
takové, ze

g=ru+ms.

Tuto rovnost uvazujeme v okruhu Z[x]. Polynom s miZeme vydélit
se zbytkem (monickym) polynomem u:

S=qu+ uy,

kde g, u1 € Z[x] a pfitom deg(u;1) < deg(u) . Dostaneme
g = (r+ mq)u+ mu.



Tvrzeni 26.3, dokonceni dikazu

Oznatme rp = r + mq € Z|x]. ProtoZe rnu = g — muy je polynom
stupné < j, musi byt

deg(r) < j — deg(u) = j —d.

.y j—d—1 j -1y x
Napidme rp = > /07" zix', uy = Z?l:o Z%x' kde z;, % € 7.
_ _N~J—d-1_ d—1y i -y
Pak g = nu+muy =70 " zix'u+ Y "5 Zimx' ukazuje, Ze g
je celotiselnou linearni kombinaci prvki B; .



Nalezeni ireducibilniho faktoru pomoci LLL

1. Postup je stejny jako v Berlekampové-Henselové algoritmu,

pouze Henselliv zdvih provedeme tolikrat, aby platilo
3(n—=1)n
pk=m>2"72 " ||[f|]*"}, kde n = deg(f).

2. Ziskame tak f mod m=wviwp ... v,
3. for j =2,3,... deg(f) do:
fori=2,...,r
spotti LLL-redukovanou bazi L;
h := polynom dany prvnim vektorem nalezené baze
g := NSD(h, f)
if deg(g) > 0 then GOTO 5.

4. return 'f ireducibilni’

5. return g

Volba m zaruluje, Ze pokud f nenf ireducibilni, bude nalezen
netrividlni délitel f.

Postup vypoltu zarudi, Ze jako prvni bude odhalen netrividlni
délitel f nejmensiho mozného stupné.

Pokud bychom chtéli ziskat ireducibilni faktorizaci f, miZeme cely
postup zopakovat znovu s polynomem f/g.



Par slov ke sloZitosti

Polet volanych LLL redukci je nejvySe (r — 1)(n—1). M¥Z L;,,

md dimenzi j a normy vektori B; ,, odhadneme jm. Pokud LLL
. . (n=1)n
b&%i v gase O(j®log(jm)3?), dostaneme pro m < p.23 > [|£F])?n—1

slozitost O(j®(log(p) + 2"5og(2) + (2n — 1)log(||f]]))?).

| kdyZ dostaneme polynomialni algoritmus, pro praktické ucely nenf
ptilis vhodny. Henselliv zdvih zpravidla musime provést na
mnohem vy$&i mocninu p.

Prakticky algoritmus pro faktorizaci polynomi zaloZeny na LLL
redukci publikoval aZ Mark van Hoeij v roce 2002.




Konec

D. Stanovsky, L. Barto: Poditacovd algebra, str. 176-178.
Doporutuji prostudovat ptiklad pro polynom x3 — 1.



