
Cvičeńı 1, Helmholtz̊uv rozklad

3. ř́ıjna 2022

Př́ıklad 1.
Uvažujte následuj́ıćı vektory rychlosti:

u1 = (y, 0, 0),u2 = (−y, x, 0),u3 =

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2
, 0

)
Nakreslete pole těchto rychlost́ı a vypoč́ıtejte jejich rotaci. V jakém smyslu plat́ı tvrzeńı, že v rotuj́ıćı
tekutině je rotace rychlosti nenulová?

Př́ıklad 2.
Uvažujte vektorová pole z př́ıkladu 1.
a) Jsou tato pole divergentńı?
b) Pokud plat́ı, že rotace zadaného vektorového pole na R3 je identicky nulová, tuš́ıme něco o jeho
divergenci? (Uvažte Helmholtz̊uv rozklad.)

Př́ıklad 3.
Pro pole rychlosti u = (−y, x, 0) nalezněte libovolný skalárńı a vektorový potenciál ϕ a A tak, že

u = ∇ϕ+∇×A (1)

uvnitř omezené podoblasti R3.

Př́ıklad 4.
Dokažte, že na omezené oblasti Ω pro hladkou funkci u existuj́ı skalárńı funkce ϕ a vektorová funkce
A tak, že plat́ı

u = ∇ϕ+∇×A, (2)

kde

ϕ(r) = − 1

4π

∫
Ω

∇ · u(r′)
|r′ − r|

dv′ +
1

4π

∫
∂Ω

u(r′) · n
|r′ − r|

ds′, (3)

A(r) =
1

4π

∫
Ω

∇× u(r′)

|r′ − r|
dv′ +

1

4π

∫
∂Ω

u(r′)× n

|r′ − r|
ds′. (4)

Využijte toho, že na základě znalosti fundamentálńıho řešeńı Laplaceovy rovnice (řešeńı rovnice ∆u =
δ ve smyslu distribućı) a na základě vektorové identity pro rotaci rotace je možné psát

u(r) =

∫
Ω

δ(r′ − r)u(r′) dr′ =

∫
Ω

∆r′

(
1

4π

1

|r′ − r|

)
u(r′) dr′ = −∆r

∫
Ω

1

4π

1

|r′ − r|
u(r′) dr′

= −∇(∇ · f) +∇× (∇× f) = ∇ϕ+∇×A

pro

f =

∫
Ω

1

4π

1

|r′ − r|
u(r′) dr′.
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