Priklady 2z mechaniky kontinua , 9. Doki ite:

uS” = us
1 Tensorova algebra a analyza  (ST) = u (I'S)
I. DokaZte vétu o reprezentaci linedrnich forem. [-5 = uws

R-(ST) = (STR)-T=(RTT).S§
u-Sv = S (ugu)
3. DokaZte existenci a jednozunaénost transponovaného tensoru 87 k tensoru S. (a®b) (ud ) (a-u)(b-v)

2. UkaZle, Ze soutet tensorii S -1 a soulin tensord ST jsou teunsory.

i

. mRo.E 10. Dokizte, 7e operace S -7 je skutecné skaldrni souéin, to jest:

T oL Y Y gl
(b*”, = ST 1 ] S.T=7.5
(s}t = 175"
d (VA - B y Ve Al el
(57) =5 U - T je linedrni v T" pro dané S
5. Dokazte, Ze tensorovy soucin vektord je tensor. 5-5>0
6. Ukaite, Ze: s
5 -5 =0 pouze tehdy, kdyz S =0
wa b)) = bza
(@ b)icad = (b cadd BL., Loty 5

0 gelii#j

o jo-li & svuuetricky tensor, pak
@ proi=j 1

(6, 20)(8e) = {
7 S T=87T=8§. (5(’1‘41""))

Sese =
,

kde ¢, jsou vektory kartézské baze. o _c-li W antisymetricky tensor

= 7 1, "
7. Dokazte: Wl =W .77 = . (:2—(’1‘ - 'I“))

S(azb) = (Sa)®b o ic-li S symetricky a W antisymetricky, pak S- W =0
‘(’a ats = afc (5] o ‘¢-li 7"+ 8§ = 0 pro viechny tensory S, pak 7' = 0
Zi(b e = o o o-li T+ 5 = 0 pro viechny symetrické tensory S, pak T je : ntisymetricky
e ;e-li - W =0 pro viechny antisymetrické tensory W, pak " je symetricky.
B Uil e 12. Ukaiwe, Ze stopa tensoru je rovna stopé jeho symetrické ¢asti proto také stopa
v = Su je ckvivalentni v = 3 Sy u, antisymetrického tensoru je nula.,
et . ' 13. Ukaz (, Ze plati:
(S)y; = Sy
(5Thy = 2 Suli det (S1) = (det S)(det T)
(a@b), = wb, ' d(,‘l::[ = det S .
B = S50, O 3 = kD)
" (sry' = 7178
(s 1 = (ST) B



11, Dokazte, Ze Q je or

15. Ukadte, Ze Q je ort.

16. Necht @ je ortogon
o Uka’te, 7e Q7

e Necht w je axi
w je rovoobg¥:

17. UkaZte, Ze je-li w a

|w| =

1 3
;731L?|

18. Necht D je symteric
symetricky, pozitivr

ogondlni tensor pravé kdvy Q1 () = /.
gondlni tensor praveé kévy 11 =Q - / splhuje vztahy

H~n —nnt=aq, nnt =t

lnf tensor a e je vektor spliujicl Qe = e.
=e

ini vektor odpovidajict antisvmetrické ¢asti Q. Ukazte, Z¢ pak
dye.

‘alnf vektor antisymetrického tensoru W, pak

¥, pozitivné definitn{ a Q ortogonalni. Uka¥te, ¥e QDQT i té7

S definitni.

Vo
{19, Urlete spektrum, cl:arakteristické prostory a spektralni rozklad pro nsledujic’ cn-
) sory:

A = aol+imam

B = m@&n -n&m

n a m jsou jednotke
20. DokaZte, 7e pro ant
o Tu-u=0 pro
o I nemé Zadnon
e cxistuje v tak,
21. Necht D € Sym, Q

ukaZte, %e pokud je
téze vlastni hodnott

22. Tensor P nazyvame
(/)‘Z — /)).

e Necht je n jedn
jekee:

I, 0,

o Ukaite naopak
tvarg.

23. UkaZte, 7e tensor S
kdy? S =wl.

¢ ortonormaln{ vektory.

vmetricky tensor T plati:

“Sechna u

nenulovou vlastn{ hodnotu

‘¢ pro viechna v plati Tu = v x w.
Orth. UkaZte, Ze spektrum D je rovuo spektru QDQT. Nile
vlastni vektor D, pak Qe je vlasini vektor QDQT piistus jici
<olmou projekei, pokud je P symetricky a idempotentof

stkovy vektor. UkaZte, Ze ndsledujici tensory jsou kolmé - .ro-

¥Nn, l-n@n

je-li P kolmd projekee, pak P musi mit jeden z uveden ¢l

e nutné symetrick¥) komutuje se viemi W € Skew, prwe

21 Neeht F' = RU a F = VR oznatuje pravy a levy rozklad £ € Lin'.
o Ukaite, Ze U a V' maji stejné spektrum A, Ay, Ag.
o UkaZte, Ze F' a R lze reprezentovat
Fo= Y Nfied
R = Y fied
kde ¢; jsou vlastui vektory tensoru U a /, vlastni vektory tensoru V.

25. Najdéte vlastni hoduoty pozitivné definitniho tensoru, ktery byl ziskdn polarnim
rozkladem tensoru T, jemu? v ortogondini bivi odpovidd matice

123
T=1|45 6
2 13

N
26. Vypoditejte derivace:

plv) = v-u

cl) =

Gy = A3

C) = Atrd

GiA) = 4’4

G(A) = ABA pro pevné 13 EE

G(A) = (u-Au)d pro pevié u ‘ or ‘i"

E(A) = det (4?) TR R .
\ A ) _'; I

27. UkaZte, Ze: i ‘
:

o (det §) = det S tr (§S 1),

28. Ukazte, Ze pro G{A) = A ' det A #£ ¢, plati
DGANH = —A V1A

29. Necht @ : ® — Orth je diferencovatelny. UkaZte, Ze pro viechna 7 € R je Q(7)Q(r)"
antisymetricky tensor.

30. Vypoctéte derivace hlavnich invarianti tensory S.

31. Vypoététe prvni dva aplné diferencidly funkee T (v, kde hodnoty S jsou skaldry.



32.

33.

35.

36.

38.

. Necht je R omezend reguldrni oblast a neebt v, w: R = V a

Neeht g, e w a S jsou hladka pole. Ukazte, Ze:

Vigr) = pVie—1® Vg
div (gr) = @gdive—1v-Vg
Vie-w) = (Vu)' v~ (V) w RN S TS

)
)
)
div (v@w) = vdivw -~ (Vi)w
)
)
)

i

sT S -Vi—u-divs
@ div S~ SV
= V(div )

div (S

I

v
div (¢S
div (Vo)

Dokazte, Ze vektorové pole v(x) tiidy C?, kteréd spliuje
dive=0, rotv=090

je harmonické.

1. Neeht v a S jsou vektorové a tensorové hladké pole a n je vndjs norméla k hranici

OR oblasti R. DokaZte va zakladé platnosti

/ i1 dA :/div ¢ aY,
JdR R

-

ze plati

/ SnodA = / div S dV.
IR R

Necht ¢ a v jsou tfidy C?. Ukadte, 7o

o ol V=0, diviott =0

o div (Vo)) = Vo - (Vi) —v - (V div ¢)

o Vi (Vi)' =div ((Vu)u — (div v)v) = (div ¢)2
Neeht r{z) =z — 0.

o Ukaztle, ze Vr = /.

o Necht ¢ = = urcete (Ve)e.

o Ukaite, Ze u = 5 je harmonické pole. Najdéte prisluny potencigl. \

S : R — Lin jsou
hladké. UkaZte, Ze:

° /UH tBndA = /n Vi dV.

. / ¢+ Sn dA :/(v‘ div S ~5- Vi) dV.
dR R

Necht je v hladké vektorové pole na oteviene oblasti R. UkaZte, #e

/ vonndA =0
ar

pro kazdou reguldrui oblast /2 C R prave kdy7 div v = 0.

39.

- Posunuti odpovidajici rotaci tuhého télesa kolem osy o dhel 4

2 Kinematika

Odvodte clementdrnim zpdsobem vztab mezi deformaci a pos  autim ve tiech di-
menzich (uvaZujie jen malé deformace).

e

w(z,y) = z{cosf—1) —ysing
v(r.y) = zsinf+y(cosg-1).

UrCe-c rotaci w a slozky deformace ¢, ¢,, 7,,. Jaké jsou (yto ve iciny pro malé 87

- Uvazujte stiedové symetrické radidlni posunuti u(r). Uréete d« “ormace Cr, €4y Vro

vehledem k radidlni a tangencidlni ose (r, 9) (malé deformace).

- Urce e slozky ¢, ¢g, 79 rovinné deformace (malé deformace) v olérnich soufadni-

cich = pole posunuti u(r, 9), v(r, 9).

- Slozky deformace kovové desky homogenné deformované v roviv ¢ desky jsou vzhle-

dem k osdm z, y:
F==200x10°°% ¢ =1000x10 ¢ ~, =900x 10"
Ureetc:

o slozky deformace vzhledem k osdm 2, y, kieré jsou otocen - ve sméru hodino-
vyeh rucicek o 30°
e blavni osy a hlavni hodnoty deformace

o maximaloi smykovou deformaci

- Konligurace télesa je ddna vzhledem k referenéni konfiguraci vz ahy: 2, = py, 22 =

P2+ Qps, T3 = p3 + apPg, kde a je konstanta.

e vyjadiete posunuti v Lagrangeové a Lulerové formé.
o Lrcete polohy materidlovych bodd, které v referenénf konf uraci tvoii:
krul v roviné p; = 0 s hranici p ~ p2 = 1/(1 — a?)
- infinitesimalné malou krychli s hranami rovnob&uymi 5 osami soufadnic;
ukazte, Ze jde o smyk.

- Defortiace je nazyvina homogenni, da-li se posunuti vyjadiit vatahem u; = ¥ Aup;,

kde 4, jsou konstanty. UkaZte, Ze pii takové deformaci roviny fechdzeji v roviny
a ptiriky v pimky. det (/ + A) £ 0

. Infinitsimalni homogenni deformace je vvjddiena vztahem wu; = Aypy, kde kon-

stanty Ay; jsou wvatolik malé, Ze jejich soudin lze zanedbat. UkaZte, Ze v tomto
piipadé dvé po sob& ndsledujici deformace se stitaji a vyslednd cformace nezéles!
na jejih poradi.

- Homogenni deformace 2 = py + vy, 22 = py, T3 = p3 predstavuje smyk. Uréete

tensory K, C. B3, hlavni invarianty C (nebo /3) a hlavni prodlousent.



18. Vyvpoetéte C, B a

C,.

19. UkaZte, Ze deforma
Hdg = 1.

560. Necht I3 je uzavier
13:

1
T, = —— -
)24
Ly = P2
I3 = ps3

o DokaZte, 7e f
o Vypocttste f(L
e.UkaZte, zda pl:

51. Necht v a v jsou |
infinitesimalni defor

vol (B)E = /

It
Ukate, Yo

1

ol (B == 1
vol (13)1 3

kde u je hladké pol
n je vnéjsi normala.

53. Nech( i = L(Vu +
B W] =

"~ 54. Dokaite Kornovu nc
' E={(Vu~+ (Vu)!

/ ,V11[2 dv
B

55. 7 deformaeni funkee

Iy = P
1
1‘2 = E(pz ke
z3 = ]( +
3 = 2 P2

urlete slozky pole ry

52. Sttedni deformace 7

jich hlavoi invarianty pro prodlouieni o velikosti A ve s 16ru
¢ je tuhd pravé kdy? Llavni invarianty jsou /o = 3, [/, = 3,

poloprostor, 3 = {p|0 < p; < oc} a uvaZujte zobrazeni £ na

> prosté a Ze det VS > 0.
I a ukaZte, Ze f nenf deformace.

U f(OB) = 8 (B).

adkd pole na 3 a predpokladejte, 7e u a v odpovidaji :é%e
naci. Ukaite, e u — v je pak infinitesimalnf tuh4 deformace.

je definovana vztahem

o dv

posunuti na f3, /i je odpovidajici infinitesimalni deformace a
Vysledek znamend, e /£ vdvisi jen na hodnotach u na hranici.

Vu)T) a W = H(Vu — (Vu)7). Ukaite, Fe

Vul?, B - W] = V- (V)T

ovnost: Neeht u je tiidy C? a uw =0 na 013, Pak pro

2,

E|? 4v.

1
%) e + (P2~ p3) e !
1,

73) et — 5(1*2 ~ps)e !

‘hlosti v Bulerové a lagrangeové formé.

60.

. Necht je pohyb x zadén ve formé {y. 1) = q() = Q1) (y - 2), kde =

3.V oelektromagnetickém kontinuu je intenzita magnetickcho pole A = &

13 =23, A je konstanta. Kontinuum se pohybuje rychlost ¢, = Buiay
ty = Bayzy, I3 je konstanta. Urcete rychlost zmony intenzity magnetic
castici, kterd ve v ¢ase ¢ =1 nachdzi v misté £ = (2, -1,2)

-V kontinuu se staciondrni rychlosti v = 3xtzye] = 2222505 I T LA0s U
3 ] 2

prodluzovini materidlové tsetky se smérem n = é((}c; —1e3) v bodé
!

dive =0, (gradv)v =0, ©¢=u

C=2"DF, dive = (div o) — |DJ? - W]

Uvaiujte pohyb definovany vatahy:
t
T = pe
Ty = pp+i
T3 = p3

Vypoltéte prostorové pole rychlosti V' a ureete proudoddry.

L 2 2

rai Ll il
L ovg = Bai?,
*kého pole pro

réete rvchlost
P= (1 1, 1)

18, Pole ryehlosti vz, 1) = vy (2y)¢] predstavuje jednoduchy skluz. Ukaite, e

- Necht 17 a W jsou symetrickd a antisymetrickd &st tensoru grad v. DokaZte, %e

a g jsou fixni

body, y libovolny bod télesa a Q) € Orth'. Ukante. e x predstavuje tuhy pohyb.

. 1 1
K(t) = —/ 2o dV, K, (L) = ,/ 2p dv
2Jn 2 /B
o DokaZte Konigovu vétu: K = K, - ima?

o UvaZujte tuhy pohyb a ufitim identity (a x 6)? = a- (b2] - b b)
Ky = o Juw.

3 Tensor napéti

63. Tensor napéti v bodé 2 je:

7 -2
T = 0 5 0
-2 0 4

. Kinctickd energic K(t) a relativni kineticka energie /o (t) jsou definovdny vataby

a dokazte, %c

Urcete vektor napéti v 2 na plogku g normaloy rf = $60 = 26y + L, jeho velikost,

jeho slozku kolmo k ploSce a jebo thel k normale.



G9.

70.

-1
(3]

1. Juké jsou objemové sily vyhovujici roviici tovnovdhy, je-li pole napéti vyjadieno

matici
3,2y 5:1:? 0
T=1 523 0 2u3
0 2.'1‘3 0

. Urcete blavni hoduooty a hlavni sméry (ensoru napéti

T=]} =
7

el

-
~

(?«)\? N U’MIH i (1— P\\)
4%}3,

-3

—1 A =5

- Ptimo a ptes hlavai hoduoty najdéte invarianty 1, Iy, Iy tensoru napcti

6 -3 0
I'=] -3 6 O
0 0 8

.V piipadé rovinné napjatosti 7, = 110 MNm 2, Ty =50MNm 2 T, = 40 MNm 2

Ly
nakreslete Mohrovu kruznici a odhadneéte hlavni hodnoty a sméry.

. Ukazte, ze pole rychlosti v, = i:—lg*, kde r? = z,7; a A je konstanta, spliiuje rovnici

koutinuity pro isochoricky pohvl.
Necht v kontinuu pisobi objemové momenty (m; na jednotku objemu). Ukaite, e
rovaice rovoovihy ma obvykly tvar, ale tensor napéti je nesymetricky.

Rotace tubicho telesa kolem pevného bodu ma pole rychlosti v; = Cyhw, T DokaZte,
ze pohybové rovuice momentu hyvbnosti pak predstavuji momentovou rovnici a vyraz
pro kinetickou energii piejde na tvar znamy 2z dynamiky tubého télesa.

V' arcitém bodé kontinua jsou zadiny tensor rychlosti deforniace 1 a tensor napéti
1

4 40 —1
1) = T

(=3
CRIICRNS
(S0 N}

-~

it
=
~ !
of
co ~1

Uréete v tonito bod¢ vykon napéti 1,75,

. Neeht 1, = —pdi;. Ukazte, Ze vikon napdéti lze psat ve tvaru:

4 vd
DTy = ;E’;.

. Neeht povrehova sila na rovinu § odpovidajici tensoru 7" je koling na S. Necht

zaroveil povrehovd sila odpovidajici T a plsobic na libovoluou plochu kolmou na S
je nulova. Ukazte, Ze 7" je ¢isté tahové napéti.

- Necht wensor 1" predstavuje ¢isté smykové napéti. Uréete odpovidajici hlavni napéti

a hlavni sméry.

-
[

79.

&80.

- Dokeite Signorinibo vétu: ve statickém pripadé, tj. div T+ = 0, je priamérné

vapés T plué uréeno povrchovymi silatni 7' a objemovymi gila:ai b

vol (13)'1‘:/ ’l'd\-’:/oy"l'(n@,r) d.«~/ b2 r dVv.
B ¢ H

4 Konstituéni rovnice

. Dokeite, Ze transformace /, pro kterou plati relace materiglové symetrie

SR0(F (b= 8)) = [o(F (L= s) 1),

5

kde G = fX, je celd historie, tvofi grupu.

. UkaZte, Ze viestranna dilatace neméni grupu symetrie.

iy

- UvaZijte roz§{fenou grupu symetrie Ky clagtické latky v bodé p. kterd je mnoZinou

viech /1 € Lint splaujicich

T(F) = T(FH)
v bodé p pro viechna F € Lin'. Ukaite, %¢ pokud Kp neni ¢ saZena ve vlastni
unimoduldrni grupé Unim = {// € Lin'|det /I = 1}, pak e» stuji posloupnosti
{1I.} a {Ga} s F,,,G,, € Lin' takové, 7c

(a) det Fy = 00, ale odezva T(£,) zGstdva stejna pro viechna

(b) det Gp = oo, ale odezva 'f'(l",,) 20stava stejnd pro viechna .

Prot wento disledek nenf fyzikdlné prijatclny?

5 Elastické pevné latky
Odvocdte konstitudni rovnici pro linearni izotropni elastickou per ou latku
T = AMur )1 + 2uc,

kde /. a p jsou tev. Lamého konstanty, z obeené konstitueni ro- aice pro isotropni
clastickou pevnou ldtku tim, Ze uvaZujete malé deformace.

Odvodte vzoree pro modul objemové stlacitelnosti X pro izotroj i linearni elastic-
kou pevnou latku,

1
K= ~(3) -+ 2u).
3(J/\ i)

UvaZujte viestranné stlaceni, kdy tensor napéti je 7' = —p/.



81.

83.

89.

UkaZte, Ze pro izott

N
A

Clcm =

ol ¥

fo]

. Vyjddrete technické

DokaZte, Ze slozky

;i Pl B 5 R
u (/\ /l) ; 4/.&(/\"’}1-) JI7 ;

kde F; jsou iedeni re
sily.

. Odvodte rovnici Be:

bi =,

6 Tekutiny

. Napidte konstitucunf

kosti.

. Odvodte v§raz pro »

. Najdéte celkovou pr

jemu V. Uvazujte n

. Piidvourozmérném

rovia nule a vy, 1o n
rovuici a rovunici kon

Velka nadoba s nesti
Qg +azty v gravitac
kapaliny v nAdobé.

pni pripad prejde matice elastickveh konstant na tvar

GA A 000
A=2% A 0 0 0
A A+2u 00 0
0 0 x 00
0 0 0 x 0
0 0 00 u

lastické konstanty v, I¥ pomoci Lamého konstant ), p.

Dsunutd

-1 1,
'“I'Jw‘:

o

nice V'F; = 0, vyhovuji Navierové rovnici pro nulové obje ové

ramiho-Michella. UvaZujte potencidlni objemové sily, 4.

ovnici pro newtonovskou tekutinu v vulovou objemovou vaz-

“kon tr (T'D) pro newtonovskou tekutinu.

rechovou silu pdsobiei na povrel newtonovské tekutiny o ob-
‘ovou objemovon viskozitu.

'teni, kteréd je rovnob®iné s rovinou 2y, 14, je slotka rychlos: v3
zdvislé na z3. Naleznéte pro tento pifpad Navierovu-Stokesva
muity pro nestlatitelnou tekutinu.

Zitelnou kapalinou se pohybuje 3 konstantnim zrychlenim { =
Am poli, kterd je rovnobeiné s e. Ureete sklon volného pov: -hu



