NMAF063 Matematika pro fyziky ITI Zapoctova pisemna prace B Termin pro odevzdéani 4. ledna 2019

Jméno:
Priklad 1 2 3 4 5 Celkem bodu
Bodu 20 20 20 20 20 100
Ziskano

Zapoctova pisemnd prace uréend k domécimu vypracovani. Nutnou podminkou pro ziskdani zdpoctu je zisk vice jak 50 bodu.
Pravidla jsou nasledujici:

1. Piiklady feste samostatné bez cizi pomoci (spoluzici, starsi kolegové a podobné).
2. Priklady lze fesit s pouzitim veskerych dosupnych néstroju (skripta, ucebnice, software pro symbolické vypoéty jako napiiklad
Mathematica).

3. Pokud je piiklad zadan ve stylu “feste diferencidlni rovnici” a pokud pouzivate software pro symbolické vypocty, neni dovoleno
pouzit funkce typu DSolve. Je naopak dovoleno pouzit bez dalsiho komentéte vystup funkei typu FourierTransform nebo Integrate.
Je nutné explicitné uvést jednotlivé kroky feseni, diléi vypocty lze svérit software pro symbolické vypocty.

4. Pokud je piiklad zadan ve stylu “najdéte Fourierovu transformaci funkce” a pokud pouzivite software pro symbolické vypocty,
neni dovoleno pouzit funkce typu FourierTransform. Je naopak dovoleno pouzit bez dalstho komentéare vystup funkci typu Apart,
ktera provadi rozklad na parcialni zlomky.

5. Numerickd chyba v feSeni znamenda nulovy bodovy zisk za dany ptiklad.

6. Jednotlivé kroky pfi vypoctech struéné, ale piesné oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeiite ovéfit splnéni
predpokladu.

[20] 1. Zkoumejte posloupnost { fn}:iol definovanou jako

0 T < —=,
Jenr 1<z <o,
Inl@) = —cn® 0<z< %L,
0 L <.

n —

Uréete hodnotu parametrii o € R* a ¢ € R tak, aby platilo
fo =8,

kde ¢’ je derivace Dirac distribuce. Pfesné specifikujte v jaké smyslu je konvergence definovdna.

Reseni:

Chceme ukazat, ze pro kazdou testovaci funkci ¢ plati

<Tfn, <p>’D’(R),D(R) — <T§’7 (»0>D/(R),'D(R) ’

kde konvergence je nyni standardni kovergence posloupnosti realnych cisel (Tfn,go)p,(R) DRy’ & kde distribuce 75/ je
definovana jako

<T5/, §0>D’(R),D(R) —def — <T57 (PI>D’(R),D(R) :

Diracova distribuce T je zavedena standardnim zpusobem jako (T, '), (R)D(R) =def ©'(0), kde ¢’ znaéi klasickou
derivaci testovaci funkce . Musime proto ukazat, ze pro kazdou testovaci funkei ¢ dostaneme

(Tf,, 90>D’(R),D(R) - _90/(0)'

(Ve smyslu posloupnosti ¢isel.) Dualita (1%, , @)D,(R) D(R) je reprezentovana integralem, nebot f,, jsou lokalné integro-

vatelné funkce
400

ThPomom = | @) dz.

T=—00

(Vyuzivdme standardniho ztotoznéni lokdlné integrovatelnych funkef s prislusnymi distribucemi.) Po prekladu definic
do primitivnich pojmu tedy chceme ukazat, ze pro kazdou testovaci funkci ¢ dostaneme

+oo
/ Ful@)p(z) dz "2~/ (0)

=—00

Nyni jiz musime pracné pocitat. Oznac¢me si F;,, primitivni funkci k funkci f,, aneb
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Podle véty o integraci per partes plati

+oo ’_ 0= +oo 0
/ fal@)p@)de =% = 8= p e - / Fo(z)¢/ (z) dz = — / Fo () () de,

_ r_
=0 U= v=g =0 =00

kde jsme vyuzili toho, ze testovaci funkce ¢ ma kompaktni nosi¢, aneb je nenulova pouze uvniti néjakého intervalu
[A, B]. Nyni explicitné spoc¢teme primitivni funkci F,,, jest

0 i E (—oo,—%),
o (sc—i—%)cn, xe[—%,O],
") (et R)en we [0, 7],
0, T € (%,4’00)
Jest o e . .
- /I:_oo Fo(z)¢ (z)de = — /x:_oo cn® { (x 4 n) X(-1.0) 4F (—ac 4 n) X(o,i)}‘p/(m) dz.

Nyni provedeme substituci a ze zjevnych duvodu zafixujeme o = 2,

N /g:oooo { < > <Q7 + Tll) X(0,2) } o' (z)dz

“+oo o
:—/ % {+ D) x10+ =y +Dxon}¢ ( )dy
Y

=—00

2
1

+oo
: _C/ {y+1) x(=1,0 + (~y+ ) x01} ¢ (%) dy.
Yy

=—00
Posledni integral je ve vhodném tvaru pro limitni prechod n — +o0,

/;iofn(x)w(w)de —C/i:{(y+1)x(_1,o>+( y+1) xo,1 )¢ ( ) dy

+oo
—+ =1
"2 e [T+ Do + (Cr+ Dxon} ¢ 0) dy= - ) —¢/ 0).

Yy=—00
(Opét vyuzivame skutecnost, ze testovaci funkce je hladkéd funkce s kompaktnim nosi¢em.) Volbou a =2 a ¢ = 1 tedy
dostaneme pozadovanou rovnost

+oo
/ fu()p(a) dz "2 —/(0).

=—0Q

[20] 2. Pro f € 8'(R) feste rovnici
d*f df

—— 4+ kL =,
da3 * dx ’

kde ¢ je Dirac distribuce a k € R je konstanta. (Pozor, specifikace prostoru, ve kterém hledéte Fegeni, zde neni pro jen

okrasu, je to zdsadni informace.)

Reseni:
Ulohu vyfesime kupiikladu s pouzitim Fourierovy transformace. Pouzijeme Fourierovu transfroamci definovanou vzta-

hem
1

_ 2)ei % dop
FUNE) =t [, f@e=taz,

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme. S pouzitim tabulky Fourierovych transformaci zjistime, ze Fourierova

transformace rovnice je
1

e (2 1.2
—i + k%) Flf] = —,
(€ ) Flf = o=
kde jsme také vyuzili znaAmého vztahu pro Fourierovu transformaci Dirac distribuce. Zbyva najit inverzni Fourierovu

transformaci
1 1

)=F ' |-—— | (2),
f( ) /27Tl£(£2+k2) ( )
coz je snadné. (Pfipomindm, ze je mozné pouzit software pro symbolické vypocty.) Vysledkem je
X (00,00 T € 7FIX (0, 400) + sign T
f= 2k2

)
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coz lze také zapsat jako

[20]

Resenim homogenni rovnice (nulova pravé strana) jsou funkce e
1
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f= K2 (1 — e_km) sign x.
a 1. Obecné reseni zdané rovnice ziskdme tak
(1 e_km) sign x.

1=

ze k feSeni

1
I=5

pricteme libovolné feSeni homogenni rovnice, pokud je ovSem toto fesSeni v piislusném prostoru. Tuto podminku splnuje

pouze konstantni funkce, a proto je obecné feseni zadané rovnice ddno vztahem
(1 e kl‘”‘) sign z + c,

kde ¢ je konstanta
f(x) = sin (wx)
kde x € R a w € RT, pfesné specifikujte v jakém smyslu je v tomto piipadé Fourierova transformace definovina

3. Spoctéte Fourierovu transformaci funkce
ifikujte v jaké
Abychom se bezpecéné shodli na vysledku, tak pfipominam, ze uzivame nésledujici definici Fourierovy transformace

1 /Rd f(w)eimog diL‘

d
2

FLUE) =det
(2m)

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme
Fourierovu transformaci budeme pocitat jako Fourierovu transformaci ve smyslu distribuci. Jako vzdy musime védét
)

Reseni:
jak dand distribuce F[T'] pusobi na testovaci funkce. Definice fikd, Ze je nutné spocist
<]'—[T]7<P>sf,s =def <T7-F[SD]>5/,3-

V naSem pifpadé musime nejdifve interpretovat sin (wz) jakozto distribuci. Jest
+oo
<Tsin(wz)7 <P>S/,S —def / SIH(WCC)QO(CC) dz.
T=—00

IR :
o(x)e'™ dm) dy,

Z definice Fourierovy transformace tedy musime spocist
+oo
sin(wy) (\/ﬂ
T=—00

<Tsm(wy)7]:[90]>8173 = /
Yy=—00
kde jsme pouzili standardni definici Fourierovy transformace pro funkce. Sinus rozepiseme jako komplexni exponencialu
ey dx) dy

400 “+oo
sin(wy) / %y dx) dy = —_/ ( /

/y_oo ( V2T 2i y=—o00 V2T =—o00

1 [t
YRty

21 y=—o00 2 ——63

Nyni staci v ziskaném vzorci rozpoznat definici inverzni Fourierovy transformace, a vyuzit skutecnosti, ze

FUFIA = f.

+o0 .
e“VFlol(y) dy

Pocitejme
5l (G [ eeas) =g [
-y (\/127r :; rra) =57 (= [ e )
= 2T gl () =

Obdobné nalozime s druhym integralem a vysledkem je
el?y dx) dy = —i 5

/ym ) (m / .

=—00

ey dm) dy.
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[20] 4. Spoctéte Fourierovu transformaci funkce

1
f (:13) = T 2
||
kde & € R3, presné specifikujte v jakém smyslu je v tomto piipadé Fourierova transformace definovédna. Abychom se
bezpecné shodli na vysledku, tak pfipominam, ze uziviame nésledujici definici Fourierovy transformace

= ! x)e'®*¢ dx
FINE) =i g | f@yitaa,

kde d je dimenze prostoru, na kterém pracujeme.

[20] 5. Najdéte Greenovu funkei pro tlohu

dzf_

@—9,

f|x=0207
df -
E m:L_ ’

kde g je dand funkce a L je kladnd konstanta. (Aneb najdéte funkci G(x,2’) takovou, ze feseni tlohy lze zapsat jako
flzx)= f;zo G(z,2")g(z")dz’.) S pouzitim této Greenovy funkce pak Feste tlohu

dzf
ol
f|w=0:a’7
df
a x=L o

kde a, b jsou konstanty a h je dand funkce.
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Pozadavek na spojitost funkce G(x, ') pfi piechodu singularity v 2’ je

lim G~ () = lim G*(z),

Tz’ — r—x'+

coz v nasem piipadé vede na rovnici
Az’ =D

7 . . 2 ~ . ~
Forméln{ integrace rovnice &§ = §(z — ') pfes interval (2’ — ¢,2’ 4 ¢) vede na pozadavek

a'te dte q2@ dG+ dG-
1=/ 5(m—x')dm:/ ——dr=—— _ ,
r=x'—¢ r=1'—¢ dz dz z'+e dz T’/ —€
kde € je libovolné malé ¢islo, coz znamend, ze musi byt splnéna rovnost
1=-A.
Green funkce je tedy dana vztahem
-z z<ux
Gz, x') = ’
( ) {—x’ ' <z,
a feSenim puvodni tlohy je tedy funkce
L T L
flx) = G(z,2")g(z")da’ = —/ 2'g(z") da’ — x/ g(z") da’.
z’'=0 x’=0 x'=x
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Je snadné presvedcit se, ze vysledek je skutecné fesenim dané rovnice, podle véty o derivaci integralu podle horni meze
(zdkladni véta diferencidlniho a integrélniho poctu) dostaneme

v L
% - 7/ 9(@')da’ + zg(z) = */ g(a’) da’,

d2f - B
) = g(z),

a f je tudiz zjevné feSeni puvodni diferencidlni rovnice, a zdroven vidime, ze jsou splnény i okrajové podminky.

Chceme-li fesit tlohu s nenulovymi okrajovymi podminkami, tedy tlohu

d2f
qwz
f|x:0 = (l,
al o,

dz =L

kde a, b jsou konstanty a h je dand funkce. MuZeme vyuzit linearity piislusné rovnice a najit feSeni jako soucet funkci
fomg @ fodr, kde fumg TeSi ulohu s nulovymi okrajovymi podminkami,

d2fhmg _
dax? ’
fhmg|x:0 = Oa
dfhmg -0
de |,_,

a fpar Tesi dlohu s nulovou (specidlni) pravou stranou a nenulovymi okrajovymi podminkami, tedy

d? foar
dz? ’
fbdr|x=0 = a,
dfvar -
de |,_,

Zjevné

foar(z) = a+ bx
a z predchoziho vypoctu také vime, ze

T L

Jomg () = —/ ' g(x')da’ — x/ g(x") da".
x'=0 r'=x

Resenim tlohy s nenulovymi okrajovymi podminkami je tudiz funkce
L

z'g(z’)dx’ — x/ g(z")dz" + bz + a.

z'=x

x

f(@) = foar(@) + famg(z) = —/

z/=0
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