Domaci tkol ¢é. 1 (G2, 2025)

Necht f :[0,1]> — R je funkce dvou proménnych tifidy C* (tedy je restrikci C' funkce
definované na néjaké oteviené mnoziné). Uvazujme posloupnost triangulaci ¢tverce [0, 1]
definovanou nasledovné: pro n = 1,2,... je 7, mnozina vSech pravouhlych trojihelniku s
vrcholy v bodech (£, %), 0 <i,j < mn,s odvésnami délky + rovnobéznymi s osami z,y a
s pieponami rovnobéznymi s diagondlou {(t,t) : 0 < t < 1}. Pro kazdy T € 7, nechf T
je trojuhelnik s vrcholy v bodech grafu funkce f piislusnych vrcholum 7', tedy v bodech
(ai, f(a;)), kde a; jsou vrcholy T' (i = 1,2, 3). Ukazte, ze

Tim 3 area(?) :/ VT V@R dA2(u).

TeT, [071]2

Poznamka: Integralem na pravé strané budeme definovat plosny obsah grafu funkce f.
Dokazovana rovnost tika, ze prislusny integral je roven limité ploch aproximaci po castech
afinnimi plochami generovanymi danou posloupnosti triangulaci integracniho oboru.

Navod:
1. Ukazte, ze
Z area(T)) = fndN?,
TeTn [0.1]2
kde .
area(7)
n ) = ) ) T n
fn(z,y) arca(T) (r,y) €T T,

2. M&-li T vrcholy (£, 1), (2L 1) a (£ 1) pak pro (z,y) € T je

~

area(T) = area(T)\/l +n? (f(%, %) — f(%7 %))
Zduvodnéte!

3. Ukazte, ze f,(u) = /1 + ||Vf(u)|? na [0, 1]2. Pouzijte Lagrangeovu vétu pro funkei
dvou proménnych.

4. Zameénte limitu s integralem pro stejnomérné konvergentni posloupnost.



