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0 Úvod

Připomenut́ı některých vět z Teorie mı́ry a integrálu 1:

Věta 0.1 (Lebesgueova mı́ra). Existuje právě jedna borelovská mı́ra λn na Rn

taková, že pro všechna −∞ < ai < bi < ∞, i = 1, . . . , n, plat́ı

λn([a1, b1]× · · · × [an, bn]) = (b1 − a1) · . . . · (bn − an).

Poznámky:

1. Lebesgueova mı́ra je translačně a rotačně invariantńı (tzn. λn(B) = λn(B+
z) = λn(ρB) pro všechna posunut́ı z ∈ Rn a pro všechny rotace ρ ∈
SO(n)).

2. Lebesgueova mı́ra je zřejmě σ-konečná.

3. Znač́ıme Bn
0 zúplněńı Bn vzhledem k λn. Plat́ı Bn ( Bn

0 ( P(Rn).

4. Lebesgueova mı́ra je regulárńı v tomto smyslu (d̊ukaz bude později): Ke
každé E ∈ Bn

0 a pro každé ε > 0 existuj́ı G otevřená, F uzavřená, F ⊂
E ⊂ G, λn(G \ F ) < ε.

Definice 0.1. Necht’ X 6= ∅ a A je algebra podmnožin X. Řekneme, že funkce
µ̃ : A → [0,∞] je pramı́ra, jestliže

(i) µ̃(∅) = 0,

(ii) pro libovolné množiny Ai ∈ A po dvou disjunktńı a takové, že i
⋃∞

i=1 Ai ∈
A, plat́ı

µ̃

( ∞
⋃

i=1

Ai

)

=
∞
∑

i=1

µ̃(Ai).
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Věta 0.2 (Hahn-Kolmogorovova věta o rozš́ı̌reńı mı́ry). Bud’ µ̃ pramı́ra na
algebře A podmnožin množiny X. Pak existuje mı́ra µ na σA taková, že µ̃ = µ
na A. Je-li µ̃ σ-konečná, je µ jednoznačně určena.

1 Konstrukce Lebesgueovy mı́ry z vněǰśı mı́ry

Definice 1.1 (Vněǰśı mı́ra). Necht’ X je neprázdná množina. Pak funkce µ∗ :
P(X) → [0,∞] je vněǰśı mı́ra na X, jestliže

(i) µ∗(∅) = 0,

(ii) A ⊂ B =⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B) (monotonie),

(iii) An ⊂ X (n ∈ N) =⇒ µ∗(
⋃

n An) ≤
∑

n µ
∗(An) (spočetná subaditivita).

Př́ıklady:

1. Nulová mı́ra, Diracova mı́ra v bodě nebo aritmetická mı́ra jsou rovněž
vněǰśı mı́ry.

2.

µ∗(A) :=

{

0 pokud A = ∅,
1 pokud A 6= ∅

3.

λ∗(A) := inf

{

∑

n

délka(In) : A ⊂
⋃

n

In, In otevř. int.

}

, A ⊂ R,

je vněǰśı mı́ra na R. (Cvičeńı)

Definice 1.2. Řekneme, že množina A ⊂ X je µ∗-měřitelná, jestliže

∀T ⊂ X : µ∗(T ) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A).

Znač́ıme Aµ∗ := {A ⊂ X : A je µ∗-měřitelná}.

Pozn.: Nerovnost µ∗(T ) ≤ µ∗(T ∩A)+µ∗(T \A) plat́ı vždy (ze subaditivity),
proto v definici lze ekvivalentně požadovat

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A), T ⊂ X.

Pozn.: Je-li µ∗ vněǰśı mı́ra naX a Y ⊂ X, pak restrikce µ∗⌊Y : A 7→ µ∗(A∩Y )
je rovněž vněǰśı mı́ra na X a plat́ı Aµ∗ ⊂ Aµ∗⌊Y .

Věta 1.1 (Caratheodory). Aµ∗ je σ-algebra, µ := µ∗|Aµ∗ je mı́ra a prostor
(X,Aµ∗ , µ) je úplný.

2



D̊ukaz. 1. ∅ ∈ Aµ∗ (zřejmé)

2. A ∈ Aµ∗ =⇒ X \A ∈ Aµ∗ (zřejmé z definice)

3. A,B ∈ Aµ∗ =⇒ A ∩B ∈ Aµ∗ :

Pro libovolnou množinu T ⊂ X plat́ı:

µ∗(T ) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A),
µ∗(T ∩A) = µ∗(T ∩A ∩B) + µ∗((T ∩A) \B),

µ∗(T \ (A ∩B)) = µ∗(T \ (A ∩B) ∩A) + µ∗(T \ (A ∩B) \A)
= µ∗((T ∩A) \B) + µ∗(T \A).

Dosazeńım z druhé a čtvrté rovnosti do prvńı dostaneme

µ∗(T ) = µ∗(T ∩A ∩B) + µ∗(T \ (A ∩B)),

tedy A ∩B ∈ Aµ∗ . Z dokázaných vlastnost́ı už plyne, že Aµ∗ je algebra.

4. µ∗ je σ-aditivńı na Aµ∗ :

Bud’te Ai ∈ Aµ∗ po dvou disjunktńı. Ukážeme, že
⋃∞

i=1 Ai ∈ Aµ∗ . Protože
A1 je µ∗-měřitelná, volbou T = A1 ∪A2 dostaneme

µ∗(A1 ∪A2) = µ∗(A1) + µ∗(A2).

Tedy µ∗ je konečně aditivńı na Aµ∗ . Plat́ı tedy pro každé n ∈ N

∞
∑

i=1

µ∗(Ai) = lim
n→∞

n
∑

i=1

µ∗(Ai) = lim
n→∞

µ∗
(

n
⋃

i=1

Ai

)

≤ µ∗
( ∞
⋃

i=1

Ai

)

.

Opačná nerovnost plyne ze spočetné subaditivity, plat́ı tedy

µ∗
( ∞
⋃

i=1

Ai

)

=
∞
∑

i=1

µ∗(Ai).

5. Aµ∗ je uzavřeno na disjunktńı spočetná sjednoceńı:

Bud’te Ai ∈ Aµ∗ po dvou disjunktńı a T ⊂ X. Plat́ı (n ∈ N)

µ∗(T ) = µ∗
(

T \
n
⋃

i=1

Ai

)

+ µ∗
(

T ∩
n
⋃

i=1

Ai

)

≥ µ∗
(

T \
∞
⋃

i=1

Ai

)

+ (µ∗⌊T )
(

n
⋃

i=1

Ai

)

= µ∗
(

T \
∞
⋃

i=1

Ai

)

+
n
∑

i=1

(µ∗⌊T )(Ai)

3



Využili jsme faktu, že Ai ∈ Aµ∗⌊T , a toho, že µ∗⌊T je (σ-)aditivńı na
Aµ∗⌊T , podle již dokázané části 4. Limitńım přechodem n → ∞ pak do-
staneme

µ∗(T ) ≥ µ∗
(

T \
∞
⋃

i=1

Ai

)

+
∞
∑

i=1

(µ∗⌊T )(Ai)

= µ∗
(

T \
∞
⋃

i=1

Ai

)

+ µ∗
(

T ∩
∞
⋃

i=1

Ai

)

.

Tedy
⋃∞

i=1 Ai ∈ Aµ∗ . Z dokázaného již plyne, že Aµ∗ je σ-algebra a µ∗ je
mı́ra na Aµ∗ .

6. µ∗(A) = 0 =⇒ A ∈ Aµ∗ :

Jestliže µ∗(A) = 0, pak

µ∗(T ) ≥ µ∗(T \A) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A),

tedy A ∈ Aµ∗ . Všechny nulové množiny jsou tedy µ∗-měřitelné.
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Přednáška 12.10.2021

Př́ıklady:

1. µ∗ je nulová mı́ra, Diracova mı́ra v bodě nebo aritmetická mı́ra na množině
X: Aµ∗ = P(X).

2. µ∗(A) :=

{

0 pokud A = ∅,
1 pokud A 6= ∅ =⇒ Aµ∗ = {∅, X}.

Definice 1.3 (Metrická vněǰśı mı́ra). Bud’ (X, ρ) metrický prostor. Řekneme,
že vněǰśı mı́ra µ∗ na X je metrická, jestliže pro dvě množiny A,B ⊂ X splňuj́ıćı
dist(A,B) > 0 plat́ı

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B).

Zde dist(A,B) := inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Věta 1.2. Necht’ µ∗ je metrická vněǰśı mı́ra na metrickém prostoru (X, ρ). Pak
B(X) ⊂ Aµ∗ .

D̊ukaz. Bud’ F ⊂ X uzavřená. Ukážeme, že F ∈ Aµ∗ . Označme

Fε := {x ∈ X : ρ(x, F ) ≤ ε}, ε > 0.

Necht’ je dána T ⊂ X. Ověř́ıme, že

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩ F ) + µ∗(T \ F ). (1)

Můžeme předpokládat, že µ∗(T ) < ∞ (jinak nerovnosti zřejmě plat́ı). Protože
dist(T ∩ F, T \ Fε) ≥ ε > 0, plat́ı

µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩ F ) + µ∗(T \ Fε), ε > 0,

protože µ∗ je metrická. Ukážeme, že

µ∗(T \ F1/j) → µ∗(T \ F ), j → ∞. (2)

Z toho už bude plynout (1). Označme

Di := (F1/i \ F1/(i+1)) ∩ T, i ∈ N.

Plat́ı

T \ F = (T \ F1/j) ∪
∞
⋃

i=j

Di,

a tedy ze spočetné subaditivity µ∗ plyne

µ∗(T \ F ) ≤ µ∗(T \ F1/j) +
∞
∑

i=j

µ∗(Di).
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Ukážeme, že
∞
∑

i=1

µ∗(Di) < ∞. (3)

Z toho již bude plynout (2), a tedy i (1). Je-li |i − j| > 2 je dist(Di, Dj) > 0 a
tedy

n
∑

i=1

µ∗(D2i) = µ∗
(

n
⋃

i=1

D2i

)

≤ µ∗(T ) < ∞,

n
∑

i=1

µ∗(D2i−1) = µ∗
(

n
⋃

i=1

D2i−1

)

≤ µ∗(T ) < ∞.

Z obou nerovnost́ı již plyne (3) a d̊ukaz je tedy hotov.

Definice 1.4. Symbolem On budeme značit množinu všech otevřených ome-
zených kvádr̊u v Rn (včetně prázdné množiny). Objem kvádru I = (a1, b1) ×
· · · × (an, bn) ∈ On, budeme značit

v(I) := (b1 − a1) · · · · · (bn − an).

Tvrzeńı 1.3. Bud’te I, I1, . . . , Ik ∈ On.

(i) Je-li I ⊂ I1 ∪ · · · ∪ Ik, plat́ı v(I) ≤ v(I1) + · · ·+ v(Ik).

(ii) Je-li I = I1 ∪ · · · ∪ Ik a jsou-li kvádry I1, . . . , Ik po dvou disjunktńı, plat́ı
v(I) = v(I1) + · · ·+ v(Ik).

D̊ukaz. 1. Necht’ I = (a1, b1) × · · · × (an, bn), Di je děleńı intervalu (ai, bi),
i = 1, . . . , n, a označme symbolem J systém všech otevřených kvádr̊u
J1 × · · · × Jn, kde Ji je otevřený interval z děleńı Di, i = 1, . . . , n. Pak
zřejmě

I =
⋃

J∈J
J, v(I) =

∑

J∈J
v(J).

2. Jsou-li I1, . . . , Ik jako v (ii), převedeme situaci snadno na př́ıpad uvažovaný
v 1. T́ım je dokázán bod (ii).

3. (i) plyne z (ii): z libovolného pokryt́ı kvádru I kvádry I1, . . . , Ik snadno
vyrob́ıme disjunktńı pokryt́ı.

Definice 1.5. Pro množinu E ⊂ Rn klademe

λn∗(E) := inf

{ ∞
∑

i=1

v(Ii) : E ⊂
∞
⋃

i=1

Ii, Ii ∈ On, i ∈ N

}

a pro δ > 0

λn∗
δ (E) := inf

{ ∞
∑

i=1

v(Ii) : E ⊂
∞
⋃

i=1

Ii, Ii ∈ On, diam(Ii) < δ, i ∈ N

}

.
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(Zde diamA = sup{‖x− y‖ : x, y ∈ A}.)

Tvrzeńı 1.4. Pro E ⊂ Rn a δ > 0 plat́ı λn∗(E) = λn∗
δ (E).

D̊ukaz. Nerovnost λn∗(E) ≤ λn∗
δ (E) je zřejmá. Dokažme opačnou nerovnost.

Necht’ λn∗(E) < ∞ (jinak by nerovnost zřejmě platila), a zvolme ε > 0. Z
definice λn∗(E) existuj́ı I1, I2, · · · ∈ On takové, že E ⊂ ⋃i Ii a

∑

i

v(Ii) < λn∗(E) + ε.

Každý z kvádr̊u Ii můžeme rozdělit na konečný počet disjunktńıch kvádr̊u

J1
i , . . . , J

k(i)
i s diametry menš́ımi než δ, přitom Ii = J1

i ∪ · · · ∪ J
k(i)
i . Podle

Tvrzeńı 1.3 plat́ı v(Ii) = v(J1
i ) + · · ·+ v(J

k(i)
i ). Zřejmě existuj́ı Iji ∈ On takové,

že Jj
i ⊂ Iji , diam Iji < δ a v(Iji ) < v(Jj

i )+ ε/(k(i)2i), j = 1, . . . , k(i), i ∈ N. Pak

E ⊂ ⋃∞
i=1

⋃k(i)
j=1 I

j
i , a tedy

λn∗
δ (E) ≤

∞
∑

i=1

k(i)
∑

j=1

v(Iji ) <

∞
∑

i=1

v(Ii) + ε < λn∗(E) + 2ε.

Protože tato nerovnost plat́ı pro libovolné ε > 0, plat́ı i λn∗
δ (E) ≤ λn∗(E).

Věta 1.5. λn∗ je metrická vněǰśı mı́ra na Rn a plat́ı

λn∗(I) = v(I), I ∈ On.

D̊ukaz. Množinová funkce λn∗ je zřejmě monotónńı a plat́ı λn∗(∅) = 0. Ukážeme
spočetnou subaditivitu. Bud’te Ei ⊂ Rn a předpokládejme, že λn∗(Ei) < ∞,
i ∈ N. Zvolme ε > 0. Podle definice λn∗ existuj́ı Iji ∈ On takové, že Ei ⊂

⋃

j I
j
i

a
∑

j v(I
j
i ) < λn∗(Ei) + ε/2i, i ∈ N. Pak ale plat́ı

⋃

i Ei ⊂
⋃

i

⋃

j I
j
i , a tedy

λn∗(
⋃

i

Ei) ≤
∑

i

∑

j

v(Iji ) <
∑

i

λn∗(Ei) + ε.

Limitńım přechodem ε → 0+ dostáváme spočetnou subaditivitu. λn∗ je tedy
vněǰśı mı́ra.

Ukážeme, že λn∗ je metrická. Bud’te A,B ⊂ Rn takové, že dist(A,B) > 0.
Ukážeme, že

λn∗(A ∪B) ≥ λn∗(A) + λn∗(B).

Je-li λn∗(A ∪B) = ∞, nerovnost zřejmě plat́ı. Předpokládejme tedy nadále, že
λn∗(A ∪ B) < ∞. Zvolme ε > 0. Podle Tvrzeńı 1.4 existuj́ı Ii ∈ On takové, že
diam(Ii) < dist(A,B)/2 a

∑

i v(Ii) < λn∗(A ∪B) + ε. Označme

IA := {i ∈ N : Ii ∩A 6= ∅}, IB := {i ∈ N : Ii ∩B 6= ∅}.
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Žádný z kvádr̊u Ii nemůže zasáhnout obě množiny A,B, proto jsou IA a IB
disjunktńı. Dále zřejmě A ⊂ ⋃i∈IA

Ii a B ⊂ ⋃i∈IB
Ii, proto

λn∗(A) + λn∗(B) ≤
∑

i∈IA

v(Ii) +
∑

i∈IB

v(Ii) ≤
∞
∑

i=1

v(Ii) < λn∗(A ∪B) + ε.

Limitńım přechodem ε → 0+ dostaneme požadovanou nerovnost.
Zbývá ukázat, že λn∗(I) = v(I) kdykoliv I ∈ On. Nerovnost λ

n∗(I) ≤ v(I)
je zřejmá (stač́ı zvolit pokryt́ı I1 = I, I2 = I3 = · · · = ∅). Předpokládejme pro
spor, že λn∗(I) < v(I). Pak existuj́ı Ii ∈ On takové, že I ⊂ ⋃i Ii a

∑

i v(Ii) <
v(I). Zřejmě existuje J ∈ On takový, že J ⊂ I a

∑

i v(Ii) < v(J). Protože
J je kompaktńı, existuje k ∈ N takové, že J ⊂ I1 ∪ · · · ∪ Ik. Pak ale v(J) ≤
v(I1) + · · ·+ v(Ik) podle Tvrzeńı 1.3, což je spor.

Pozn.: Z předchoźıch tř́ı vět plyne, že Bn ⊂ Aλn∗ a λn = λn∗|Aλn∗ je n-
rozměrná Lebesgueova mı́ra. T́ım je dokázána existence ve Větě 0.1. Jedno-
značnost plyne z věty o jednoznačnosti mı́ry z přednášky TMI1, d̊ukaz Věty 0.1
je tedy kompletńı.

8



Přednáška 19.10.2021

2 Znaménkové mı́ry

Definice 2.1. Řekneme, že funkce σ : A → R∗ je znaménková mı́ra na měřitelném
prostoru (X,A), jestliže

(i) σ(∅) = 0,

(ii) σ nabývá nejvýše jedné z hodnot −∞,∞,

(iii) (σ-aditivita) pro libovolnou posloupnost po dvou disjunktńıch množin
An ∈ A plat́ı

σ

( ∞
⋃

n=1

An

)

=

∞
∑

n=1

σ(An).

Konečná znaménková mı́ra se též nazývá náboj.

Pozn.: Je zřejmé, že řada
∑∞

n=1 σ(An) v (iii) bud’ konverguje absolutně, nebo
diverguje k ±∞.

Př́ıklady:

1. Je-li µ mı́ra a ν konečná mı́ra na (X,A), pak σ = µ − ν je znaménková
mı́ra.

2. Je-li µ σ-konečná mı́ra na (X,A) a f ∈ L1(µ), pak σ : A 7→
∫

A
f dµ je

znaménková mı́ra.

Definice 2.2. Bud’ σ znaménková mı́ra na (X,A). Řekneme, že množina A ∈ A
je kladná pro σ, jestliže pro každou měřitelnou množinu E ⊂ A plat́ı σ(E) ≥ 0.
Množina A ∈ A je záporná pro σ, jestliže pro každou měřitelnou množinu E ⊂ A
plat́ı σ(E) ≤ 0.

Pozn.:

1. Nejvýše spočetné sjednoceńı kladných množin je kladná množina.

2. Měřitelná podmnožina kladné množiny je kladná množina.

Tvrzeńı 2.1. Bud’ σ znaménková mı́ra na (X,A) a E ∈ A množina taková, že
0 < σ(E) < ∞. Pak existuje kladná množina A ⊂ E taková, že σ(A) > 0.

D̊ukaz. Kdyby sama E byla kladná, polož́ıme A := E. Pokud ne, definujeme

t1 := inf{σ(B) : B ⊂ E, B ∈ A} < 0

a vybereme E1 ⊂ E takovou, že σ(E1) < max{t1/2,−1}. Plat́ı σ(E \ E1) =
σ(E)−σ(E1) > σ(E) > 0, a pokud je množina E \E1 již kladná, vybereme ji za
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A a jsme hotovi. Pokud ne, pokračujeme stejnou konstrukćı v množině E \ E1,
tedy polož́ıme

t2 := inf{σ(B) : B ⊂ E \ E1, B ∈ A} < 0,

a zvoĺıme E2 ⊂ E \ E1 takovou, že σ(E2) < max{t2/2,−1}. T́ımto zp̊usobem
bud’ po konečném počtu krok̊u najdeme kladnou množinu A ⊂ E kladné mı́ry,
nebo sestroj́ıme posloupnost disjunktńıch měřitelných množin E1, E2, · · · ⊂ E
a posloupnost záporných č́ısel t1, t2, . . . takové, že σ(Ei) < max{ti/2,−1} < 0,
i ∈ N.

Položme A := E \⋃∞
i=1 Ei. Ze spočetné aditivity dostaneme

σ(A) +
∞
∑

i=1

σ(Ei) = σ(E) > 0,

tedy σ(A) > σ(E) > 0 a řada
∑∞

i=1 σ(Ei) konverguje, tedy nutně σ(Ei) → 0.
Pak ale i ti → 0. Ukážeme, že A je kladná. Pro libovolnou B ⊂ A měřitelnou
plat́ı B ∩ Ei = ∅, i = 1, 2, . . . , tedy σ(B) ≥ ti, i = 1, 2, . . . , a protože ti → 0, je
σ(B) ≥ 0.

Věta 2.2 (Hahn-Banach̊uv rozklad). Bud’ σ znaménková mı́ra na (X,A). Pak
existuje rozklad X = P ∪N takový, že P je kladná a N záporná množina pro σ.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že σ(E) < ∞ pro každou
E ∈ A. (Kdyby ne, pracovali bychom s mı́rou −σ.) Položme

λ := sup{σ(E) : E ∈ A, E kladná pro σ}.

Zřejmě λ ≥ 0 (∅ je kladná). Bud’te Ai ∈ A kladné takové, že σ(Ai) → λ
(existence plyne z definice suprema). Pak množina P :=

⋃∞
i=1 Ai je kladná a ze

vztahu
σ(P ) = σ(Ai) + σ(P \Ai) ≥ σ(Ai), i ∈ N,

plyne σ(P ) = λ. Ukážeme dále, že množina N := X \ P je záporná. Necht’

B ⊂ N je měřitelná. Kdyby σ(B) > 0, pak by podle Tvrzeńı 2.1 existovala
měřitelná kladná množina B′ ⊂ B, pro niž σ(B′) > 0. Pak by ale P ∪ B′ byla
rovněž kladná množina s mı́rou

σ(P ∪B′) = σ(P ) + σ(B′) > σ(B) = λ,

což by byl spor s definićı λ.

Definice 2.3 (Jordan̊uv rozklad). Bud’ σ znaménková mı́ra na (X,A). Pak
(nezáporné) mı́ry σ+(·) := σ(· ∩ P ) a σ−(·) := −σ(· ∩N) nazýváme kladnou a
zápornou část́ı σ a plat́ı

σ = σ+ − σ−.

Mı́ru |σ| := σ+ + σ− nazýváme totálńı variaćı znaménkové mı́ry σ.
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Pozn.: Alespoň jedna z měr σ+, σ− je konečná.

Tvrzeńı 2.3. Je-li σ = σ′
+−σ′

− jiný rozklad znaménkové mı́ry σ na rozd́ıl dvou
(nezáporných) měr, pak σ′

+ ≥ σ+ a σ′
− ≥ σ−.

D̊ukaz. Pro libovolnou E ∈ A plat́ı

σ+(E) = σ(E ∩ P ) = σ′
+(E ∩ P )− σ′

−(E ∩ P ) ≤ σ′
+(E ∩ P ) ≤ σ′

+(E).

Podobně se ukáže, že σ′
−(E) ≥ σ−(E).

Př́ıklad: Necht’ f ∈ L1(0, 1). Pak

σ : E 7→
∫

E

f(x) dx, E ⊂ [0, 1] borelovská,

je znaménková mı́ra a plat́ı

σ+(E) =

∫

E

f+(x) dx, σ−(E) =

∫

E

f−(x) dx, |σ|(E) =

∫

E

|f |(x) dx.

11



Přednáška 26.10.2021

Věta 2.4 (Regularita Lebesgueovy mı́ry). Necht’ E ⊂ Rn. Je ekvivalentńı:

(i) E ∈ Aλn∗ .

(ii) pro každé ε > 0 existuj́ı G otevřená, F uzavřená, F ⊂ E ⊂ G, λn(G\F ) <
ε.

(iii) existuj́ı množiny A,B ∈ Bn, A ⊂ E ⊂ B, λn(B \A) = 0.

(iv) E ∈ Bn
0 .

D̊ukaz. (i) =⇒ (ii): Předpokládejme nejprve, že λn(E) < ∞. Podle definice λn∗

existuj́ı Ii ∈ On takové, že E ⊂ ⋃i Ii a
∑

i v(Ii) < λn(E) + ε/2. Pak G :=
⋃

i Ii
je otevřená množina obsahuj́ıćı E a plat́ı λn(G \ E) < ε/2.

Je-li λn(E) = ∞, plat́ı E =
⋃

m Em, kde Em := [−m,m]n ∩E má konečnou
mı́ru, m = 1, 2, . . . . Ke každé Em najdeme otevřenou množinu Gm ⊃ Em,
λ(Gm \Em) < ε/2m+1. Pak otevřená množina G :=

⋃

m Gm obsahuje E a plat́ı

λn(G \ E) ≤
∑

m

λn(Gm \ Em) <
ε

2
.

Komplement EC množiny E je také měřitelný a existuje tedy otevřená
množina H ⊃ EC taková, že λn(H \ EC) = λn(E \ HC) < ε/2. Množina
F := HC je uzavřená a plat́ı F ⊂ E ⊂ G a

λn(G \ F ) = λn(G \ E) + λn(E \ F ) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

(ii) =⇒ (iii): Pro každé j ∈ N najdeme otevřenou množinu Gj ⊃ E a
uzavřenou Fj ⊂ E tak, že λn(Gj \ Fj) < j−1. Pak A :=

⋃

j Fj a B :=
⋂

j Gj

jsou borelovské množiny a plat́ı

λn(B \A) ≤ λn(Gj \ Fj) <
1

j
, j ∈ N,

tedy λn(B \A) = 0.
(iii) =⇒ (iv): Jsou-li A ⊂ E ⊂ B jako v (iii), je zřejmě symetrická diference

E△A nulová množina, a tedy E ∈ Bn
0 podle Věty o zúplněńı mı́ry.

(iv) =⇒ (i): σ-algebra Aλn∗ obsahuje borelovské množiny i nulové množiny,
obsahuje tedy i zúplněnou σ-algebru Bn

0 .

Věta 2.5 (Luzin). Bud’ f : Rn → R lebesgueovsky měřitelná funkce a ε > 0.
Pak existuje G ⊂ Rn otevřená taková, že λn(G) < ε a restrikce f |GC je spojitá.
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Pozn.: Funkce f nemuśı být spojitá v žádném bodě, pouze restrikce na vhod-
nou množinu je spojitá (vzhledem k této množině) (viz Dirichletova funkce
f = χQ).

D̊ukaz. Bud’ U1, U2, . . . posloupnost všech interval̊u s racionálńımı́ koncovými
body. Pak pro každé j ∈ N je množina f−1(Uj) lebesgueovsky měřitelná, tedy
existuj́ı množiny Fj ⊂ f−1(Uj) ⊂ Gj , Fj uzavřená, Gj otevřená, λn(Gj \ Fj) <
ε/2j . Množina G :=

⋃

(Gj \ Fj) je otevřená a splňuje

λn(G) ≤
∞
∑

j=1

λn(Gj \ Fj) < ε.

Označme E := Rn \G. Pro restrikci g := f |E dále plat́ı

g−1(Uj) = f−1(Uj) ∩ E = Gj ∩ E, j = 1, 2, . . . .

Tedy g−1(Uj) je otevřená podmnožina v prostoru E.
Pro každou otevřenou množinu U ⊂ R plat́ı

U =
⋃

j:Uj⊂U

Uj ,

a tedy g−1(U) =
⋃

{j:Uj⊂U} g
−1(Uj) je otevřená množina v E. Tedy zobrazeńı

g je spojité na metrickém prostoru E.

Pozn.: Větu nelze ześılit v tom smyslu, že by restrikce f na komplement
nějaké nulové množiny musela být spojitá. Jako protipř́ıklad slouž́ı f = χC , kde
C ⊂ [0, 1] je diskontinuum kladné mı́ry. Jeho konstrukce prob́ıhá podobně jako u
Cantorova diskontinua, s t́ım, že “odeb́ıráme menš́ı” otevřené intervaly: Zvoĺıme
posloupnost kladných č́ısel (ai) tak, aby a :=

∑∞
i=1 2

i−1ai < 1, a definujeme in-
dukćı posloupnost do sebe zařazených kompaktńıch množin C0 ⊃ C1 ⊃ . . . tak,
že C0 = [0, 1] a Cn+1 dostaneme tak, že z každé komponenty Cn vyjmeme cent-
rovaný otevřený podinterval délky an+1. Pak C :=

⋂

n Cn je totálně nesouvislá
množina s Lebesgueovou mı́rou 1− a. Aby restrikce f |E byla spojitá, muśı EC

obsahovat ve svém vnitřku všechny hraničńı body množin Cn, n = 0, 1, . . . .
Těchto bod̊u je spočetně, lze tedy zař́ıdit, aby EC měla libovolně malou Lebes-
gueovu mı́ru (ale nikoliv nulovou).

3 Regularita borelovských měr

Definice 3.1. Borelovská mı́ra µ na metrickém (př́ıpadně topologickém) pro-
storu X je regulárńı, jestliže pro každou B ∈ B(X) plat́ı

µ(B) = inf{µ(G) : G ⊃ B,G otevřená}.
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Pozn.: Uvedená vlastnost se v literatuře též nazývá vněǰśı regularitou.

Věta 3.1. Každá konečná borelovská mı́ra na metrickém prostoru je regulárńı.

D̊ukaz. Necht’ µ je konečná borelovská mı́ra na metrickém prostoru (X, ρ). Po-
znamenejme nejprve, že je-li µ regulárńı, pak pro každou borelovskou množinu
B plat́ı také µ(B) = sup{µ(F ) : F ⊂ B,F uzavřená} (stač́ı použ́ıt vlastnost
regularity pro X \B). Označme

D := {B ∈ B(X) : (∀ε > 0)(∃F ⊂ B ⊂ G) : F uzav., G otev., µ(G \ F ) < ε}.

Ukážeme, že D = B(X) (č́ımž bude d̊ukaz ukončen).
Nejprve ukážeme, že D obsahuje všechny uzavřené množiny. Je-li F ⊂ X

uzavřená, označme Fk := {x ∈ X : ρ(x, F ) < 1/k}, k = 1, 2, . . . . Fk jsou
otevřené množiny a plat́ı Fk ց F , k → ∞ (protože F je uzavřená), a tedy
µ(Fk) → µ(F ) ze spojitosti (konečné) mı́ry µ. K libovolnému ε > 0 tedy najdeme
k ∈ N tak, aby µ(Fk \ F ) < ε, a tedy F ∈ D.

Dále ukážeme, že D je σ-algebra. Zřejmě ∅ ∈ D. Je-li D ∈ D a ε > 0, pak
existuj́ı F ⊂ D ⊂ G, F uz., G ot., µ(G \ F ) < ε, a tedy také X \G ⊂ X \D ⊂
X \ F , X \ G uz., X \ F ot., µ((X \ F ) \ (X \ G)) = µ(G \ F ) < ε, a tedy
X \D ∈ D.

Jsou-li Di ∈ D, i ∈ N, a ε > 0, pak existuj́ı otevřené množiny Gi a uzavřené
množiny Fi takové, že Fi ⊂ Di ⊂ Gi a µ(Gi \ Fi) < ε/2i, i ∈ N. Pak zřejmě

∞
⋃

i=1

Fi ⊂
∞
⋃

i=1

Di ⊂
∞
⋃

i=1

Gi

a

µ

( ∞
⋃

i=1

Gi \
∞
⋃

i=1

Fi

)

≤
∞
∑

i=1

µ(Gi \ Fi) < ε.

Množina
⋃∞

i=1 Fi nemuśı být uzavřená, ale ze spojitosti mı́ry plat́ı také pro
dostatečně velká N ∈ N

µ

( ∞
⋃

i=1

Gi \
N
⋃

i=1

Fi

)

≤
∞
∑

i=1

µ(Gi \ Fi) < ε,

a tedy
⋃

i Di ∈ D. D je tud́ıž σ-algebra, která obsahuje všechny uzavřené
množiny, muśı tedy obsahovat všechny borelovské množiny.
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Přednáška 2.11.2021

Př́ıklad: Uvažujme prostor X =
⋃

i Li ⊂ R2 jako podprostor v rovině, kde
L1, L2, . . . jsou r̊uzné př́ımky procházej́ıćı počátkem, a borelovskou mı́ru µ =
∑

i λ
1|Li

(součet Lebesgueových měr na př́ımkách). Mı́ra µ je σ-konečná (jako
spočetný součet σ-konečných měr), ale neńı regulárńı: jest µ({0}) = 0, ale každá
otevřená množina G ⊂ X obsahuj́ıćı počátek muśı obsahovat Uε(0) ∩ X pro
nějaké ε > 0, a tedy µ(G) =

∑

i ε = ∞. Předpoklad konečnosti ve větě tedy
nelze nahradit σ-konečnost́ı.

Cvičeńı: Ukažte, že předpoklad konečnosti ve větě lze nahradit lokálńı konečnost́ı
mı́ry µ (µ(A) < ∞ pro všechny omezené borelovské množiny A ⊂ X).

Definice 3.2. Borelovská mı́ra µ na metrickém (př́ıpadně topologickém) pro-
storu X je těsná, jestliže pro každou B ∈ B(X) plat́ı

µ(B) = sup{µ(K) : K ⊂ B,K kompaktńı}.

Pozn.:

1. Borelovská mı́ra, která je regulárńı, těsná a konečná na kompaktech, se
nazývá Radonova mı́ra.

2. µ konečná a těsná =⇒ µ regulárńı.

3. µ konečná, regulárńı a µ(X) = sup{µ(K) : K ⊂ X kompaktńı} =⇒ µ
těsná.

Věta 3.2. Každá konečná borelovská mı́ra na úplném separabilńım metrickém
prostoru je těsná.

D̊ukaz. Stač́ı ověřit, že

µ(X) = sup{µ(K) : K ⊂ X kompaktńı}.

ProtožeX je separabilńı, existuje spočetná hustá podmnožina {x1, x2, . . . } ⊂ X.
Pro každé n tedy plat́ı X =

⋃

i U1/n(xi) (U1/n(xi) znač́ı otevřené 1/n-okoĺı bodu
xi). Necht’ je dáno ε > 0. Ze spojitosti (konečné) mı́ry dostaneme, že ke každému
n ∈ N existuje kn ∈ N takové, že

µ

(

X \
kn
⋃

i=1

U1/n(xi)

)

<
ε

2n
.

Množina

A :=
∞
⋂

n=1

kn
⋃

i=1

U1/n(xi)
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je totálně omezená, stejně jako jej́ı uzávěr A. Nav́ıcA je jako uzavřená podmnožina
úplného prostoru také úplný podprostor. Protože úplnost a totálńı omezenost
dává kompaktnost (viz přednáška MA4), množina A je kompaktńı. Dále plat́ı

µ(X \A) ≤ µ(X \A)

= µ

( ∞
⋃

n=1

(

X \
kn
⋃

i=1

U1/n(xi)

))

≤
∞
∑

n=1

µ

(

X \
kn
⋃

i=1

U1/n(xi)

)

< ε.

Př́ıklad: Lebesgueova mı́ra na intervalu [0, 1] s diskrétńı metrikou je regulárńı,
ale neńı těsná.

4 Věta o rozš́ı̌reńı mı́ry

Připomeňme, že pramı́ra je nezáporná množinová funkce na algebře podmnožin
množiny X, která je nulová v prázdné množině a spočetně aditivńı na dané
algebře.

Věta 4.1 (Hahn-Kolmogorovova). Bud’ µ̃ pramı́ra na algebře A podmnožin
množiny X. Pak existuje mı́ra µ na σA taková, že µ̃ = µ na A. Je-li µ̃ σ-
konečná, je µ jednoznačně určena.

Důkaz: Pro E ⊂ X položme

µ∗(E) := inf

{ ∞
∑

i=1

µ̃(Ai) : Ai ∈ A, E ⊂
∞
⋃

i=1

Ai

}

.

(a) µ∗ je vněǰśı mı́ra: Zřejmě µ∗(∅) = 0 a µ∗ je monotónńı. Ukážeme
spočetnou subaditivitu (d̊ukaz je stejný jako v př́ıpadě vněǰśı mı́ry λn∗). Ne-
cht’ Ei ∈ A, µ∗(Ei) < ∞, i ∈ N. K danému ε > 0 existuj́ı Aij ∈ A takové, že
Ei ⊂ ⋃

j Aij a
∑

j µ̃(Aij) < µ∗(Ei) + ε2−i, i ∈ N. Pak
⋃

i Ei ⊂ ⋃

i

⋃

j Aij a
∑

i

∑

j µ̃(Aij) <
∑

i µ
∗(Ei) + ε, z čehož již plyne spočetná subaditivita, nebot’

ε může být libovolně malé.
(b) Pro každou A ∈ A plat́ı µ∗(A) = µ̃(A): Nerovnost µ∗(A) ≤ µ̃(A) je

zřejmá. Pro d̊ukaz opačné nerovnosti předpokládejme, že A ⊂ ⋃

i Ai, Ai ∈ A.
Indukćı definujme B1 := A1 ∩A, B2 := (A2 ∩A) \B1, a

Bi := (Ai ∩A) \ (B1 ∪ · · · ∪Bi−1), i ∈ N.

Zřejmě Bi jsou po dvou disjunktńı a plat́ı A =
⋃

i Bi, z vlastnost́ı pramı́ry tedy
dostaneme

µ̃(A) =
∑

i

µ̃(Bi) ≤
∑

i

µ̃(Ai).

16



To (podle definice µ∗) znamená, že µ∗(A) ≥ µ̃(A).
(c) A ⊂ Aµ∗ : Necht’ A ∈ A, T ⊂ X, µ∗(T ) < ∞. Stač́ı ukázat, že µ∗(T ) ≥

µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A). K danému ε > 0 existuje pokryt́ı T ⊂ ⋃i Ai množinami
Ai ∈ A takové, že

∑

i µ̃(Ai) < µ∗(T ) + ε. Protože T ∩A ⊂ ⋃i(Ai ∩A), T \A ⊂
⋃

i(Ai \A) a množiny Ai ∩A i Ai \A patř́ı do A, plat́ı

µ∗(T ∩A) ≤
∑

i

µ̃(Ai ∩A), µ∗(T \A) ≤
∑

i

µ̃(Ai \A),

a sečteńım dostaneme

µ∗(T ∩A)+µ∗(T \A) ≤
∑

i

µ̃(Ai ∩A)+
∑

i

µ̃(Ai \A) =
∑

i

µ̃(Ai) < µ∗(T )+ ε,

z čehož již plyne dokazovaná nerovnost.
Podle Caratheodoryho věty je µ := µ∗|Aµ∗ mı́ra, která nav́ıc podle (b)

rozšǐruje pramı́ru µ̃, a podle (c) je definovaná na σA.
Jednoznačnost snadno plyne z věty o jednoznačnosti mı́ry. Algebra A je

zřejmě uzavřená na konečné pr̊uniky a je-li µ̃ σ-konečná, existuj́ı množiny An ∈
A takové, že µ̃(An) < ∞ a An ր X, n → ∞. �

Připomeňme ještě následuj́ıćı kriterium pro spočetnou aditivitu z přednášky
TMI1:

Tvrzeńı 4.2. Bud’ µ̃ : A → [0,∞) konečná, konečně aditivńı funkce na algebře
A splňuj́ıćı µ̃(∅) = 0. Pak µ̃ je σ-aditivńı právě tehdy, když

Ai ∈ A, Ai ց ∅ =⇒ µ̃(Ai) → 0. (4)

(Vlastnosti (4) ř́ıkáme spojitost µ̃ v prázdné množině.)
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Přednáška 9.11.2021

V této přednášce ukážeme aplikaci Hahn-Kolmogorovovy věty pro existenci
rozděleńı posloupnosti náhodných veličin.

Bud’te (Ei, ρi) úplné a separabilńı metrické prostory, i ∈ N. Předpokládejme,
že všechny metriky ρi jsou shora omezeny jedničkou (toto neńı omezuj́ıćı před-
poklad, protože s každou metrikou ρ je ekvivalentńı metrika min{1, ρ}). Uvažuje
kartézský součin E :=

∏∞
i=1 Ei s metrikou

ρ(x, y) :=
∞
∑

i=1

ρi(xi, yi)

2i
, x, y ∈ E.

Cvičeńı: Ukažte, že ρ je metrika a že prostor (E, ρ) je separabilńı.
Označme dále If := {∅ 6= I ⊂ N, I konečná}, a pro I ∈ If necht’ EI :=

∏

i∈I Ei je (konečný) kartézský součin s metrikou ρI(x, y) :=
∑

i∈I 2
−iρi(xi, yi),

x, y ∈ EI . Pro I ∈ If necht’ πI : E → EI znač́ı projekci, která z posloupnosti
x = (xi : i ∈ N) zachová pouze souřadnice i ∈ I, a podobně pro I, J ∈ If ,
I ⊂ J , označme πJ

I : EJ → EI odpov́ıdaj́ıćı projekci z EJ do EI .

Lemma 4.3. 1. Pro xn, x ∈ E plat́ı

xn → x ⇐⇒ xn(i) → x(i), i ∈ N.

Podobně pro I ∈ If a yn, y ∈ EI plat́ı

yn → y ⇐⇒ yn(i) → y(i), i ∈ I.

2. (EI , ρI) jsou úplné a separabilńı metrické prostory, I ∈ I.
3. Projekce πI a πJ

I jsou spojité, I, J ∈ I, I ⊂ J .

4. Pro borelovské σ-algebry plat́ı

B(EI) =
⊗

i∈I

B(Ei), I ∈ I.

D̊ukaz. Vlastnosti 1 - 3 plynou snadno z definic. K d̊ukazu bodu 4 využijeme,
že

⊗

i∈I

B(Ei) = σ

{

∏

i∈I

Gi : Gi ⊂ Ei otevřená

}

.

Protože každá množina tvaru
∏

i∈I Gi s otevřenými Gi je otevřená v EI plat́ı
inkluze

⊗

i∈I B(Ei) ⊂ B(EI). Pro d̊ukaz opačné inkluze uvažujme otevřenou
množinu U ⊂ EI . Z předpokladu separability plyne, že můžeme psát U ve tvaru

U =

∞
⋃

n=1

∏

i∈I

Gi,n

s otevřenými množinami Gi,n ⊂ Ei, tedy U ∈ ⊗i∈I B(Ei). T́ım je dokázána i
druhá inkluze.
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Věta 4.4 (Daniell-Kolmogorov). Bud’te Ei úplné separabilńı metrické prostory
a E =

∏∞
i=1 Ei. Necht’ pro každou konečnou množinu index̊u I ∈ If existuje

borelovská pravděpodobnostńı mı́ra µI na EI =
∏

i∈I Ei tak, že kdykoliv I, J ∈
If , I ⊂ J , pak

µI(B) = µJ ((π
J
I )

−1(B)), B ∈ B(EI).

Pak existuje právě jedna borelovská pravděpodobnostńı mı́ra µ na E taková, že

µ(π−1
I (B)) = µI(B), B ∈ B(EI), I ∈ If .

Pozn.: Větu lze interpretovat jeko větu o existenci rozděleńı náhodné posloup-
nosti na základě konečněrozměrných rozděleńı člen̊u této posloupnosti.

Př́ıklad: Jsou-li µi borelovské pravděpodobnosti na Ei, pak součinové pravdě-
podobnosti µI =

⊗

i∈I µi, I ∈ If , splňuj́ı předpoklady věty. Výslednou mı́ru
µ lze pak interpretovat jako nekonečný součin měr µ =

⊗∞
i=1 µi. V jazyce

pravděpodobnostńı interpretace jsou pak náhodné veličiny v posloupnosti nezá-
vislé.

D̊ukaz. Položme
A := {π−1

I (B) : B ∈ B(EI), I ∈ If}.
(Množiny zA interpretujeme jako válce s konečněrozměrnou základnou.) Ukážeme
nejprve, že systém A je algebra. Zřejmě ∅ = π−1

I (∅) ∈ A a je-li A = π−1
I (B) ∈ A,

pak i E \ A = π−1
I (EI \ B) ∈ A. Jsou-li A1, A2 ∈ A, pak existuje I ∈ If

a B1, B2 ∈ B(EI) takové, že Ai = π−1
I (Bi), i = 1, 2, a tedy i A1 ∪ A2 =

π−1
I (B1 ∪B2) ∈ A. Tedy A je algebra.
Definujme množinovou funkci µ̃ na A předpisem

µ̃(A) = µI(B), pokud A = π−1
I (B), B ∈ BI .

Ukážeme nejprve konzistenci této definice. Necht’ množina A ∈ A má dvě
vyjádřeńı A = π−1

I (B) = π−1
J (B′) pro nějaké B ∈ B(EI) a B′ ∈ B(EJ ). Položme

K := I ∪ J . Protože πI = πK
I ◦ πK a πJ = πK

J ◦ πK , je

A = π−1
K ◦ (πK

I )−1(B) = π−1
K ◦ (πK

J )−1(B′),

z čehož plyne, že
(πK

I )−1(B) = (πK
J )−1(B′).

Podle předpokladu věty ovšem plat́ı µK((πK
I )−1(B)) = µI(B) a µK((πK

J )−1(B′)) =
µJ(B

′), a tedy µI(B) = µJ(B
′), což dává konzistenci definice µ̃.

Zřejmě plat́ı µ̃(∅) = 0. Ukážeme, že µ̃ je konečně aditivńı množinová funkce.
Mějme A1, A2 ∈ A, A1 ∩ A2 = ∅. Pak existuje I ∈ If a disjunktńı množiny
B1, B2 ∈ B(EI) takové, že Ai = π−1

I (Bi), i = 1, 2. Pak ovšem

µ̃(A1 ∪A2) = µI(B1 ∪B2) = µI(B1) + µI(B2) = µ̃(A1) + µ̃(A2).

Tedy µ̃ je konečně aditivńı.
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Potřebujeme ukázat, že µ̃ je pramı́ra. K tomu stač́ı ukázat, že splňuje pod-
mı́nku spojitosti v prázdné množině, kterou lze ekvivalentně přeformulovat takto:
Je-li dáno ε > 0, pak pro kažou monotónńı posloupnost A1 ⊃ A2 ⊃ . . . množin
z A takových, že µ̃(An) ≥ ε, n ∈ N, plat́ı

⋂∞
n=1 An 6= ∅.

Mějme tedy ε > 0 a množiny An s uvedenými vlastnostmi, plat́ı tedy
An = π−1

In
(Bn) pro nějaké In ∈ If a Bn ∈ B(EIn). Prostory EIn jsou úplné

a separabilńı, pravděpodobnostńı mı́ry µIn jsou tedy těsné a existuj́ı kompaktńı
množiny Kn ⊂ Bn takové, že

µIn(Bn \Kn) <
ε

2n
, n ∈ N.

Položme Cn := π−1
In

(Kn) a Dn := C1 ∩ · · · ∩ Cn, n ∈ N. Množiny Cn i Dn

jsou válce s konečněrozměrnými kompaktńımi základnami, lež́ı tedy v A a plat́ı
Dn ⊂ Cn ⊂ An. Ukážeme nejprve, že Dn 6= ∅, n ∈ N. Plat́ı

µ̃(An \Dn) = µ̃

(

n
⋃

i=1

(An \ Ci)

)

≤ µ̃

(

n
⋃

i=1

(Ai \ Ci)

)

≤
n
∑

i=1

µ̃(Ai \ Ci) =

n
∑

i=1

µIi(Bi \Ki) < ε,

a tedy µ̃(Dn) = µ̃(An)− µ̃(An \Dn) > 0, z čehož plyne, že Dn 6= ∅.
Nyńı ukážeme, že i

⋂∞
n=1 Dn 6= ∅ (z čehož bude plynout, že

⋂∞
n=1 An 6=

∅, a tedy že µ̃ je pramı́ra). Uvědomme si, že Dn je nerostoućı posloupnost
neprázdných válc̊u s konečněrozměrnými kompaktńımi základnami, např. Dn =
π−1
Jn

(Ln), Jn ∈ If , Ln ⊂ EJn
kompaktńı, n ∈ N. Můžeme klást Jn = I1∪· · ·∪In,

a lze tedy předpokládat monotonii J1 ⊂ J2 ⊂ . . . . Položme J :=
⋃∞

n=1 Jn.
(Množina J samozřejmě může být nekonečná.) Mějme posloupnost prvk̊u xn ∈
Dn a položme yn := πJ(xn), n ∈ N. Pǐsme yn ve tvaru yn = (yn(j) : j ∈ J).
Uvažujme nyńı pro pevné j ∈ J posloupnost (yn(j) : n ∈ N) prvk̊u z Ej . Exis-

tuje n0 takové, že pro n ≥ n0 je j ∈ Jn ⊃ Jn0
, a tedy yn(j) ∈ π

Jn0

{j} (Ln0
). Pro-

jekce π
Jn0

{j} (Ln0
) kompaktńı množiny Ln0

je kompaktńı podmnožina Ej , a tedy

existuje vybraná podposloupnost konverguj́ıćı k nějakému y(j) ∈ Ej . Metodou
diagonálńıho výběru pak sestroj́ıme vybranou podposloupnost (yσ(n)) takovou,

že yσ(n)(j) → y(j), n → ∞, pro každé j ∈ J . Libovolný prvek x ∈ π−1
J (y) pak

muśı ležet v uzavřené množině
⋂∞

n=1 Dn, a tedy
⋂∞

n=1 Dn 6= ∅.
Podle Hahn-Kolmogorovovy věty lze tedy pramı́ru µ̃ jednoznačně rozš́ı̌rit na

(pravděpodobnostńı) mı́ru µ na σA. Zbývá ukázat, že σA = B(E). Protože pro-
jekce πI jsou spojité, je vzor π−1

I (G) každé otevřené množiny G ⊂ EI otevřená
množina v E, tedy borelovská množina. Plat́ı tedy inkluze σA ⊂ B(E). Pro
opačnou inkluzi si uvědomme, že borelovská σ-algebra separabilńıho prostoru
E je generována uzavřenými okoĺımi Uε(x) bod̊u x ∈ E, ε > 0. Označme
In := {1, . . . , n} ∈ If , n ∈ N. Z definice metriky v E a EIn snadno dosta-
neme vztah

Uε(x) =

∞
⋂

n=1

π−1
In

(

Uε(πIn(x))
)

,
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a tedy Uε(x) ∈ σA. Plat́ı tedy i B(E) ⊂ σA a d̊ukaz je ukončen.

Cvičeńı: Rozmyslete si, jak se d̊ukaz věty zjednoduš́ı v př́ıpadě kompaktńıch
prostor̊u Ei, i ∈ N.
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Přednáška 16.11.2021

5 Charakterizace Riemannovsky integrovatelných

funkćı

Př́ıpomeňme si z přednášky TMI1: Je-li funkce f ∈ R[0, 1] (f je Riemannovsky

integrovatelná), pak f ∈ L1(a, b) a (R)
∫ b

a
f =

∫ b

a
f dλ1.

Věta 5.1. Bud’ f : [a, b] → R omezená. Pak

f ∈ R[a, b] ⇐⇒ f je spojitá λ1-s.v. na [a, b].

Př́ıklady:

1. Dirichletova funkce f = χQ neńı spojitá v žádném bodě, a také neńı na
žádném intervalu Riemannovsky integrovatelná.

2. Charakteristická funkce Cantorova diskontinua f = χC je spojitá všude
na doplňku Cantorova diskontinua C, a plat́ı λ1(C) = 0, tedy f je Rie-
mannovsky integrovatelná na [0, 1].

Důkaz: Bud’

Dn := {a = x
(n)
0 < x

(n)
1 < · · · < x

(n)
kn

= b} n ∈ N,

posloupnost zjemňuj́ıćıch se děleńı intervalu [a, b], a předpokládejme, že normy
děleńı konverguj́ı k nule:

‖Dn‖ = max
1≤i≤kn

|x(n)
i − x

(n)
i−1| → 0, n → ∞.

Zaved’me funkce sn, Sn předpisem

sn(x) = inf
[x

(n)
i−1,x

(n)
i ]

f, Sn(x) = sup
[x

(n)
i−1,x

(n)
i ]

f, x ∈ (x
(n)
i−1, x

(n)
i ], i = 1, . . . , kn,

a sn(x) = Sn(x) = 0 pro ostatńı hodnoty x ∈ R. Funkce sn i Sn jsou jednoduché
měřitelné a zřejmě plat́ı

s(f,Dn) =

∫ b

a

sn dλ
1, S (f,Dn) =

∫ b

a

Sn dλ
1,

a dolńı a horńı součty konverguj́ı k dolńımu a horńımu Riemannovu integrálu:

∫ b

a

sn dλ
1 = s(f,Dn) ր

∫ b

a

f,

∫ b

a

Sn dλ
1 = S (f,Dn) ց

∫ b

a

f.
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Funkce f je dle předpokladu omezená, tedy |f | ≤ M pro nějaké M ∈ R. Plat́ı

−M ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ f ≤ · · · ≤ S2 ≤ S1 ≤ M.

Označme f1 := limn→∞ sn, f2 := limn→∞ Sn (monotónńı omezená posloupnost
vždy konverguje). Pak plat́ı

−M ≤ sn ր f1 ≤ f ≤ f2 ւ Sn ≤ M.

a podle zobecněné Leviho věty tedy

∫ b

a

sn dλ
1 →

∫ b

a

f1 dλ
1,

∫ b

a

Sn dλ
1 →

∫ b

a

f2 dλ
1.

Důsledkem jsou rovnosti

∫ b

a

f1 dλ
1 =

∫ b

a

f,

∫ b

a

f2 dλ
1 =

∫ b

a

f.

=⇒ : Necht’ f ∈ R[a, b]. Pak plat́ı f1 = f2 s.v. Označme

N := {x ∈ [a, b] : f1(x) 6= f2(x)} ∪ {x(n)
i : 0 ≤ i ≤ kn, n = 1, 2, . . . }.

Podle předpokladu plat́ı λ1(N) = 0. Ukážeme, že f je spojitá v každém bodě
x ∈ (a, b) \ N . Necht’ jsou dány x ∈ (a, b) \ N a ε > 0. Protože f1(x) = f2(x),
muśı existovat n ∈ N takové, že Sn(x) − sn(x) < ε. Označme In ten otevřený
interval z děleńı Dn, pro nějž je x ∈ In. Pak plat́ı sn(x) < f(y) < Sn(x) pro
všechna y ∈ In, a tedy |f(y) − f(x)| ≤ ε kdykoliv y ∈ In. T́ım je dokázáno, že
funkce f je spojitá v x.

⇐=: Označme D množinu všech bod̊u z (a, b), v nichž f neńı spojitá. Podle
předpokladu λ1(D) = 0. Ukážeme, že Sn(x) − sn(x) → 0, n → ∞, kdykoliv

x ∈ (a, b) \ D. Pak bude podle Leviho věty platit
∫ b

a
(Sn − sn) dλ

1 → 0, tedy
S (f,Dn) − s(f,Dn) → 0, což bude znamenat, že f ∈ R[a, b]. Necht’ jsou tedy
dány x ∈ (a, b) \ D a ε > 0. Z definice spojitosti existuje δ > 0 takové, že
|f(y) − f(x)| < ε kdykoliv |y − x| < δ. Zvolne n0 tak velké, aby ‖Dn‖ < δ
kdykoliv n ≥ n0. Pak plat́ı

Sn(x)− sn(x) ≤ 2 sup{|f(y)− f(x)| : |y − x| < δ} ≤ 2ε, n ≥ n0,

a d̊ukaz je hotov. �
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Přednáška 23.11.2021

6 Pokrývaćı věty

Úmluva: V této kapitole budeme pracovat s koulemi v Rn. Kouĺı budeme ro-
zumět uzavřenou nedegenerovanou kouli, B = B(x, r), r > 0. Budeme použ́ıvat
značeńı radB = r (radius koule B) a pro t > 0 budeme značit tB := B(x, tr)
(tedy tB je koule se stejným středem jako B, ale s t-násobným poloměrem).

Lemma 6.1 (“5r”-Covering Lemma). Necht’ F je systém uzavřených kouĺı v
Rn se supB∈F radB < ∞. Pak existuje disjunktńı podsystém (tj. podsystém po
dvou disjunktńıch kouĺı) F ′ takový, že

(∀B ∈ F) (∃B′ ∈ F ′) : B ∩B′ 6= ∅&B ⊂ 5B′. (5)

D̊ukaz. Označme R := supB∈F radB a

Fk :=

{

B ∈ F : radB ∈
(

R

2k+1
,
R

2k

]}

, k = 0, 1, 2, . . .

Dále definujme indukćı posloupnost systémů kouĺı Bk ⊂ Fk takto:

• za B0 vezměme libovolný maximálńı disjunktńı podsystém F0.

• máme-li definovány B0, . . . ,Bk−1, vezměme za Bk libovolný maximálńı
disjunktńı podsystém systému

{B ∈ Fk : B ∩B′ = ∅ pro každou B′ ∈ B0 ∪ · · · ∪ Bk−1} .

Položme F ′ :=
⋃∞

k=0 Bk. Systém F ′ je zřejmě disjunktńım podsystémem F .
Ověř́ıme vlastnost (5). Necht’ je dána koule B ∈ F . Pak B ∈ Fk pro nějaké
k ≥ 0 a nutně existuje koule B′ ∈ B0 ∪ · · · ∪ Bk, pro niž B′ ∩ B 6= ∅ (jinak
bychom dostali spor s maximalitou systému Bk). Plat́ı

R

2k+1
< radB ≤ R

2k
a radB′ >

R

2k+1
,

tedy radB < 2 radB′. Ukážeme, že B ⊂ 5B′. Necht’ B = B(x, r) a B′ =
B(x′, r′), a necht’ y ∈ B, tedy ‖y−x‖ ≤ r. Protože B′∩B 6= ∅, je ‖x−x′‖ ≤ r+r′.
Máme tedy

‖y − x′‖ ≤ ‖y − x‖+ ‖x− x′‖ ≤ r + r + r′ ≤ 5r′,

tedy y ∈ 5B′. T́ım je ověřena inkluze B ⊂ 5B′ a d̊ukaz je hotov.

Definice 6.1. Řekneme, že systém uzavřených kouĺı F je Vitaliovým pokryt́ım
množiny A ⊂ Rn, jestliže

(∀a ∈ A) (∀ε > 0) (∃B ∈ F) : radB < ε& a ∈ B. (6)
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Pozn.: Podmı́nka (6) ř́ıká, že každý bod množiny A je pokryt “libovolně ma-
lou” kouĺı ze systému F .

Věta 6.2 (Vitaly Covering Theorem). Necht’ systém uzavřených kouĺı F je
Vitaliovým pokryt́ım množiny A ⊂ Rn. Pak existuje F ′ ⊂ F disjunktńı takový,
že λn(A \⋃F ′) = 0.

Pozn.: Věta ř́ıká, že skoro všechny body množiny A lze pokrýt disjunkt́ımi
koulemi z F . U množiny A nepředpokládáme měřitelnost.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpoládat, že supB∈F radB ≤ 1 (větš́ı
koule můžeme ze systému odstranit a systém nadále bude Vitaliovým pokryt́ım).
Podle předchoźıho lemmatu existuje disjunktńı podsystém F ′ ⊂ F splňuj́ıćı
podmı́nku (5). Ukážeme, že λn(A\⋃F ′) = 0. K tomu stač́ı ukázat, že λn(Zr) =
0 pro každé r > 0, kde Zr := (A \⋃F ′) ∩ Ur(0), r > 0 (Ur(0) znač́ı otevřené
r-okoĺı počátku).

Necht’ je dáno r > 0. Označme

F ′′ := {B′ ∈ F ′ : B′ ∩ Ur(0) 6= ∅} ,

F ′′
k :=

{

B′ ∈ F ′′ : radB′ ∈
(

1

2k+1
,
1

2k

]}

, k = 0, 1, 2, . . .

Z disjunktnosti systému F ′′ plyne

∑

B′∈F ′′

λn(B′) =
∞
∑

k=0

∑

B′∈F ′′
k

λn(B′) ≤ λn(B(0, r + 2)) < ∞,

z čehož mimo j́ıné plyne, že každý systém F ′′
k je konečný (koule z F ′′

k maj́ı zdola
omezené poloměry). Necht’ je dáno ε > 0. Z konečnosti výše uvedené symu plyne
existence k0 ∈ N takového, že

∑

k>k0

∑

B′∈F ′′
k

λn(B′) < ε.

Zvolme pevně bod z ∈ Zr. Zřejmě z 6∈ ⋃k0

k=0

⋃F ′′
k := K a množina K je

konečným sjednoceńım kouĺı, tedy kompaktńı. Z vlastnosti (6) Vitaliova pokryt́ı
plyne existence koule B ∈ F takové, že B ∩K = ∅, B ⊂ Ur(0) a z ∈ B. Dále z
vlastnosti (5) systému F ′ plyne existence koule B′ ∈ F ′ takové, že B′ ∩ B 6= ∅
a B ⊂ 5B′. Zřejmě B′ ∈ F ′′ a B′ 6∈ ⋃k0

k=0 F ′′
k , tedy B′ ∈ ⋃k>k0

F ′′
k . Je tedy

z ∈ ⋃k>k0

⋃

B′∈F ′′
k
(5B′).

Ukázali jsme, že Zr ⊂ ⋃k>k0

⋃

B′∈F ′′
k
(5B′), a tedy

λn∗(Zr) ≤
∑

k>k0

∑

B′∈F ′′
k

λn(5B′) < 5nε

(zde pracujeme s vněǰśı mı́rou λn∗, protože množina Zr nemuśı být měřitelná).
Limitńım přechodem ε → 0 dostaneme λn(Zr) = 0 a d̊ukaz je ukončen.
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Definice 6.2. Necht’ A ⊂ Rn a a ∈ Rn. Pak horńı a dolńı Lebesgueovu hustotu
množiny A v bodě a definujeme postupně jako

Θ∗n(A, a) := lim sup
ε→0+

λn∗(A ∩B(a, ε))

λn(B(a, ε))
,

Θn
∗ (A, a) := lim inf

ε→0+

λn∗(A ∩B(a, ε))

λn(B(a, ε))
.

Jsou-li si horńı a dolńı Lebesgueova hustota rovny, nazveme ji Lebesgueovou
hustotou a znač́ıme Θn(A, a).

Př́ıklady: Je-li a ∈ intA, pak Θn(A, a) = 1, a je-li a ∈ intAC , pak Θn(A, a) =
0. Zaj́ımavá je tedy jen situace, kdy a ∈ ∂A.

Cvičeńı: Určete Θ3(A, a) ve všech bodech pro množiny (a) A = [0, 1]3, (b)
A = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤ 1}.

Pozn.: Plat́ı implikace

Θn(A, a) = 0 =⇒ Θn(AC , a) = 1.

Opačná implikace plat́ı v př́ıpadě měřitelné množiny A. Důkaz plyne ze subadi-
tivity vněǰśı mı́ry:

λn∗(A ∩B(a, ε)) + λn∗(AC ∩B(a, ε)) ≥ λn(B(a, ε))

(rozmyslete si podrobně).
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Přednáška 30.11.2021

Věta 6.3 (Lebesgue Density Theorem). Pro A ⊂ Rn lebesgueovsky měřitelnou
plat́ı Θn(A, ·) = χA(·) λn-skoro všude. (Tedy Lebesgueova hustota je rovna jedné
ve skoro všech bodech množiny A a je rovna nule ve skoro všech bodech komple-
mentu AC .)

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že Θn(A, a) = 1 pro skoro všechny body a ∈ A. (Toto
tvrzeńı pak použijeme i pro komplement AC a využijeme implikace Θn(AC , a) =
1 =⇒ Θn(A, a) = 0, viz poznámka před větou.) Je také zřejmé, že stač́ı
uvažovat omezenou množinu A.

Pro č́ıslo 0 < δ < 1 označme

Aδ :=

{

a ∈ A : lim inf
r→0+

λn(A ∩B(a, r))

λn(B(a, r))
< δ

}

.

Ukážeme, že λn(Aδ) = 0 pro každé 0 < δ < 1. Z toho pak bude plynout, že
Θn

∗ (A, a) = 1, a tedy Θn(A, a) = 1, pro skoro všechny a ∈ A.
Necht’ pro spor λn∗(Aδ) > 0 pro nějaké δ < 1. Z regularity Lebesgueovy mı́ry

(nebo z definice vněǰśı mı́ry λn∗) v́ıme, že existuje otevřená množina G ⊃ Aδ

taková, že λn(G) < δ−1λn∗(Aδ). Položme

F := {B(a, r) : a ∈ Aδ, B(a, r) ⊂ G, λn(A ∩B(a, r)) < δλn(B(a, r))}.

Z definice množiny Aδ je vidět, že F je Vitaliovým pokryt́ım množiny Aδ. Podle
Vitaliovy věty tedy existuj́ı po dvou disjunktńı koule B1, B2, · · · ∈ F takové, že
λn(Aδ \

⋃

i Bi) = 0. Pak ale

λn∗(Aδ) = λn∗(Aδ ∩
⋃

i

Bi) ≤
∑

i

λn∗(Aδ ∩Bi) ≤
∑

i

λn(A ∩Bi)

< δ
∑

i

λn(Bi) ≤ δλn(G) < λn∗(Aδ),

což je spor.

7 Důkaz věty o substituci

Připomeňme si nejprve zněńı věty o substituci (TMI1). Budeme psát zkráceně
dx mı́sto dλn(x).

Věta 7.1. Bud’ U ⊂ Rn otevřená, g : U → Rn C1-difeomorfismus (tedy prosté
zobrazeńı takové, že g i g−1 jsou tř́ıdy C1) a f : g(U) → R lebesgueovsky
měřitelná. Pak

∫

U

f ◦ g(x) |Jg(x)| dx =

∫

g(U)

f(y) dy,

má-li jeden z integrál̊u smysl. Zde

Jg(x) := det

(

∂gi
∂xj

(x)

)n

i,j=1

.
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Připomeňme si, že věta byla v přednášce TMI1 dokázána pro př́ıpad afinńıho
zobrazeńı g.

Definice 7.1. Zobrazeńı f : X → Y mezi metrickými prostory X,Y je L-
lipschitzovské, jestliže pro všechna x, y ∈ X plat́ı

dY (f(x), f(y)) ≤ LdX(x, y).

Věta 7.2. Je-li A ⊂ Rn lebesgueovsky měřitelná a f : A → Rn L-lipschitzovské,
pak

λn∗(f(A)) ≤ Lnλn(A).

Pozn.: Lipschizovský obraz měřitelné množiny je měřitelný, což ale nedoka-
zujeme, proto tvrzeńı pracuje s vněǰśı mı́rou. (Pouze spojitý obraz měřitelné
množiny ovšem nemuśı být měřitelný.)

Důkaz: (1) Je-li A ⊂ B, kde B = B(x, r) je koule, pak f(A) ⊂ f(B) ⊂
B(f(x), Lr), a tedy λn(f(A)) ≤ Lnλn(B).

(2) Ukážeme, že pro nulovou množinu N ⊂ Rn je λn(f(N)) = 0. Protože N
je nulová, ke každému ε > 0 existuj́ı otevřené kvádry Ii takové, že N ⊂ ⋃i Ii a
∑

i λ
n(Ii) < ε. Lze přitom zař́ıdit, aby pro všechna i

r(Ii)

R(Ii)
≥ η > 0,

kde r(I) (R(I)) je poloměr vepsané (opsané) koule kvádru I a η > 0 je konstanta
závisej́ıćı pouze na dimenzi n (lze toho dosáhnout p̊uleńım “př́ılǐs dlouhých”
hran). Je-li Bi koule opsaná kvádru Ii, plat́ı tedy λn(Bi) ≤ η−nλn(Ii), a tedy

λn∗(f(N)) ≤ λn∗
(

⋃

i

f(Bi)

)

≤
∑

i

λn∗(f(Bi))

≤ Ln
∑

i

λn(Bi) ≤
(

L

η

)n
∑

i

λn(Ii) <

(

L

η

)n

ε.

Protože ε může být libovolně malé, plat́ı λn∗(f(N)) = 0.
(3) Je-li A ⊂ Rn měřitelná a ε > 0, existuje otevřená množina G ⊃ A taková,

že λn(G) ≤ λn(A) + ε (vlastnost regularity Lebesgueovy mı́ry). Podle Vitaliho
věty existuj́ı disjunktńı koule Bi ⊂ G a nulová množinaN tak, že G =

⋃

i Bi∪N ,
a tedy, s využit́ım (1) a (2) dostaneme

λn∗(f(A)) ≤ λn∗(f(G)) ≤ λn∗
(

⋃

i

f(Bi) ∪ f(N)

)

≤
∑

i

Lnλn(Bi) = Lnλn(G) ≤ Lnλn(A) + Lnε,

a limitńı přechod ε → 0 dává žádaný odhad. �
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Definice 7.2. Normu regulárńıho lineárńıho zobrazeńı L : Rn → Rn definujeme
jako

‖L‖ := sup{‖Lu‖ : ‖u‖ ≤ 1}.

Pozn.: Plat́ı:
δ(L) ‖u‖ ≤ ‖Lu‖ ≤ ‖L‖ ‖u‖, u ∈ Rn, (7)

kde δ(L) := inf{‖Lu‖ : ‖u‖ = 1} > 0.

Tvrzeńı 7.3. Jsou-li L,M dvě regulárńı lineárńı zobrazeńı a γ > 0 takové, že
‖Lu‖ ≤ γ‖Mu‖, u ∈ Rn, pak

| detL| ≤ γn| detM |.

Důkaz: Nejprve tvrzeńı dokážeme pro př́ıpad M = Id. Je-li ‖Lu‖ ≤ γ‖u‖,
u ∈ Rn, a B ⊂ Rn koule se středem v počátku, pak L(B) ⊂ γB, což implikuje

| detL|λn(B) = λn(L(B)) ≤ λn(γB) = γnλn(B),

a tedy | detL| ≤ γn.
Pro obecná L,M pak z předpokladu ‖Lu‖ ≤ γ‖Mu‖, u ∈ Rn, plyne ‖LM−1v‖ ≤

γ‖v‖, v ∈ Rn (klademe v = Mu), a tedy | det(LM−1)| ≤ γn, z čehož plyne
| detL| ≤ γn| detM |. �

Pozn.: V aplikaćıch často neńı splněn předpoklad prostoty substitučńıho zob-
razeńı g. Snadno lze odvodit následuj́ıćı zobecněńı:

Věta 7.4. Bud’ U =
⋃∞

i=1 Ui ⊂ Rn rozklad na otevřené množiny a g : U → Rn

taková, že restrikce g|Ui je C
1-difeomorfismus pro každé i. Pak pro f : g(U) → R

lebesgueovsky měřitelnou plat́ı

∫

U

f ◦ g(x) |Jg(x)| dx =

∫

g(U)

card (f−1(y)) dy,

má-li jeden z integrál̊u smysl.

Pozn.: Výše uvedená věta plat́ı i v daleko obecněǰśım př́ıpadě, kdy zobrazeńı
g je pouze lipschitzovské (lipschitzovské zobrazeńı má diferenciál skoro ve všech
bodech, proto je integrál z Jakobiánu dobře definován).
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Přednáška 7.12.2021

Dokážeme větu o substituci v této formě:

Věta 7.5 (Věta o substituci). Bud’te U ⊂ Rn otevřená, g : U → Rn difeomor-
fismus (C1) a A ⊂ U lebesgueovsky měřitelná. Pak

∫

A

|Jg(x)| dx = λn(g(A)).

Toto je speciálńı př́ıpad Věty 7.1 s funkćı f = χg(A). Obecný př́ıpad se dokáže
standardńım postupem (postupně pro jednoduché měřitelné funkce, nezáporné
měřitelné a nakonec integrovatelné funkce).

D̊ukaz. Necht’ je dáno ε > 0. Ke každému x ∈ U existuje rx > 0 takové, že pro
všechna y ∈ B(x, rx) plat́ı

‖Dg(y)−Dg(x)‖ < εδ(Dg(x)), (8)

a
‖g(y)− g(x)−Dg(x)(y − x)‖ < εδ(Dg(x))‖(y − x)‖ (9)

(v prvńım př́ıpadě využ́ıváme spojitosti diferenciálu Dg, v druhém př́ıpadě de-
finice diferenciálu; včetně faktu δ(Dg(x)) > 0). Využit́ım (7) pak dostaneme

‖Dg(y)u−Dg(x)u‖ < ε‖Dg(x)u‖, u ∈ Rn, (10)

‖g(y)− g(x)−Dg(x)(y − x)‖ < ε‖Dg(x)(y − x)‖. (11)

Existuje spočetná množina S = {x1, x2, . . . } ⊂ U taková, že U =
⋃

i B(xi, rxi
)

(stač́ı si uvědomit, že existuj́ı kompaktńı množiny Kj ր U a každou Kj lze
pokrýt konečně mnoha koulemi). Označme Bi := B(xi, rxi

) a Li := Dg(xi),
i = 1, 2, . . . . Z vlastnosti (10) plyne

(1− ε)‖Liu‖ ≤ ‖Dg(x)u‖ ≤ (1 + ε)‖Liu‖, x ∈ Bi, u ∈ Rn. (12)

Je snadno vidět, že existuje měřitelný rozklad A =
⋃

i,j Eij takový, že pro
všechna i, j ∈ N:

• Eij ⊂ Bi,

• diamEij < j−1 a

• rx > j−1, x ∈ Eij .

Pro libovolné dva body x, y ∈ Eij pak plat́ı

‖g(y)− g(x)‖ ≤ ‖Dg(x)(y − x)‖+ ε‖Dg(x)(y − x)‖ ≤ (1 + ε)2‖Li(y − x)‖

a

‖g(y)− g(x)‖ ≥ ‖Dg(x)(y − x)‖ − ε‖Dg(x)(y − x)‖ ≥ (1− ε)2‖Li(y − x)‖.
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To znamená, že zobrazeńı g ◦ L−1
i : Li(Eij) → g(Eij) je (1 + ε)2-lipschitzovské,

a jeho inverze Li ◦ g−1 je (1− ε)−2-lipschitzovská.
Označme η := max{(1 + ε)2, (1 − ε)−2}. S využit́ım prostoty g, Věty 7.2,

faktu λn(g(Eij)) = | detLij |λn(Eij) (z přednášky TMI1), (12) a Tvrzeńı 7.3
pak dostaneme

λn(g(A)) = λn



g





⋃

i,j

Eij







 =
∑

i,j

λn(g(Eij))

≤ ηn
∑

i,j

λn(Li(Eij)) = ηn
∑

i,j

| detLi|λn(Eij)

= ηn
∑

i,j

∫

Eij

| detLi| dx ≤ ηn
∑

i,j

∫

Eij

ηn|Jg(x)| dx

= η2n
∫

A

|Jg(x)| dx,

a podobně

λn(g(A)) ≥ η−n
∑

i,j

λn(Li(Eij)) ≥ η−n
∑

i,j

∫

Eij

η−n|Jg(x)| dx

= η−2n

∫

A

|Jg(x)| dx.

Limitńım přechodem ε → 0 (tedy η → 1) dostaneme dokazovanou rovnost.

8 Konvergence posloupnosti funkćı

Necht’ je dán prostor s mı́rou (X,A, µ) a měřitelné funkce fn, f (reálné nebo
komplexńı) na (X,A). Připomeňme r̊uzné definice konvergence posloupnosti
(fn) k f :

• fn
s.j.−→ f ⇐⇒ µ{x ∈ X : fn(x) 6→ f(x)} = 0,

• fn
Lp

−→ f ⇐⇒ ‖fn − f‖p → 0, kde ‖g‖p = (
∫

X
|g|p dµ)1/p pro 1 ≤ p < ∞,

• fn
µ−→ f ⇐⇒ ∀ε > 0 : µ{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε} → 0.

Připomeňme si též souvislosti mezi těmito typy konvergenćı, které známe z
TMI1:

1. fn, f ∈ Lp(µ), fn
Lp

−→ f =⇒ fn
µ−→ f (pro p ∈ [1,∞) plyne z Čebyševovy

nerovnosti: µ{x : |fn(x)− f(x)| ≥ ε} ≤ ε−p‖fn − f‖pp);

2. µ(X) < ∞, fn
s.v.−→ f =⇒ fn

µ−→ f (plyne z Jegorovovy věty: fn
s.v.−→

f, ε > 0 =⇒ ∃E ∈ A, µ(E) < ε, fn ⇒ f na X \ E);
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3. µ(X) < ∞, 1 ≤ p < q ≤ ∞ =⇒ Lq(µ) ⊂ Lp(µ) and (fn
Lq

−→ f =⇒
fn

Lp

−→ f).

Na prostoru ([0, 1],B[0, 1], λ|[0,1]) lze naj́ıt př́ıklady demonstruj́ıćı neplatnost

ostatńıch implikaćı mezi konvergencemi: fn
µ−→ f ; fn

s.v.−→ f , fn
µ−→ f ;

fn
L1

−→ f , fn
L1

−→ f ; fn
s.v.−→ f a fn

s.v.−→ f ; fn
L1

−→ f .
Připomeňme si dále Lebesgueovu větu o konvergentńı majorantě. Tato věta

ř́ıká, že pokud fn
s.v.
=⇒ f a |fn| ≤ g s.v. pro nějakou g ∈ L1(µ), n ∈ N, pak

∫

fn dµ →
∫

f dµ. Ukažme si, že v tomto př́ıpadě dokonce plat́ı fn
L1

−→ f . V
d̊ukazu uvedené věty jsme pracovali s posloupnostmi funkćı

gn := inf{fn, fn+1, . . . }, hn := sup{fn, fn+1, . . . },

pro něž plat́ı −g ≤ gn ≤ fn ≤ hn ≤ g a gn ր f ւ hn, tedy

|fn − f | ≤ hn − gn ≤ 2g ∈ L1(µ)

a hn − gn ց 0, tedy

∫

|fn − f | dµ ≤
∫

(hn − gn) dµ → 0

podle zobecněné Leviho věty, čili fn
L1

−→ f .
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Přednáška 14.12.2021

Př́ıklad: Položme

fi,j := 2i/2χ[(j−1)2−i,j2−i], j = 1, . . . , 2i, i ∈ N.

Seřad’me fi,j do jedné posloupnosti (fn). Pak fn
λ−→ 0, a fn

L1

−→ 0, ale neexistuje
žádná “konvergentńı majoranta” pro tuto posloupnost. Př́ıklad lze upravit tak,
aby nav́ıc fn

s.v.−→ 0. Podmı́nka existence konvergentńı majorany v Lebesgueově
větě je tedy postačuj́ıćı, ale ne nutná.

Pozn.: Pro každou funkci f ∈ L1(µ) plat́ı

lim
c→∞

∫

{|f |≥c}
|f | dµ = 0.

Definice 8.1. Posloupnost (fn) měřitelných funkćı na (X,A, µ) je stejnoměrně
integrovatelná (s.i.), jestliže

lim
c→∞

sup
n

∫

{|fn|≥c}
|fn| dµ = 0.

Tvrzeńı 8.1. Je-li posloupnost (fn) s.i. na prostoru s konečnou mı́rou µ, plat́ı
fn ∈ L1(µ), n ∈ N, a

sup
n

‖fn‖1 < ∞.

D̊ukaz. Pro c dostatečně velké plat́ı
∫

|fn| dµ =

∫

|fn|≤c

|fn| dµ+

∫

|fn|>c

|fn| dµ ≤ cµ(X) + 1.

Věta 8.2. Necht’ µ(X) < ∞ a fn
µ→ f . Pak

fn
L1

→ f ⇐⇒ (fn) je s.i.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme implikaci ⇐=. Předpokládejme tedy, že fn
µ→ f a

(fn) je s.i.
(a) Podle Tvrzeńı 8.1 v́ıme, že fn ∈ L1, n ∈ N. Ukážeme, že i f ∈ L1.

Bud’ (fnj
) vybraná podposloupnost taková, že fnj

→ f s.v. Pak podle Fatouova
lemmatu a Tvrzeńı 8.1 plat́ı

∫

|f | dµ =

∫

lim
j→∞

|fnj
| dµ ≤ lim inf

j→∞

∫

|fnj
| dµ < ∞.

(b) Předpokládejme nejprve, že |fn| ≤ c, n ∈ N, a |f | ≤ c pro nějaké c < ∞.
Pro libovolné ε > 0 pak s δ := ε/(2µ(X)) plat́ı

∫

|fn − f | =
∫

|fn−f |≤δ

+

∫

|fn−f |>δ

≤ δµ(X) + 2c µ{|fn − f | > δ} < ε
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pro n dostatečně velké, tedy fn → f v L1.
(c) Bud’te fn, f bez omezeńı z př́ıpadu (b) a bud’ dáno ε > 0. Plat́ı

∫

|fn − f | ≤
∫

|fn|≤c
|f |≤c

|fn − f |+
∫

|fn|>c

|fn − f |+
∫

|f |>c

|fn − f |

=: I1n(c) + I2n(c) + I3n(c).

Odhadneme

I2n(c) ≤
∫

|fn|>c

|fn|+
∫

|fn|>c
|f |≤c

|f |+
∫

|fn|>c
|f |>c

|f | ≤ 2

∫

|fn|>c

|fn|+
∫

|f |>c

|f |,

I3n(c) ≤
∫

|fn|>c
|f |>c

|fn|+
∫

|fn|≤c
|f |>c

|fn|+
∫

|f |>c

|f | ≤
∫

|fn|>c

|fn|+ 2

∫

|f |>c

|f |,

sečteńım pak dostaneme

I2n(c) + I3n(c) ≤ 3







∫

|fn|>c

|fn|+
∫

|f |>c

|f |






<

ε

2

pro dostatečně velké c a všechna n podle předpokladu stejnoměrné integrova-
telnosti. Pro zvolené c je pak I1n(c) <

ε
2 podle části (b). �

Důkaz implikace =⇒: Necht’ µ(X) < ∞ a fn → f v L1. Ukážeme, že (fn)
je s.i. Necht’ je dáno ε > 0. Pro každé c > 0 plat́ı

∫

|fn|>c

|fn| ≤
∫

|fn|>c

|fn − f |+
∫

|fn|>c
|f |≤c/2

|f |+
∫

|fn|>c
|f |>c/2

|f |

≤
∫

|fn − f |+ c
2µ{|fn − f | > c

2}+
∫

|f |>c/2

|f |.

Z předpokladu fn
L1→ f a z Čebyševovy nerovnosti existuje n0 takové, že

∫

|fn − f |+ c
2µ{|fn − f | > c

2} < ε
2 , n ≥ n0, c > 0.

Protože f ∈ L1, existuje c0 > 0 takové, že
∫

|f |>c/2
|f | < ε

2 pro c > c0. Rovněž

pro každou z funkćı f1, . . . , fn0
existuje ci > 0 tak, že

∫

|fi|>c
|fi| < ε, c > ci,

i = 1, . . . , n0. Pro c > max{c0, c1, . . . , cn0
} pak plat́ı

∫

|fn|>c
|fn| < ε pro všechna

n ∈ N. T́ım je dokázána stejnoměrná integrovatelnost posloupnosti (fn).
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Př́ıklad: Sestroj́ıme posloupnost měřitelný funkćı (fn) takovou, že fn → 0
s.v. i v L1(µ), ale neexistuje konvergentńı majoranta, tedy funkce g ∈ L1(µ)
taková, že |fn| ≤ g s.v. pro všechna n.

Uvažujme prostor Σ = {0, 1}N všech posloupnost́ı nul a jedniček, a Σ∗ =
⋃∞

n=1{0, 1}n necht’ je prostor konečných posloupnost́ı nul a jedniček. Prvky
σ ∈ Σ∗ můžeme chápat jako podmnožiny Σ a uvažujeme σ-algebru A := σΣ∗

a součinovou mı́ru µ =
∏∞

i=1(
1
2δ0 + 1

2δ1) (jedná se o rozděleńı posloupnosti
nezávislých hod̊u symetrickou minćı). Pro σ = (σ1, . . . , σn) ∈ Σ∗ definujme

g(σ) :=

{

2n/2 pokud
∑n

i=1 σi ≤ n/3,

0 jinak,

fσ(x) := g(σ)χσ(x), x ∈ X.

Budeme uvažovat limitu funkćı fσ při |σ| → ∞ (|σ| znač́ı délku konečné posloup-
nosti σ). (Ekvivalentně bychom mohli spočetnou množinu funkćı (fσ : σ ∈ Σ∗)
srovnat do posloupnosti a uvažovat jej́ı limitu.) Ukážeme tyto tři vlastnosti:

1. fσ
L1

−→ 0,

2. fσ
s.v.−→ 0 a

3.
∫

(supσ fσ) dµ = ∞ (tedy neexistuje konvergentńı majoranta).

Prvńı vlastnost plyne snadno z faktu
∫

fσ(x) dµ(x) = 2|σ|/2µ(σ) = 2|σ|/22−|σ| = 2−|σ|/2 → 0, |σ| → ∞.

Druhá vlastnost pak je d̊usledkem silného zákona velkých č́ısel, který ř́ıká,
že

µ

{

x : lim
n→∞

1

n

n
∑

i=1

xi =
1

2

}

= 1.

Pro skoro všechna x tedy plat́ı, že 1
n

∑n
i=1 xi >

1
3 pro dostatečně velká n, a tedy

fσ(x) → 0.
Pro třet́ı vlastnost stač́ı ukázat, že

∫

gn dµ → ∞ pro

gn := sup
σ: |σ|=n

fσ, n ∈ N.

Plat́ı

∫

gn dµ = 2n/2µ

{

x :

n
∑

i=1

xi ≤
n

3

}

= 2n/2
⌊n/3⌋
∑

k=0

1

2n

(

n

k

)

≥ 2n/2
1√
2n

(

25/3

3

)−n

=
1√
2n

(

3

27/6

)n

→ ∞, n → ∞.

Použili jsme dolńı odhad pro distribučńı funkci binomického rozděleńı, který
lze nalézt v literatuře a zde jej nebudeme ukazovat (je založen na Stirlingově
vzorci).
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Přednáška 21.12.2021

9 Hausdorffova mı́ra

Pozn.: Látka této kapitoly nebude vyžadována u zkoušky.

Hausdorffova mı́ra je určena pro měřeńı podmnožin Rn nižš́ı “dimenze” než
n.

Definice 9.1. Pro A ⊂ Rn, s ≥ 0 a δ > 0 položme

Hs
δ(A) := inf

A⊂
⋃
i Gi

diamGi≤δ

∑

i

ωs

(

diamGi

2

)s

,

Hs(A) := lim
δ→0+

Hs
δ(A),

kde diamB := supx,y∈B ‖x− y‖ (diametr množiny B),

ωs :=
πs/2

Γ( s2 + 1)

(objem jednotkové koule v Rs pro př́ıpad s ∈ N), a supremum je chápáno přes
všechna nejvýše spočetná pokryt́ı libovolnými množinami s daným omezeńım
diametru.

Pozn.:

1. Pro 0 < δ1 < δ2 je zřejmě Hs
δ1
(A) ≥ Hs

δ2
(A), tedy limita v definici Hs

existuje a plat́ı Hs
δ ր Hs(A), δ →+ 0.

2. Protože pro každou množinu B plat́ı diamB = diam convB, kde convB
je uzavřený konvexńı obal množiny B, lze v definici ekvivalentně pokrývat
pouze uzavřenými konvexńımi množinami.

3. Na př́ıkladu omezené spirály nekonečné délky v R2 s s = 1 je vidět potřeba
podmı́nky na diametr pokrývaj́ıćıch množin jdoućı k nule.

Tvrzeńı 9.1. Pro všechna s ≥ 0 plat́ı:

1. Hs
δ i Hs jsou vněǰśı mı́ry v Rn pro všechna δ > 0.

2. Hs je metrická vněǰśı mı́ra.

3. Hs je borelovsky regulárńı, tedy ke každé A ⊂ Rn existuje B ∈ Bn taková,
že A ⊂ B a Hs(B) = Hs(A).

4. H0 je č́ıtaćı mı́ra (H0(A) = cardA).

5. Hs je translačně a rotačně invariantńı (tedy Hs(A + z) = Hs(R(A)) =
Hs(A) kdykoliv A ⊂ Rd, z ∈ Rd a R je ortogonálńı transformace v Rn).
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6. Hs je homogenńı řádu s (tedy H(tA) = tsHs(A) kdykoliv A ⊂ Rd a t > 0).

D̊ukaz. 1. Pro Hs
δ je d̊ukaz stejný jako u vněǰśı Lebesgueovy mı́ry, Hs dosta-

neme limitńım přechodem.

2. Necht’ dist(A,B) =: ρ > 0. Ukážeme, že Hs(A ∪ B) ≥ Hs(A) + Hs(B).
Necht’ Hs(A∪B) < ∞ (jinak je nerovnost zřejmá). Bud’ ε > 0 a 0 < δ < ρ.
Z Definice dostáváme existenci pokryt́ı A ∪B ⊂ ⋃i Gi s diamGi ≤ δ a

∑

i

ωs

(

diamGi

2

)s

< Hs(A ∪B) + ε.

Každá z množin Gi prot́ıná nejvýše jednu z množin A,B, tedy množiny
index̊u I := {i : Gi ∩ A 6= ∅} a J := {j : Gj ∩ B 6= ∅} jsou disjunktńı. Z
definice Hausdorffovy mı́ry dostáváme

Hs
δ(A) +Hs

δ(B) ≤
∑

i∈I

ωs

(

diamGi

2

)s

+
∑

j∈J

ωs

(

diamGj

2

)s

≤
∑

i

ωs

(

diamGi

2

)s

< Hs
δ(A ∪B) + ε,

a limitńımi přechody ε → 0 a δ → 0 dostaneme žádanou nerovnost.

3. Necht’ je dána A ⊂ Rn. Pokud Hs(A) = ∞, voĺıme B = Rd. Necht’ nyńı
Hs(A) < ∞. Pro každé n ∈ N existuj́ı množiny Gn

i takové, že diamGj
i ≤ 1

n
a

∑

i

ωs

(

diamGn
i

2

)s

≤ Hs
1/n(A) +

1

n
.

Položne B :=
⋂∞

n=1

⋃

i G
n
i . B je zřejmě borelovská množina a obsahuje

množinu A. Dále, protože B ⊂ ⋃i G
n
i pro každé n, plat́ı

Hs
1/n(B) ≤

∑

i

ωs

(

diamGi

2

)s

=
∑

i

ωs

(

diamGi

2

)s

≤ Hs
1/n(A) +

1

n
,

a limitńım přechodem n → ∞ dostaneme Hs(B) ≤ Hs(A). Opačná ne-
rovnost je zřejmá.

4. Pro konečnou množinu A = {x1, . . . , xn} a δ > 0 dostatečně malé je
H0

δ(A) = n, tedy H0(A) = n. Z monotonie plyne, že H0(A) = ∞, pokud
A je nekonečná.

5. Plyne snadno z faktu, že diametr množiny je invariantńı vzhledem k translaćım
a rotaćım.

6. Plyne snadno z faktu diam(tA) = t diamA.
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Pozn.: Mı́ra Hn (v Rn) je lokálně konečná, tedy i σ-konečná. Jednotkovou
krychli [0, 1]n můžeme zapsat jako sjednoceńı kn krychliček Ck

i , i = 1, . . . , kn, o

hraně 1
k . Protože diamCk

i =
√
n
k , plat́ı

Hn√
n/k([0, 1]

n) ≤ ωnk
n

(√
n

2k

)n

= ωn
nn/2

2n
=: cn,

a tedy Hn([0, 1]n) ≤ cn < ∞. Z toho již plyne, že mı́ra Hn je násobkem Lebes-
gueovy mı́ry; plat́ı totiž:

Věta 9.2. Každá lokálně konečná translačně invariantńı borelovská mı́ra v Rn

je násobkem Lebesgueovy mı́ry.

D̊ukaz. Bud’ µ lokálně konečná translačně invariantńı borelovská mı́ra v Rn,
označme c := µ((0, 1]n). Bud’ D systém všech dyadických kvádr̊u tvaru

(

i1 − 1

2k
,
i1
2k

]

× · · · ×
(

in − 1

2k
,
in
2k

]

, k ∈ N ∪ {0}, i1, . . . , in ∈ Z,

včetně prázdné množiny. Z aditivity a translačńı invariantnosti µ dostáváme

µ

((

i1 − 1

2k
,
i1
2k

]

× · · · ×
(

in − 1

2k
,
in
2k

])

=
c

2kn
,

tedy µ a cλn se shoduj́ı na množinách z D. Protože systém D je uzavřen na
konečné pr̊uniky, shoduj́ı se obě uvedené mı́ry i na σD = Bn.

Nyńı ukážeme, že se se Hausdorffova n-rozměrná mı́ra skutečně rovná Lebe-
sgueově mı́̌re. Ukážeme postupně obě nerovnosti.

Lemma 9.3. Hn ≤ λn.

D̊ukaz. Bud’ G ⊂ Rn otevřená a δ > 0. Systém

F := {B ⊂ G uzavřená koule, diamB ≤ δ}.
je zřejmě Vitaliovým pokryt́ım množiny G, tedy podle Vitaliovy věty existuj́ı
disjunktńı koule B1, B2, · · · ∈ F takové, že λn(G \ ⋃i Bi) = 0. Protože Hn je
násobkem λn, je absolutně spojitá vzhledem k λn, a tedy takéHn(G\⋃i Bi) = 0.
Z toho plyne i Hn

δ (G \ ⋃i Bi) = 0, což podle definice znamená, že pro každé
ε > 0 existuje pokryt́ı G \⋃i Bi ⊂

⋃

j Dj s diamDj ≤ δ a

∑

j

ωn

(

diamDj

2

)n

< ε.

Máme tedy G ⊂ ⋃i Bi ∪
⋃

j Dj a

Hn
δ (G) ≤

∑

i

ωn

(

diamBi

2

)n

+
∑

j

ωn

(

diamDj

2

)n

≤ λn(G) + ε,

a limitńım přechodem ε → 0, δ → 0 dostaneme Hn(G) ≤ λn(G), z čehož už
plyne dokazovaná nerovnost.
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Pro opačnou nerovnost budeme potřebovat následuj́ıćı větu z oboru konvexńı
geometrie:

Věta 9.4 (Izodiametrická nerovnost).

λn∗(A) ≤ ωn

(

diamA

2

)n

, A ⊂ Rn.

Lemma 9.5. λn ≤ Hn.

D̊ukaz. Je-li A ⊂ ⋃i Gi libovolné pokryt́ı množiny A, plat́ı podle izodiametrické
nerovnosti

λn∗

(A) ≤
∑

i

λn∗

(Gi) ≤
∑

i

ωn

(

diamGi

2

)n

.

Z definice Hausdorffovy mı́ry pak plyne Hn
δ (A) ≥ λn∗(A) pro každé δ > 0, a

tedy také Hn(A) ≥ λn∗(A).
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Přednáška 4.1.2022

Idea d̊ukazu izodiametrické nerovnosti. Nejprve si uvědomme, že uzavřený kon-
vexńı obal množiny A (nejmenš́ı konvexńı uzavřená množina obsahuj́ıćı A) má
větš́ı nebo rovnou Lebesgueovu mı́ru, ale stejný diametr jako A. Nerovnost tedy
stač́ı ukázat pro konvexńı kompaktńı množinu A.

Označme symbolem Πi kolmou projekci do nadroviny Ei := {xi = 0}, a pro
y ∈ Ei označme řez

Ai,y := {x ∈ A : Πix = y}.
Dále bud’ Ai,y

0 “symetrizace” úsečky Ai,y (posunut́ı ve směru kolmém k Ei tak,

aby střed ležel v Ei). Množina Sti(A) :=
⋃

y∈Πi(A) A
i,y
0 je rovněž konvexńı a

kompaktńı, nav́ıc symetrická podle Ei a splňuje

• diamSti(A) ≤ diamA,

• λn(Sti(A)) = λn(A) (z Fubiniovy věty).

Iterováńım definujeme Steinerovu symetrizaci množiny A

St(A) := Stn ◦Stn−1 ◦ · · · ◦ St1(A).

Jedná se opět o konvexńı a kompaktńı množinu, která je symetrická podle všech
souřadnicových nadrovin, a tedy podle počátku, má stejnou Lebesgueovu mı́ru
jako A, a menš́ı nebo rovný diametr. Ze středové symetrie plyne

St(A) ⊂ B

(

0,
diam(St(A))

2

)

,

tedy

λn(A) = λn(St(A)) ≤ ωn

(

diam(St(A))

2

)n

≤ ωn

(

diamA

2

)n

.

Lemma 9.6. Pro 0 ≤ s < t a A ⊂ Rn plat́ı

Hs(A) < ∞ =⇒ Ht(A) = 0, (13)

Ht(A) > 0 =⇒ Ht(A) = ∞. (14)

Pozn.: Zřejmým d̊usledkem lemmatu je, že Hs = 0 pro s > n.

D̊ukaz. Výroky (13) a (14) jsou zřejmě ekvivalentńı. Doklážeme (13). Necht’

Hs(A) < ∞ a δ > 0. Plat́ı Hs
δ(A) ≤ Hs(A), tedy existuje pokryt́ı A ⊂ ⋃

i Gi

takové, že diamGi ≤ δ a

∑

i

ωs

(

diamGi

2

)s

< Hs(A) + 1.
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Pro t > s tedy je

∑

i

ωt

(

diamGi

2

)t

=
ωt

ωs

∑

i

ωs

(

diamGi

2

)s(
diamGi

2

)t−s

≤ ωt

ωs

(

δ

2

)t−s

(Hs(A) + 1),

a tedy i

Ht
δ(A) ≤

ωt

ωs

(

δ

2

)t−s

(Hs(A) + 1).

Limitńım přechodem δ → 0+ pak dostaneme Ht(A) = 0.

Definice 9.2. Hausdorffovu dimenzi množiny A ⊂ Rn definujeme jako

dimH A := inf{s ≥ 0 : Hs(A) = 0}.

Pozn.: Podle předchoźıho lemmatu je Hs(A) = ∞ pro 0 ≤ s < dimH A a
Hs(A) = 0 pro s > dimH A.

Z definice snadno plyne, že pro S nejvýše spočetnou je dimH S = 0, a že
dimH([0, 1]n) = n.

Najdeme Hausdorffovu dimenzi pro Cantorovo diskontinuum C. Připomeňme,
že Cantorovo diskontinuum je derfinováno jako pr̊unik C =

⋂∞
n=0 Cn, přitom

C0 ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ . . . a Cn je disjunktńım sjednoceńım 2n uzavřených interval̊u
délky 3−n. Označme In množinu interval̊u tvoř́ıćıch Cn, tedy Cn =

⋃ In. Z
definice Hausdorffovy mı́ry snadno dostáváme odhad

Hs
3−n(C) ≤ ωs2

n

(

1

2 · 3n
)s

=
ωs

2s

(

2

3s

)n

.

Pro hodnotu s0 := log 2
log 3 je 2 = 3s, a tedy

Hs0
3−n(C) ≤ ωs

2s
, n ∈ N,

a tedy také

Hs0(C) ≤ ωs

2s
a dimH C ≤ s0.

Ukážeme, že plat́ı i obrácená nerovnost, tedy Hs0 = ωs

2s a dimH C = s0. To
plyne z následuj́ıćıho lemmatu.

Lemma 9.7. Je-li C ⊂ ⋃i Ji, pak
∑

i |Ji|s0 ≥ 1. (Zde Ji jsou intervaly a |Ji|
znač́ı délku intervalu Ji).

D̊ukaz. Lemma stač́ı ukázat pro otevřené intervaly. Vzhledem k tomu, že C
je kompaktńı, stač́ı uvažovat konečné pokryt́ı C ⊂ J1 ∪ · · · ∪ Jk. Pokud maj́ı
některé dva r̊uzné intervaly Ji, Jj neprázdný pr̊unik, pak Ji ∩ Jj ∩ Cc obsa-
huje otevřený interval (protože komplement Cc Cantorova diskontinua je hustá
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otevřená množina) a můžeme intervaly Ji, Jj zmenšit tak, aby byly disjunktńı,
ale stále platilo C ⊂ J1 ∪ · · · ∪ Jk. Krajńı body každého intervalu Ji lež́ı mimo
množinu C a nahrad́ıme-li interval Ji uzavřeným podintervalem

Ii := [min(Ji ∩ C),max(Ji ∩ C)],

bude opět platit C ⊂ I1 ∪ · · · ∪ Ik, a stač́ı dokázat, že

|I1|s0 + · · ·+ |Ik|s0 ≥ 1.

Všimněme si, že všechny krajńı body interval̊u Ii jsou krajńımi body nějaké
aproximace Cn, a tedy existuje n ∈ N takové, že ∂Ii ∈ ∂Cn, i = 1, . . . , k.
Pokud by intervaly I1, . . . , Ik koṕırovaly právě všechny intervaly tvoř́ıćı Cn, byli
bychom hotovi, nebot’

∑

I∈In

|I|s0 = 2n(4−n)s0 = (2/3s0)n = 1.

Ukážeme, že pro každý interval J = [a, b], kde a, b ∈ ∂Cn, plat́ı

|J |s0 ≥
∑

I∈In,I⊃J

|I|s0 . (15)

Z toho již plyne potřebná nerovnost.
Označme N = (c, d) maximálńı podinterval J lež́ıćı v Cc, a označme u :=

c− a, w := d− c a v := b− d. Z konstrukce Cantorova diskuontinua je zřejmé,
že u ≤ w a v ≤ w. Plat́ı

(u+ v + w)s0 ≥
(

u+ v +
u+ v

2

)s0

=

(

3

2
(u+ v)

)s0

= 3s0
(

u+ v

2

)s0

≥ 3s0
us0 + vs0

2
= us0 + vs0

(nerovnost plyne z konkavity funkce t 7→ ts0). Nahrad́ıme-li tedy v pokryt́ı
množiny C interval [a, b] dvěma intervaly [a, c] ∪ [d, b], součet s0-tých mocnin
délek se nezvětš́ı. Takto můžeme pokračovat tak dlouho, až každý interval Ii
nahrad́ıme právě podintervaly tvoř́ıćımi množinu Cn. T́ım bude nerovnost (15)
dokázána.
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