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0 Uvod

Ptripomenuti nékterych vét z Teorie miry a integralu 1:

Véta 0.1 (Lebesgueova mira). Ezistuje prdvé jedna borelovskd mira \™ na R™
takovd, Ze pro vSechna —o0 < a; < b; < 00,1 =1,...,n, plati

)\"([al,bl] X+ X [an,bn]) = (bl — al) ot (bn — an).

Poznamky:

1. Lebesgueova mira je translaéné a rota¢né invariantni (tzn. A”(B) = A" (B+
z) = A"(pB) pro vsechna posunuti z € R™ a pro vSechny rotace p €

SO(n)).
2. Lebesgueova mira je ziejmé o-konecna.
3. Znac¢ime Bf} zuplnéni B" vzhledem k A™. Plati B™ C By C P(R™).

4. Lebesgueova mira je reguldrni v tomto smyslu (dukaz bude pozdéji): Ke
kaZdé E € By a pro kaZdé € > 0 existuji G oteviend, F uzaviend, F' C
ECG, \"(G\F)<e.

Definice 0.1. Nechf X # () a A je algebra podmnozin X. Rekneme, 7e funkce
i A—[0,00] je pramira, jestlize

(i) (@) =0,

(ii) pro libovolné mnoziny A; € A po dvou disjunktni a takové, ze i (Jio, A; €

A, plati
fi ( Ai> = i(A).
7 i=1

N @



Véta 0.2 (Hahn-Kolmogorovova véta o rozsifeni miry). Bud i pramira na
algebie A podmnozin mnoZiny X. Pak ezistuje mira p na oA takovd, Ze fi = p
na A. Je-li i o-konecnd, je u jednoznacné uréena.

1 Konstrukce Lebesgueovy miry z vnéjsi miry

Definice 1.1 (Vngjsi mira). Nechf X je neprdzdnd mnozina. Pak funkce p* :
P(X) — [0, 00] je vnéjsi mira na X, jestlize

(i) p= (@) =0,
(i) AC B = u*(A) < p*(B) (monotonie),
(ili) A, C X (neN) = p*(U, 4n) <X, 1" (An) (spocetnd subaditivita).
Priklady:
1. Nulova mira, Diracova mira v bodé nebo aritmetickd mira jsou rovnéz

vnéjsi miry.

. 0 pokud A =0,
p*(A) =
1 pokud A #0

A*(A) := inf {Z délka(I,,) : A C | JIn, I otevi. int.} ,ACR,

je vnéjsi mira na R. (Cviceni)
Definice 1.2. Rekneme, ze mnozina A C X je u*-méfitelnd, jestlize
VI CX:p(T)=p"(TNA+u(T\A).
Znacime A, := {A C X : A je p*-méfitelna}.

Pozn.: Nerovnost p*(T) < p*(T'NA)+ p*(T'\ A) plati vzdy (ze subaditivity),
proto v definici 1ze ekvivalentné pozadovat

p (1) 2 p(T'NA)+p*(T\A), TcCX
Pozn.: Je-li p* vnéjsimirana X aY C X, pak restrikce p*|Y : A — p*(ANY)
je rovnéz vnéjsi mira na X a plati Ay« C Ay« |y.

Véta 1.1 (Caratheodory). A,- je o-algebra, pn = p*|A,~ je mira a prostor
(Xa AH*,,LL) je ﬁplny/



Dikaz. 1. 0 € A,- (zfejmé)
2. Ac Ay = X\ A€ A, (zfejmé z definice)
3. ABc€ Ay = ANBe Ay

Pro libovolnou mnozinu 7' C X plati:

p*(T) p(TNA)+p*(T\ A,
pr(TnA) = p(TNANB)+p (T'NA)\B),
p(T\(ANB)) = p(T\(ANB)NA)+p*(T\(ANB)\ A)
= W (TNA)\B)+p*(T\A).

Dosazenim z druhé a ¢tvrté rovnosti do prvni dostaneme
p (1) = p* (TN ANB) +p* (T \ (AN B)),
tedy AN B € A,-. Z dokdzanych vlastnosti uz plyne, ze A,~ je algebra.

4. p* je o-aditivni na Aj,-:

Bud'te A; € A~ po dvou disjunktni. Ukdzeme, ze | J;~, A; € A,~. Protoze
A; je p*-méfitelna, volbou T'= A; U Ay dostaneme

p (AU Ag) = p* (A1) + p"(Az).

Tedy p* je kone¢né aditivni na A,-. Plati tedy pro kazdé n € N

dou(A) = lim Y pt(A) = lim ot (U A¢> <y (U AZ—> .
=1 =1 =1 =1

Opac¢na nerovnost plyne ze spocetné subaditivity, plati tedy
o0 o0
g (U Ai) =2 (A,
i=1 i=1

5. Ay~ je uzavieno na disjunktni spocetnd sjednocenti:
Budte 4; € A+ po dvou disjunktni a T C X. Plati (n € N)
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Vyuzili jsme faktu, ze A; € A7, a toho, ze pu*[T je (o-)aditivni na
A, |7, podle jiz dokdzané ¢asti 4. Limitnim pfechodem n — oo pak do-
staneme

w(T)

\%

T (T\ U Ai) + Z(u* |T)(A:)

w (T\GA1> +p (TQGAi>-

Tedy ;2 , Ai € A,-. Z dokdzaného jiz plyne, ze A~ je o-algebra a u* je
mira na A,,«.

Cp(A) =0 = Aec A,
Jestlize p*(A) = 0, pak

W(T) > i (TN A) = 1" (TN A) + (T A),

tedy A € A,-. Vsechny nulové mnoziny jsou tedy p*-méfitelné.



Prednaska 12.10.2021

Piiklady:
1. p* je nulova mira, Diracova mira v bodé nebo aritmetickd mira na mnoziné
X: Ay =P(X).
0 pokud A=10
2. u*(A) = = A, ={0,X}.
wd) {1 pokud A # w =10}

Definice 1.3 (Metricka vnéjsi mira). Bud (X, p) metricky prostor. Rekneme,
ze vnéjsi mira p* na X je metrickd, jestlize pro dvé mnoziny A, B C X splnujici
dist(A4, B) > 0 plat{

W (AU B) = u*(A) + 1 (B),

Zde dist(A, B) := inf{p(a,b): a € A, b € B}.

Véta 1.2. Necht u* je metrickd vnéjsi mira na metrickém prostoru (X, p). Pak
B(X) C Ap-.

Diikaz. Bud F C X uzaviend. Ukdzeme, ze F € A,-. Oznacme
F.={zeX:p F)<e}, £>0.
Necht je ddna T C X. Ovéifme, 7e
W' (T) > @ (TN F) + (T \ F). &

Muzeme predpokladat, ze p*(T') < oo (jinak nerovnosti ziejmeé plati). Protoze
dist(TNF, T\ F.) > e > 0, plati

(1) 2 5 (TAF) + p*(T\ F.), = >0,

protoze u* je metrickd. Ukazeme, ze

T\ Fryj) = p(T\ F), j — oo. (2)
Z toho uz bude plynout (1). Ozna¢me

Di = (Fl/i\Fl/(i+l))mT7 1€ N.
Plat{

(oo}
T\F=(T\Fy)ulJD,

1=y

a tedy ze spocetné subaditivity u* plyne

PAT\F) < p(T\ Fryg) + ) w(Dy).

i=j



Ukéazeme, ze
St (Dy) < oo. (3)
i=1

Z toho jiz bude plynout (2), a tedy i (1). Je-li |i — j| > 2 je dist(D;,D;) >0 a
tedy

ZN*(D%) = <
ZN*(DZifl) = u* (U D21‘1> < p(T) < oo.

i=1 i=1

D2i> < pi(T) < oo,

&

Z obou nerovnosti jiz plyne (3) a dukaz je tedy hotov. O

Definice 1.4. Symbolem O, budeme znacit mnozinu vsech otevienych ome-
zenych kvadra v R (véetné prdzdné mnoziny). Objem kvédru I = (a1, b1) X
- X (an,by) € Oy, budeme znadit

o(I):= (b1 —ay) - (bp —an).
Tvrzeni 1.3. Budte I,I,,...,I;, € O,.
(i) Je-li I C 1 U---UTy, plati v(I) < v(ly) + -+ +v(Iy).

(i) Je-li I = I; U---UTy a jsou-li kvddry I, ..., I} po dvou disjunktni, plati
v(I)=v(l)+ - +v(lg).

Diikaz. 1. Necht I = (ay,b1) X --+ X (an,by), D; je déleni intervalu (a;,b;),
i = 1,...,n, a ozna¢me symbolem J systém vsech otevienych kvadra
J1 X -+ x J,, kde J; je otevieny interval z déleni D;, 1 = 1,...,n. Pak

ziejmeé
I=J7, v)=> v
JeJg JeJg

2. Jsou-li I, ..., Ij jako v (ii), pFevedeme situaci snadno na piipad uvazovany
v 1. Tim je dokdzén bod (ii).

3. (i) plyne z (ii): z libovolného pokryti kvddru I kvadry Iy, ..., I snadno
vyrobime disjunktni pokryti.

O
Definice 1.5. Pro mnozinu £ C R™ klademe
A" (E) := inf {Zv(m cEc L Lie0,,ic N}
i=1 i=1

aprod >0

A2 (E) := inf {Zv(m tEC |J L I € O, diam(IL;) < 6, i € N} .

i=1 i=1



(Zde diam A = sup{||z — y|| : =,y € A}.)
Tvrzeni 1.4. Pro E CR™ a § > 0 plati \"*(E) = A\J*(E).

Dikaz. Nerovnost \"*(E) < A}*(E) je ziejma. Dokazme opa¢nou nerovnost.
Necht A"*(F) < oo (jinak by nerovnost zfejmé platila), a zvolme &€ > 0. Z
definice \"*(E) existuji I, I, -- € O, takové, ze E C |J, I; a

> u(l;) < A(E) +e.
i
Kazdy z kvadru I; muzeme rozdélit na konetny pocet disjunktnich kvadru
Jh .. .,Jlk(l) s diametry mensimi nez J, pfitom I; le - U Jk(’) Podle
Tvrzeni 1.3 plati v(I;) = v(J}) + +v(Jk(’)) Ziejmé existuji Ii € O,, takové,
ze JZJ C If, dlamli7 <da U(If) < v(Jij)4—<€/(k(z')2i)7 j=1,...,k(i), i€ N. Pak
EcUz, UM I, atedy

k(i) .

A (E) < iz ) <> v(li) +& < A(E) + 2.

i=1
Protoze tato nerovnost plati pro libovolné € > 0, plati i A}*(E) < A"*(E). O
Véta 1.5. \"* je metrickd vnéjsi mira na R™ a plati
A (D =v(), I€0,.

Diikaz. Mnozinova funkce A™ je ziejmé monoténni a plati A™*(f)) = 0. Ukdzeme
spocetnou subaditivitu. Budte E; C R™ a predpokladejme, ze A\™*(E;) < oo,
i € N. Zvolme ¢ > 0. Podle definice \"* existuji I} € O, takové, ze E; C J; I

a Y v(Il) < \"(E;) +¢/2', i € N. Pak ale platf J; E; € U, U,
A”*(U E;) < ZZU(If) < ZA”*(E

Limitnim pfechodem ¢ — 04 dostavadme spocetnou subaditivitu. A™* je tedy
vnéjsi mira.

UkéZeme, 7e A\™* je metrickd. Bud'te A, B C R" takové, e dist(A, B) > 0.
Ukéazeme, ze

y Z,abtedy

A" (AU B) > A™(A) + A" (B).

Je-li A"*(A U B) = o0, nerovnost ziejmé plati. Pfedpoklddejme tedy naddle, ze
A" (AU B) < oo. Zvolme ¢ > 0. Podle Tvrzeni 1.4 existuji I; € O,, takové, ze
diam([;) < dist(A,B)/2 a >, v(I;) < A" (AU B) 4 . Oznacme

Ta={ieN: [ NA£0}, Ip:={ieN:LNB#0}.



Z4dny z kvadri I; nemuze zasdhnout obé mnoziny A, B, proto jsou Zs a Zp

disjunktni. Ddle ziejmé A C {J;c7, Ii @ B C U;ez, Lis proto

A (A) + A (B) < Y w(@) 4+ Y u(l) <D w(li) < A(AUB) +e.

€T i€l =1

Limitnim prechodem & — 0+ dostaneme pozadovanou nerovnost.

Zbyva ukézat, ze \"*(I) = v(I) kdykoliv I € O,,. Nerovnost A\"*(I) < v(I)
je ziejmd (staci zvolit pokryti Iy = I, I = I3 = --- = (}). Pfedpoklddejme pro
spor, ze A"*(I) < v(I). Pak existuji I; € O,, takové, ze I C |J, I; a >, v(l;) <
v(I). Ziejmé existuje J € O, takovy, ze J C I a >, v(I;) < v(J). Protoze
J je kompaktni, existuje k& € N takové, ze J C I; U--- U I;. Pak ale v(J) <
v(I1) + - - + v(Ix) podle Tvrzeni 1.3, coz je spor. O

Pozn.: 7 predchozich ti{ vét plyne, ze B" C Ayne a A" = A" |Ayn+ je n-
rozmérnd Lebesgueova mira. Tim je dokdzana existence ve Vété 0.1. Jedno-
znacnost plyne z véty o jednoznacnosti miry z prednasky TMI1, dukaz Véty 0.1
je tedy kompletni.



Prednaska 19.10.2021

2 Znaménkové miry

Definice 2.1. Rekneme, 7e funkce o : A — R* je znaménkovd mira na méfitelném
prostoru (X, A), jestlize

(i) o(@) =0,
(ii) o nabyvd nejvyse jedné z hodnot —oo, 0o,

(iii) (o-aditivita) pro libovolnou posloupnost po dvou disjunktnich mnozin

A, € A plati
o (U An> = o(An).
n=1

n=1
Koneéna znaménkova mira se téz nazyva ndboj.
Pozn.: Je ziejmé, ze fada > - | o(A,) v (iii) bud konverguje absolutné, nebo
diverguje k foo0.
Priklady:

1. Je-li 4 mira a v koneénd mira na (X, .A), pak 0 = p — v je znaménkovd
mira.

2. Je-li 1 o-koneénd mira na (X, A) a f € L'(u), pak 0 : A — [, fdu je
znaménkova mira.

Definice 2.2. Bud o znaménkova mira na (X, .A). Rekneme, ze mnozina A € A
je kladnd pro o, jestlize pro kazdou méfitelnou mnozinu E C A plati o(E) > 0.
Mnozina A € A je zdpornd pro o, jestlize pro kazdou métitelnou mnozinu £ C A
plati o(E) < 0.
Pozn.:

1. Nejvyse spocetné sjednoceni kladnych mnozin je kladnd mnozina.

2. Métitelnd podmnozina kladné mnoziny je kladnd mnozina.

Tvrzeni 2.1. Bud o znaménkovd mira na (X, A) a E € A mnoZina takovd, Ze
0 < o(E) < co. Pak existuje kladnd mnozina A C E takovd, Ze o(A) > 0.

Dukaz. Kdyby sama FE byla kladnd, polozime A := E. Pokud ne, definujeme
t;:=inf{o(B): BCE, B A} <0

a vybereme E; C E takovou, ze o(F;) < max{t;/2,—1}. Plati o(E \ Ey) =
o(E)—o(Ey) > o(E) > 0, a pokud je mnozina E'\ E; jiz kladnd, vybereme ji za



A a jsme hotovi. Pokud ne, pokracujeme stejnou konstrukei v mnoziné E \ Ej,
tedy polozime

to :=inf{o(B): BC E\ E1, B A} <0,

a zvolime Ey C E\ E; takovou, ze o(E3) < max{ts/2,—1}. Timto zptusobem
bud po koneéném poétu kroki najdeme kladnou mnozinu A C E kladné miry,
nebo sestrojime posloupnost disjunktnich méfitelnych mnozin Ey, Fs,--- C E
a posloupnost zdpornych ¢isel ¢y, o, ... takové, ze o(F;) < max{t;/2,—1} <0,
i eN.

Polozme A := E\ ;2 E;. Ze spocetné aditivity dostaneme

tedy 0(A) > o(E) > 0 a tada Y., o(E;) konverguje, tedy nutné o(E;) — 0.
Pak ale i t; — 0. Ukdzeme, Ze A je kladn&. Pro libovolnou B C A méfitelnou
platif BNE; =0,i=1,2,..., tedy o(B) > #;,7=1,2,..., a protoze t; — 0, je
o(B) > 0. O

Véta 2.2 (Hahn-Banachtuv rozklad). Bud o znaménkovd mira na (X, A). Pak
existuje rozklad X = PUN takovy, Ze P je kladnd a N zdpornd mnoZina pro o.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze o(E) < oo pro kazdou
E € A. (Kdyby ne, pracovali bychom s mirou —o.) Polozme

A:=sup{c(F): E € A, FE kladnd pro o}.

Ziejmé X > 0 (D je kladnd). Budte A; € A kladné takové, ze o(4;) — A
(existence plyne z definice suprema). Pak mnozina P := (i, A; je kladnd a ze
vztahu
O'(P):O'(AZ)'FU(P\AJZO’(A,)7 1 €N,

plyne o(P) = X. Ukdzeme dale, ze mnozina N := X \ P je zdporna. Necht
B C N je méfitelnd. Kdyby o(B) > 0, pak by podle Tvrzeni 2.1 existovala
meéfitelnd kladnd mnozina B’ C B, pro niz o(B’) > 0. Pak by ale P U B’ byla
rovnéz kladnd mnozina s mirou

o(PUB')=0(P)+o(B') > d(B) =\,
coz by byl spor s definici . O

Definice 2.3 (Jordanuv rozklad). Bud ¢ znaménkovd mira na (X,A). Pak
(nezdporné) miry o (-) ;= o(-NP) a o_(-) := —o(- N N) nazyvame kladnou a
zapornou ¢asti o a plati

oc=o04—0_.

Miru |o| := o4 + o_ nazyvame totdlni variaci znaménkové miry o.

10



Pozn.: Alespon jedna z mér o, o_ je konecn4.

Tvrzeni 2.3. Je-lio = o', — o' jing rozklad znaménkové miry o na rozdil dvou
(nezdporngjch) mér, pak o', > o4 a o’ >o_.

Diikaz. Pro libovolnou E € A plati
or(E)=0(ENP)=0 (ENP)—0c (ENP) <o/ (ENP) <o (E).

Podobné se ukéze, ze o’ (E) > o_(E). O
Piiklad: Necht f € L'(0,1). Pak

c:E— /Ef(x) dx, E C|0,1] borelovska,
je znaménkova mira a plati

o4 (E) = /E (@) dz, o_(E) = /E (@) dz, [o|(E) = /E |£1(x) da.

11
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Véta 2.4 (Regularita Lebesgueovy miry). Nechf E C R™. Je ekvivalentni:
(i) E € Apnx.

(ii) pro kazdé e > 0 existuji G oteviend, F uzaviend, F C E C G, \"(G\F) <
€.

(iil) ewistuji mnoziny A,B € B", ACEC B, \"(B\ A)=0.
(iv) E € Bj.
Dikaz. (i) = (ii): Predpoklddejme nejprve, ze A" (E) < oo. Podle definice A\™*
existuji I; € O,, takové, ze E C |J, I; a >, v(I;) < \N*(E)+¢/2. Pak G := |, I;
je oteviend mnozina obsahujici E a plati A\"(G \ E) < ¢/2.
Je-li \*(E) = o0, plati E =J,,, Em, kde E,, := [-m, m]™ N E mé kone¢nou

miru, m = 1,2,.... Ke kazdé E,, najdeme otevienou mnozinu G,, O E,,
MG \ En) < g/2™F1. Pak oteviend mnozina G := |J,, G obsahuje E a plati

NG\ E) < Y NG\ Bm) < 5.

Komplement EC mnoziny F je také méfitelny a existuje tedy oteviend
mnozina H D E¢ takovd, ze \"(H \ E€) = \*(E \ HY) < ¢/2. Mnozina
F := HC je uzaviend a plati FC EC G a

A"(G\F):)\”(G\E)+/\"(E\F)<§+%:s.

(i) == (iii): Pro kazdé j € N najdeme otevienou mnozinu G; D E a
uzavienou Fj C E tak, ze \"(G; \ Fj) < j~'. Pak A=, Fj a B :=(); G,
jsou borelovské mnoziny a plati

1
A" (B\A) < \'(Gj\ Fy) < & jeN,

tedy A"(B\ A) =0.

(iii) = (iv): Jsou-li A C E C B jako v (iii), je zfejmé symetrickd diference
EAA nulovd mnozina, a tedy E € B podle Véty o ziplnéni miry.

(iv) = (i): o-algebra Axn» obsahuje borelovské mnoziny i nulové mnoziny,
obsahuje tedy i ztiplnénou o-algebru B . O

Véta 2.5 (Luzin). Bud f : R® — R lebesqueovsky méritelnd funkce a € > 0.
Pak existuje G C R™ oteviend takovd, Ze \"(G) < € a restrikce f|GC je spojitd.

12



Pozn.: Funkce f nemusi byt spojita v zadném bodé, pouze restrikce na vhod-
nou mnozinu je spojitd (vzhledem k této mmnozing) (viz Dirichletova funkce

f = xq)-

Diikaz. Bud Uy, Us,... posloupnost vech intervalii s racionalnfmi koncovymi
body. Pak pro kazdé j € N je mnozina f~!(U;) lebesgueovsky méritelnd, tedy
existuj{ mnoziny F; C f~1(U;) C G, F; uzaviend, G; oteviend, \"(G; \ F}) <
£/27. Mnozina G := |J(G, \ F}) je oteviena a spliluje

)\n(G) < i)\n(Gj \FJ) < E.

Ozna¢me E := R" \ G. Pro restrikci g := f|E dale plati
gil(Uj)Zfil(Uj)mEZGjﬂE, j=12,....

Tedy g '(U;) je oteviend podmnozina v prostoru E.
Pro kazdou otevienou mnozinu U C R plati

v= J U

j:U;CU

atedy g~ 1(U) = U{j:chU} g~ 1(U;) je oteviend mnozina v E. Tedy zobrazen{
g je spojité na metrickém prostoru F. O

Pozn.: Vétu nelze zesilit v tom smyslu, Ze by restrikce f na komplement
néjaké nulové mnoziny musela byt spojitd. Jako protipiiklad slouzi f = x¢, kde
C C [0,1] je diskontinuum kladné mdry. Jeho konstrukce probihd podobné jako u
Cantorova diskontinua, s tim, ze “odebirdme mensi” oteviené intervaly: Zvolime
posloupnost kladnych &fsel (a;) tak, aby a := Y ;=) 207 a; < 1, a definujeme in-
dukci posloupnost do sebe zafazenych kompaktnich mnozin Cy D C7 D ... tak,
ze Cy = [0,1] a Cy 41 dostaneme tak, ze z kazdé komponenty C,, vyjmeme cent-
rovany otevieny podinterval délky a,i. Pak C :=(),, C, je totalné nesouvisla
mnozina s Lebesgueovou mirou 1 — a. Aby restrikce f|E byla spojita, musi E¢
obsahovat ve svém vnitiku vSechny hranié¢ni body mnozin C,, n = 0,1,....
Téchto bodi je spocetné, lze tedy zafidit, aby E€ méla libovolné malou Lebes-
gueovu miru (ale nikoliv nulovou).

3 Regularita borelovskych mér

Definice 3.1. Borelovskd mira p na metrickém (pfipadné topologickém) pro-
storu X je reguldrni, jestlize pro kazdou B € B(X) plati

w(B) = inf{u(G) : G O B, G oteviena}.
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Pozn.: Uvedend vlastnost se v literature téz nazyva vnéjsi reqularitou.
Véta 3.1. Kazdd konetné borelovskd mira na metrickém prostoru je requldrni.

Diikaz. Nechf i je koneéné borelovskd mira na metrickém prostoru (X, p). Po-
znamenejme nejprve, ze je-li p regularni, pak pro kazdou borelovskou mnozinu
B plati také p(B) = sup{u(F) : F C B, F uzaviend} (sta¢i pouzit vlastnost
regularity pro X \ B). Ozna¢me

D:={BeB(X): (Ve >0)(IF C BCG): F uzav., G otev., u(G\ F) < €}.

Ukézeme, ze D = B(X) (¢imz bude dukaz ukoncen).

Nejprve ukazeme, ze D obsahuje vSechny uzaviené mnoziny. Je-li FF C X
uzaviend, oznacme Fy, = {z € X : p(z,F) < 1/k}, k = 1,2,.... F} jsou
oteviené mnoziny a plati F, \, F, k — oo (protoze F je uzaviend), a tedy
w(Fr) — p(F) ze spojitosti (koneéné) miry p. K libovolnému e > 0 tedy najdeme
k € N tak, aby u(Fy \ F) <e, atedy F € D.

Dale ukédzeme, ze D je o-algebra. Ziejmé @ € D. Je-li D € D a ¢ > 0, pak
existuji F € D C G, F uz., G ot., u(G\ F) < ¢, a tedy také X \G C X\ D C
X\F, X\Guz.,, X\ Fot, f((X\E)\(X\Q) = pu(G\F) <e, atedy
X\ DeD.

Jsou-li D; € D, i € N, ae > 0, pak existuji oteviené mnoziny G; a uzaviené
mnoziny F; takové, ze F; C D; C G; a u(G; \ F;) < €/2%, i € N. Pak ziejmé

i=1 i=1 i=1

[ee] oo (oo}
«(UenUr) < Xuem <
i=1 i=1 i=1
Mnozina (J;2, F; nemusi byt uzaviend, ale ze spojitosti miry plat{ také pro
dostatecné velkd N € N

N

=1 i =1

i—1

a tedy |J;D; € D. D je tudiz o-algebra, kterd obsahuje vSechny uzaviené
mnoziny, musi tedy obsahovat vsechny borelovské mnoziny. O
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Prednaska 2.11.2021

Piiklad: Uvazujme prostor X = J, L; C R? jako podprostor v roviné, kde
Ly, Lo, ... jsou ruzné piimky prochdzejici po¢atkem, a borelovskou miru g =
> A L; (soucet Lebesgueovych mér na pifmkach). Mira u je o-koneénd (jako
spocetny soucet o-koneénych mér), ale nenf reguldrni: jest ({0}) = 0, ale kazd4
oteviend mnozina G C X obsahujici po¢dtek musi obsahovat U.(0) N X pro
néjaké € > 0, a tedy u(G) = >, = oo. Piedpoklad konecnosti ve vété tedy
nelze nahradit o-konecnosti.

Cviceni: Ukazte, ze predpoklad konecnosti ve vété lze nahradit lokdIni konecénosti
miry p (u(A) < oo pro vSechny omezené borelovské mnoziny A C X).

Definice 3.2. Borelovskd mira p na metrickém (piipadné topologickém) pro-
storu X je tésnd, jestlize pro kazdou B € B(X) plati

w(B) =sup{u(K): K C B, K kompaktni}.

Pozn.:

1. Borelovska mira, kterd je regularni, tésnd a kone¢nd na kompaktech, se
nazyva Radonova mira.

2. p koneénd a tésnd = p regularni.

3. 1 konetnd, regularni a pu(X) = sup{u(K) : K C X kompaktni} = pu
tésnd.

Veéta 3.2. Kazdd koneéna borelovskd mira na uplném separabilnim metrickém
prostoru je tésnd.

Diikaz. Staci ovérit, ze
w(X) =sup{u(K) : K C X kompaktni}.

Protoze X je separabilni, existuje spocetnd hustd podmnozina {z1, z2,...} C X.
Pro kazdé n tedy plati X = J, U1 /n (i) (Uy/n (i) znaci oteviené 1/n-okoli bodu
z;). Necht je ddno & > 0. Ze spojitosti (kone¢né) miry dostaneme, ze ke kazdému
n € N existuje k, € N takové, ze

kn
i <X\ U Ul/n(xi)> < 2%
i=1

Mnozina

oo kn

n=11i=1
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je totdIné omezend, stejné jako jeji uzavér A. Navic A je jako uzaviend podmnozina
uplného prostoru také uplny podprostor. Protoze tiplnost a totalni omezenost
davé kompaktnost (viz pfedndska MA4), mnozina A je kompaktni. Déle plati

pX\A) < p(X\ A)

(G o )

n=1 i=1

<Su (X\ U Ul/nm)) <e.

i=1

O

Priklad: Lebesgueova mira na intervalu [0, 1] s diskrétn{ metrikou je regulérni,
ale neni tésna.

4 Véta o rozsireni miry

Piipomenme, ze pramira je nezaporna mnozinova funkce na algebfe podmnozin
mnoziny X, kterd je nulova v prazdné mnoziné a spocetné aditivni na dané
algebte.

Véta 4.1 (Hahn-Kolmogorovova). Bud fi pramira na algebie A podmnoZin
mnoziny X. Pak existuje mira p na oA takovd, Ze i = p na A. Je-li fi o-
konecnda, je p jednoznacné uréena.

Dukaz: Pro E C X polozme

p*(E) := inf {Zg(Ai) A e A EC| Ai} .
i=1 i=1

(a) pu* je vnéjsi mira: Zrejmé p*(P) = 0 a p* je monoténni. Ukdzeme
spocetnou subaditivitu (dukaz je stejny jako v pitipadé vnéjsi miry A™*). Ne-
cht E; € A, p*(E;) < 00, i € N. K danému ¢ > 0 existuji A;; € A takové, ze
E;, C Uj Aij a Zj /NJ,(AZ]) < M*(EZ) + E27i, i € N. Pak LJ2 E; C Ul Uj Aij a
>0 ii(Aij) < 320, 1 (E;) + €, 7z &ehoz jiz plyne spocetnd subaditivita, nebot
€ muze byt libovolné malé.

(b) Pro kazdou A € A plati p*(A) = f(A): Nerovnost u*(A) < fi(A) je
ziejma. Pro dukaz opacné nerovnosti predpokladejme, ze A C J, A;, A; € A.
Indukei definujme By := A1 N A, By := (A2 NA)\ By, a

BiZ:(AiﬂA)\<B1U'“UBi,1), 1€ N.

Ziejmé B; jsou po dvou disjunktni a plati A = J; B;, z vlastnosti pramiry tedy

dostaneme
i(A) = Zﬂ(Bi) < Zﬂ(Ai)-
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To (podle definice p*) znamend, ze p*(A) > f(A).

() AC Ay: Necht A e A, T C X, pu*(T) < oo. Staci ukdzat, ze p*(T) >
p (T NA)+p*(T\ A). K danému ¢ > 0 existuje pokryti 7' C |J; A; mnozinami
A; € A takové, ze Y, fi(A;) < p*(T) +e. Protoze TN A C J;(A;NA), T\AC
U;(A4; \ A) a mnoziny A; N A1 A;\ A patif do A, plati

WTNA) ST RANA), W (TN A) < D AN A),

a se¢tenim dostaneme

wTOA) +p (TNA) < Y R(ANA) + Y (AN A) = D7 (As) < p(T) +e,

z ¢ehoz jiz plyne dokazovand nerovnost.

Podle Caratheodoryho véty je p := p*|A,- mira, kterd navic podle (b)
rozsifuje pramiru fi, a podle (¢) je definovand na o.A.

Jednoznacnost snadno plyne z véty o jednoznacnosti miry. Algebra A je
ziejmé uzaviend na konecné pruniky a je-li i o-kone¢énd, existuji mnoziny A,, €
A takové, ze fi(A,) < oo a A, /X, n— co. O

Pripomenme jesté nasledujici kriterium pro spoc¢etnou aditivitu z prednasky
TMI1:

Tvrzeni 4.2. Bud ji: A — [0,00) konecnd, konecné aditivni funkce na algebre
A spliiugici f(0) = 0. Pak i je o-aditivnd prdvé tehdy, kdyz

(Vlastnosti (4) fikdme spojitost fi v prdzdné mnoziné.)
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Prednaska 9.11.2021

V této prednasce ukdzeme aplikaci Hahn-Kolmogorovovy véty pro existenci
rozdéleni posloupnosti nahodnych veli¢in.

Bud'te (E;, p;) tiplné a separabilni metrické prostory, i € N. Predpokladejme,
ze vSechny metriky p; jsou shora omezeny jednickou (toto neni omezujici pred-
poklad, protoze s kazdou metrikou p je ekvivalentni metrika min{1, p}). Uvazuje
kartézsky soucin E := [[;~, E; s metrikou

. PilTs, Ys
p(w,y) ::Z%v x»y€E~
=1

Cviceni: Ukazte, Ze p je metrika a ze prostor (F, p) je separabilni.

Ozna¢me déle Zy := {0 # I C N, I koneénd}, a pro I € Zy necht E; :=
[T;c; Ei je (koneeny) kartézsky soucin s metrikou pr(x,y) :== 3,c; 27" pi(@i, vi),
z,y € Er. Pro I € Iy necht 7y : E — E; znadf projekei, kterd z posloupnosti
z = (z; : © € N) zachovéd pouze soufadnice i € I, a podobné pro I,J € Ty,
I C J, ozna¢me 7T‘I] : E; — E; odpovidajici projekci z E; do Ej.

Lemma 4.3. 1. Pro xy,,x € E plati
Tp = ¢ <= x,(i) = (i), i € N.
Podobné pro I € Iy a yn,y € Er plati

Yn = Y <= yn(1) > y(i), i € I.

2. (Ep,pr) jsou dplné a separabilni metrické prostory, I € T.
3. Projekce wr a 77}] jsou spojité, I, J € T, 1 C J.
4. Pro borelovské o-algebry plati
B(Ey) =) B(E;), I€LT.
iel

Dikaz. Vlastnosti 1 - 3 plynou snadno z definic. K dikazu bodu 4 vyuzijeme,

7e
®B(El) =0 {H G;: G; CE; otevfené} .

i€l il
Protoze kazdd mnozina tvaru [[;.; G; s otevienymi G; je oteviend v E plati
inkluze @),.; B(E;) C B(Er). Pro diikaz opa¢né inkluze uvazujme otevienou
mnozinu U C Ej. Z ptedpokladu separability plyne, ze muzeme psét U ve tvaru

o0
Uv=UI[Gn
n=1iecl
s otevienymi mnozinami G;, C E;, tedy U € @Q,.; B(E;). Tim je dokdzéana i
druhd inkluze. O
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Véta 4.4 (Daniell-Kolmogorov). Bud'te E; 1iplné separabilni metrické prostory
a E =112, Ei. Necht pro kazdou koneénou mnoZinu indexi I € Iy existuje
borelovskd pravdépodobnostni mira ur na Er = [[..; E; tak, Ze kdykoliv I,J €
Iy, I CJ, pak

iel

pir(B) = ps((n])"1(B)), B € B(E).

Pak existuje prdvé jedna borelovskd pravdépodobnostni mira p na E takovd, Ze

w(n7(B)) = ur(B), Be€B(Er), I

Pozn.: Vétu lze interpretovat jeko vétu o existenci rozdéleni ndhodné posloup-
nosti na zakladé kone¢nérozmérnych rozdéleni ¢lent této posloupnosti.

Priklad: Jsou-li u; borelovské pravdépodobnosti na F;, pak souc¢inové pravdeé-
podobnosti iy = @,y i, I € Ly, spliuji predpoklady véty. Vyslednou miru
p 1ze pak interpretovat jako nekoneény soucin mér p = @.o, p;. V jazyce
pravdépodobnostni interpretace jsou pak nahodné veli¢iny v posloupnosti neza-
vislé.
Dukaz. Polozme
A:={r;(B): B€B(E;), I €I}

(Mnoziny z A interpretujeme jako vélce s koneénérozmeérnou zékladnou.) Ukdzeme
nejprve, ze systém A je algebra. Ziejmé § = 7,1 (0) € Aajeli A=7;"(B) € A,
pak i E\ A = 7, (Er \ B) € A. Jsouli A1, Ay € A, pak existuje I € Iy
a By,By € B(E) takové, ze A, = ﬂfl(Bi), i = 1,2, atedy i Ay U Ay =
77 1(By U By) € A. Tedy A je algebra.

Definujme mnozinovou funkci fi na A predpisem

f(A) = ur(B), pokud A=r;'(B), Be€B.

Uk4zeme nejprve konzistenci této definice. Nechf mnozina A € A mé dvé
vyjédieni A = 7y '(B) = 7, (B’) pronéjaké B € B(Er) a B' € B(E;). Polozme
K :=1UJ. Protoze my :wfom( amy :wfowK,je

A=mio (nf)TH(B) = ! o (mf)TH(B),

z ¢ehoz plyne, ze
(1) H(B) = (xF)"1(B).

Podle piedpokladu véty oviem plati px ((75)~H(B)) = pr(B) a pr ((75)~1(B")) =
wy(B), atedy pr(B) = ps(B’), coz davé konzistenci definice fi.

Ziejmé plat{ i(0) = 0. Uk&zeme, Ze i je kone¢né aditivn{ mnozinova funkce.
Méjme Aq, Ay € A, A1 N Ay = . Pak existuje I € Z; a disjunktni mnoziny
By, By € B(Ey) takové, 7e A; = W;I(Bi), 1 =1,2. Pak oviem

fi(Ar U Az) = pr(B1 U Ba) = pr(By) + pi(Bz) = [i(A1) + i(Az).

Tedy f1 je kone¢né aditivni.
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Potiebujeme ukézat, ze i1 je pramira. K tomu staci ukazat, ze spliuje pod-
minku spojitosti v prazdné mnoziné, kterou lze ekvivalentné preformulovat takto:
Je-1li dédno ¢ > 0, pak pro kazou monoténni posloupnost A; D As D ... mnozin
z A takovych, ze ji(A,) > ¢, n € N, plati (2, A, # 0.

Méjme tedy € > 0 a mnoziny A, s uvedenymi vlastnostmi, plati tedy
A, = 7TI_nl(Bn) pro néjaké I,, € Iy a B,, € B(E, ). Prostory Ej, jsou tplné
a separabilni, pravdépodobnostni miry p;, jsou tedy tésné a existuji kompaktni
mnoziny K, C B, takové, ze

ur, (Bn \ Kn) < n € N.

€
27)
Polozme C,, := W;}(Kn) aD,:=CnN---NCy, n € N. Mnoziny C,, i D,
jsou vélce s kone¢nérozmérnymi kompaktnimi zdkladnami, lezi tedy v A a plati
D, c C, C A,. Ukdzeme nejprve, ze D,, # 0, n € N. Plat{

(A, \ Dy) (@A\C) (L:JA\(J)
S; (A \ Cy) =§:: ) < e,

a tedy @(Dy) = i(A4,) — @(A, \ Dy) > 0, z éehoz plyne, ze D,, # 0.

Nyni ukdzeme, ze i (),—; D, # 0 (z ¢ehoz bude plynout, ze () —; A, #
0, a tedy ze i je pramira). Uvédomme si, ze D,, je nerostouc{ posloupnost
neprazdnych valcu s koneénérozmérnymi kompaktnimi zékladnami, napt. D,, =
W;n/l(Ln), Jn € Iy, L, C Ej, kompaktni, n € N. Muzeme klast J,, = [;U---Ul,,
a lze tedy predpoklddat monotonii J; C Jo C .... Polozme J := [J. 2, Jn.
(Mnozina J samoziejmé muze byt nekoneénd.) Mé&jme posloupnost prvku z,, €
D,, a polozme y,, := 7s(x,), n € N. Pisme y,, ve tvaru y, = (yn(j) : j € J).
Uvazujme nyni pro pevné j € J posloupnost (y,(j): n € N) prvkﬁ z E;. Exis-
tuje no takové, ze pron > ng je j € J,, D Jy,, a tedy yn(j) € W{;}f’(L o). Pro-

jekce wi{];f (Ly,) kompaktni mnoziny L., je kompaktni podmnozina Ej, a tedy
existuje vybrana podposloupnost konvergujici k néjakému y(j) € E;. Metodou
diagonélniho vybéru pak sestrojime vybranou podposloupnost (¥, () takovou,
ze ya(n)( i) = y(j), n — oo, pro kazdé j € J. Libovolny prvek z € W}l(y) pak
mus{ lezet v uzaviené mnoziné (., Dy, a tedy (),—, D, # 0.

Podle Hahn-Kolmogorovovy véty lze tedy pramiru i jednoznacéné rozsitit na
(pravdépodobnostn{) miru p na o A. Zbyva ukdzat, ze 0. A = B(E). Protoze pro-
jekce 7y jsou spojité, je vzor 7rI_1(G) kazdé oteviené mnoziny G C Ej oteviend
mnozina v E, tedy borelovskd mnozina. Plati tedy inkluze oA C B(FE). Pro
opacnou inkluzi si uvédomme, ze borelovskd o-algebra separabilniho prostoru
E je generovana uzavienymi okolimi U.(x) bodi z € E, ¢ > 0. Oznacme

n = {1,...,n} € Iy, n € N. Z definice metriky v £ a E;, snadno dosta-

neme vztah -
_ -1 (77
= ()7 (Ue(r1,(2)),

n=1
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a tedy U (x) € 0 A. Plati tedy i B(E) C 0. A a diikaz je ukonéen. O

Cviceni: Rozmyslete si, jak se dukaz véty zjednodusi v piipadé kompaktnich
prostoru E;, i € N.
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Prednaska 16.11.2021

5 Charakterizace Riemannovsky integrovatelnych
funkci

Piipomeiime si z piedndsky TMI1: Je li funkce f € RI[0,1] (f je Riemannovsky
integrovatelnd), pak f € £!(a,b) f f= f faxt.

Véta 5.1. Bud f :[a,b] — R omezend. Pak

f € Rla,b] <= f je spojitd \'-s.v. na [a,b].

Priklady:

1. Dirichletova funkce f = xqg neni spojitd v zddném bodé¢, a také neni na
zadném intervalu Riemannovsky integrovatelna.

2. Charakteristickd funkce Cantorova diskontinua f = x¢ je spojita vsude
na doplitku Cantorova diskontinua C, a plati A'(C) = 0, tedy f je Rie-
mannovsky integrovatelnd na [0, 1].

Diikaz: Bud

(n)

’Dn::{a:x(()n)<x1 <- <ij —b} n €N,

posloupnost zjemnujicich se déleni intervalu [a, b], a pFedpoklddejme, Ze normy
déleni konverguji k nule:

D, ||—1£ng)é \x —xgﬁ)1|—>0, n — oo.

Zaved'me funkce s,,9, predpisem

sp(x)=inf f, Sp(x)= sup f, =z€ (xgn)l7m§n)], 1=1,....kp,

(n) (n) n n
[z; ] @ (7)1, ( )]

a sp(x) = Sy (x) = 0 pro ostatni hodnoty € R. Funkce s, i .S, jsou jednoduché

méfitelné a zrejmé plati

b b
ﬁ(f,'Dn):/ Sp AN, Y(f,Dn):/ S d\Y

a dolni a horni soucty konverguji k dolnimu a hornimu Riemannovu integralu:

/bsnd)\l—s (f,D /‘/fa
/absndxl= (. n>\/ajf.
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Funkce f je dle pfedpokladu omezend, tedy |f| < M pro néjaké M € R. Plat{
“M<s1 <5< S f<- <85 <5 <M.

Ozna¢me f1 := lim, 00 Sn, fo 1= lim, 00 Sp (Monoténni omezend posloupnost
vzdy konverguje). Pak plati

~M<s, fHL<fL fa S <M.

a podle zobecnéné Leviho véty tedy

b b b b
/snd)\l—>/ frd\t, /Snd/\l—>/ fad\L,

Dusledkem jsou rovnosti

/abfldAl_/abf, /abfgd)\l_/abf.

= : Necht f € Ra,b]. Pak plati f; = fo s.v. Oznaéme
N:={zecab: fi(x) # fox)}U{a™ : 0<i<kp,n=12.}

Podle predpokladu platf A'(N) = 0. Ukdzeme, 7e f je spojitd v kazdém bodé
z € (a,b) \ N. Necht jsou dény x € (a,b) \ N a ¢ > 0. Protoze fi(z) = fa(z),
musi existovat n € N takové, ze S, (z) — s,(z) < e. Oznacme I,, ten otevieny
interval z délenf D,,, pro néjz je x € I,. Pak plati s,(z) < f(y) < Sp(x) pro
vechna y € I,,, a tedy |f(y) — f(z)| < € kdykoliv y € I,,. Tim je dokdzéno, ze
funkce f je spojita v x.

<=: Ozna¢me D mnozinu vsech bodt z (a,b), v nichz f nenf spojitd. Podle
predpokladu A'(D) = 0. Ukazeme, ze S, (z) — sn(z) — 0, n — oo, kdykoliv
x € (a,b) \ D. Pak bude podle Leviho véty platit f:(Sn — 8,)dN — 0, tedy
L (f,Dp) — s(f, Dp) — 0, coz bude znamenat, 7e f € Rla,b]. Nechf jsou tedy
ddny = € (a,b) \ D a ¢ > 0. Z definice spojitosti existuje & > 0 takové, ze
[f(y) — f(z)] < e kdykoliv |y — z| < §. Zvolne ng tak velké, aby ||D,| < ¢
kdykoliv n > ng. Pak plati

Sn(2) = sn(x) < 2sup{|f(y) = f(@)] : [y —a| < b} <2e, n>mn,

a dukaz je hotov. O
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Prednaska 23.11.2021

6 Pokryvaci véty

Umluva: V této kapitole budeme pracovat s koulemi v R™. Kouli budeme ro-
zumét uzavienou nedegenerovanou kouli, B = B(z,r), r > 0. Budeme pouzivat
znaceni rad B = r (radius koule B) a pro t > 0 budeme znacit tB := B(x,tr)
(tedy tB je koule se stejnym sttedem jako B, ale s t-ndsobnym polomérem).

Lemma 6.1 (“5r”-Covering Lemma). Necht F je systém uzaviengjch kouli v
R" se supgecrrad B < co. Pak ezistuje disjunktni podsystém (tj. podsystém po
dvou disjunktnich kouli) F' takovy, Ze

(VBeF)(3B € F'): BNB #0&B C5B'. (5)

Diikaz. Oznaéme R := supgcrrad B a

fk::{BE}":radBG(R R]}, k=0,1,2,...

2k+17 ok
Déle definujme indukei posloupnost systému kouli B C Fj, takto:
e za By vezméme libovolny maximalni disjunktni podsystém Fy.

e mame-li definovany By,...,Bx_1, vezméme za By libovolny maximalni
disjunktni podsystém systému

{B€ Fr: BNB' =0 pro kazdou B’ € ByU---UBj_1}.

Polozme F' := |Ji—o Bi. Systém F’ je ziejmé disjunktnim podsystémem F.
Ovéifme vlastnost (5). Necht je déna koule B € F. Pak B € Fj pro néjaké
k > 0 a nutné existuje koule B’ € By U ---U By, pro niz B'N B # ) (jinak
bychom dostali spor s maximalitou systému By). Plati

R R
7<radB§2—ka rad B’ >

ok+1 ok+1”

tedy rad B < 2rad B’. Ukdzeme, %e B C 5B’. Nechf B = B(x,r) a B’ =
B(2',7"),anecht y € B, tedy |ly—z|| < r. Protoze B'NB # 0, je ||[z—a'|| < r+7r'.
Maéme tedy

ly =2l < lly — 2l +lle =2’ <r 47+ <5,
tedy y € 5B’. Tim je ovérena inkluze B C 5B’ a dukaz je hotov. O

Definice 6.1. Rekneme, Ze systém uzavienych kouli F je Vitaliovgm pokrytim
mnoziny A C R"”, jestlize

(Vae A) (Ve >0)(3Be F): radB<e&a € B. (6)
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Pozn.: Podminka (6) iikd, ze kazdy bod mnoziny A je pokryt “libovolné ma-
lou” kouli ze systému F.

Véta 6.2 (Vitaly Covering Theorem). Necht systém uzaviengch kouli F je
Vitaliovyym pokrytim mnoZiny A C R™. Pak existuje F' C F disjunktni takovy,
Ze "(A\UF') =0.

Pozn.: Véta iika, ze skoro vSechny body mnoziny A lze pokryt disjunktimi
koulemi z F. U mnoziny A nepiedpokladdme métitelnost.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme pfedpolddat, ze sup g r rad B < 1 (vétsi
koule muzeme ze systému odstranit a systém naddle bude Vitaliovym pokrytim).
Podle predchoziho lemmatu existuje disjunktni podsystém F’' C F spliujici
podminku (5). Ukdzeme, ze \"(A\|JF’) = 0. K tomu staci ukdzat, ze \"(Z,) =
0 pro kazdé r > 0, kde Z, := (A\UF') N U,(0), » > 0 (U,(0) znaci oteviené
r-okol{ pocatku).

Necht je ddno r > 0. Oznaéme

F":={B' e F': B nU.0) # 0},
1

1
F = {B/E}'”: rad B' € (2,“_1,2,6}}, k=0,1,2,...

Z disjunktnosti systému F” plyne

oo

STNB)=D Y AU(B) < A(B(0,r +2)) < o0,

BIeF" k=0 B’ F'

z ¢ehoz mimo jiné plyne, ze kazdy systém F;’ je koneény (koule z F}/ maji zdola
omezené poloméry). Necht je ddno & > 0. Z koneénosti vyse uvedené symu plyne
existence kg € N takového, ze

Y B <.

k>ko B'€F)!

Zvolme pevné bod z € Z,. Ziejmé z ¢ UZO:()UF//@/ := K a mnozina K je
konecnym sjednocenim kouli, tedy kompaktni. Z vlastnosti (6) Vitaliova pokryt{
plyne existence koule B € F takové, ze BN K =0, B C U,(0) a z € B. Ddle z
vlastnosti (5) systému F’ plyne existence koule B’ € F’ takové, ze B’ N B # ()
- k
a B C 5B’. Ziejmé B: € F"a B" ¢ ULy Fi, tedy B’ € Upsy, Fir- Je tedy
z € Uk>k§0 UB/E-F;C/(SB )
Ukézali jsme, ze Z, C Uy, UB,E}-A@,(E)B'), a tedy

AN*(Z:) < > > A'(5B) < 5"

k>ko B'€F!

(zde pracujeme s vnéjsi mirou A™*, protoze mnozina Z, nemusi byt méritelnd).
Limitnim pfechodem ¢ — 0 dostaneme A"(Z,) = 0 a dikaz je ukoncen. O
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Definice 6.2. Necht A C R™ a a € R™. Pak horni a dolni Lebesqueovu hustotu
mnoziny A v bodé a definujeme postupné jako

. A" (AN B(a,¢))
0" (A, a) =1 ,
(A0 =l =3 B, 0)

e (AN Bl
0% (A, a) .—hegér:f A*(B(a,e))

Jsou-li si horni a dolni Lebesgueova hustota rovny, nazveme ji Lebesgueovou
hustotou a znacime O™ (A, a).

Piiklady: Je-lia € int A, pak ©"(4,a) =1, aje-lia € int A”, pak O"(A,a) =
0. Zajimava je tedy jen situace, kdy a € 0A.

Cviceni: Uréete ©3(A,a) ve viech bodech pro mnoziny (a) A = [0,1]3, (b)
A={(z,y,2): 2> +y* <22, 0< 2 <1},

Pozn.: Plati implikace
0"(A,a) =0 = O"(A% a) = 1.

Opacnd implikace plati v pfipadé méfitelné mnoziny A. Dukaz plyne ze subadi-
tivity vnéjsi miry:

N (AN B(a,e)) + N (A° N B(a, ) > \"(B(a,¢€))

(rozmyslete si podrobné).
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Prednaska 30.11.2021

Véta 6.3 (Lebesgue Density Theorem). Pro A C R™ lebesgueovsky méritelnou
plati O™ (A, -) = xa(-) N*-skoro vsude. (Tedy Lebesqueova hustota je rovna jedné
ve skoro vSech bodech mnoZiny A a je rovna nule ve skoro vsSech bodech komple-
mentu A°.)

Dukaz. Staci ukdzat, ze ©™(A,a) = 1 pro skoro vSechny body a € A. (Toto
tvrzeni pak pouzijeme i pro komplement A® a vyuzijeme implikace ©" (A%, a) =
1 = O©m"(A,a) = 0, viz pozndmka pred vétou.) Je také ziejmé, ze staci
uvazovat omezenou mnozinu A.

Pro ¢islo 0 < § < 1 ozna¢me

As = {a € A: liminf A AOB@r) 5}.
r—01  A*(B(a,r))
Ukézeme, ze \"(As) = 0 pro kazdé 0 < § < 1. Z toho pak bude plynout, ze
O7(A,a) =1, a tedy ©"(A, a) = 1, pro skoro viechny a € A.
Necht pro spor A™*(As) > 0 pro néjaké § < 1. Z regularity Lebesgueovy miry
(nebo z definice vnéjsi miry A™*) vime, Ze existuje oteviend mnozina G O Aj
takovd, ze A\"(G) < §1A"*(As). Polozme

F:={B(a,r): a € As, B(a,r) C G, \"(AN B(a,r)) < \"(B(a,r))}.

Z definice mnoziny A;s je vidét, ze F je Vitaliovym pokrytim mnoziny As. Podle
Vitaliovy véty tedy existuji po dvou disjunktni koule By, Bs, - -- € F takové, ze
A" (As \ U, B;) = 0. Pak ale

A (As) = A (A5 0 Bi) <Y A (A5 N Bi) < ) AM(ANB)

K3

<8N AY(Bi) < 6A(G) < A (Ay),

COZ je spor. U

7 Dtukaz véty o substituci

Pfipomerime si nejprve znéni véty o substituci (TMI1). Budeme psat zkracené
dx misto dA™(z).

Véta 7.1. Bud U C R" oteviend, g : U — R™ C*-difeomorfismus (tedy prosté
zobrazeni takové, Ze g i g~! jsou tridy C') a f : g(U) — R lebesqueovsky
méritelnd. Pak

/U fog(x) | Tg()|dx = / f(w) dy,

g(U)
ma-li jeden z integralu smysl. Zde

Jg(x) := det <§j§(m))n

4,j=1

27



Pripomenme si, ze véta byla v prednasce TMI1 dokazana pro ptripad afinniho
zobrazeni g.

Definice 7.1. Zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory X,Y je L-
lipschitzovské, jestlize pro vSechna x,y € X plati

dy (f(x), f(y)) < Ldx (x,y).

Véta 7.2. Je-li A C R™ lebesgueovsky méritelnd a f : A — R™ L-lipschitzovské,
pak
A(f(A)) < LA™ (A).

Pozn.: Lipschizovsky obraz méfitelné mnoziny je méfitelny, coz ale nedoka-
zujeme, proto tvrzeni pracuje s vnéjsi mirou. (Pouze spojity obraz méfitelné
mnoziny ovéem nemusi byt méfitelny.)

Dukaz: (1) Je-li A C B, kde B = B(z,r) je koule, pak f(A) C f(B) C
B(f(x), Ir), a tedy A"(f(A)) < L"A"(B).

(2) Ukézeme, ze pro nulovou mnozinu N C R" je A"(f(N)) = 0. Protoze N
je nulové, ke kazdému e > 0 existuji oteviené kvadry I; takové, ze N C |J,; I; a
> A"(I;) < e. Lze pfitom zafidit, aby pro vSechna i

r(I;)
R(I;)

>n>0,

kde r(I) (R(I)) je polomér vepsané (opsané) koule kvddru I an > 0 je konstanta
zavisejici pouze na dimenzi n (lze toho dosdhnout ptlenim “piili§ dlouhych”
hran). Je-li B; koule opsand kvédru I;, plati tedy A"(B;) < n~"A"(I;), a tedy

A" (L)f(&)) < ;A”*(f(Bi))
L”Z:A"(Bi) < (i)n;w(m < (L>ns.

Ui

AM(f(N))

IN

IA

Protoze e muze byt libovolné malé, plati \™*(f(N)) = 0.

(3) Je-li A C R™ méfitelnd a ¢ > 0, existuje oteviend mnozina G O A takova,
ze \"(G) < A™(A) + € (vlastnost regularity Lebesgueovy miry). Podle Vitaliho
véty existuji disjunktni koule B; C G a nulovad mnozina N tak, ze G = | J, B;UN,
a tedy, s vyuzitim (1) a (2) dostaneme

A (F(A) < A™(F(G) <A™ (U f(B)U f(N)>
< Y L'AY(B;) = L"A\(G) < L"A"(A) + L',
a limitni pfechod ¢ — 0 déva zadany odhad. O
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Definice 7.2. Normu regularniho linedrniho zobrazeni L : R™ — R"™ definujeme
jako
ILI]:= sup{[[ Lul| : fJull < 1}.

Pozn.: Plati:
S(L) flull < lLull < L[ flull,  weR™, (7)
kde §(L) := inf{||Lul| : ||ul| =1} > 0.

Tvrzeni 7.3. Jsou-li L, M dvé reguldrni linedrni zobrazeni a v > 0 takové, Ze
[ Lull < ~[|Mull, w € R", pak

| det L] < ~"|det M]|.

Dikaz: Nejprve tvrzeni dokdzeme pro pripad M = Id. Je-li ||Lul|| < ~|lu],
u € R", a B C R™ koule se stfedem v pocatku, pak L(B) C B, coz implikuje

[det LIA"(B) = M (L(B)) < A"(vB) = y"\"(B),

a tedy |det L| < ~A™.

Pro obecnd L, M pak z predpokladu || Lu| < y||Mu||, v € R™, plyne || LM ~tv|| <
ylvll, v € R™ (klademe v = Mu), a tedy |det(LM~1)] < 4™, z éehoz plyne
|det L| < ~™|det M]. O

Pozn.: V aplikacich ¢asto neni splnén piedpoklad prostoty substitu¢niho zob-
razeni g. Snadno lze odvodit nasledujici zobecnéni:

Véta 7.4. Bud U = J;2, U; C R™ rozklad na oteviené mnoziny a g : U — R"
takovd, Ze restrikce g|U; je Ct-difeomorfismus pro kazdéi. Pak pro f : g(U) — R
lebesgueovsky méritelnou plati

[ fos@) ug@lds = [ card (5 w)
U g(U)
ma-li jeden z integrdli smysl.

Pozn.: Vyse uvedend véta plati i v daleko obecnéjsim piipadé, kdy zobrazeni
g je pouze lipschitzovské (lipschitzovské zobrazeni méa diferencidl skoro ve vsech
bodech, proto je integrél z Jakobidnu dobfe definovan).
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Prednaska 7.12.2021

Dokézeme vétu o substituci v této forme:

Véta 7.5 (Véta o substituci). Budte U C R™ oteviend, g : U — R™ difeomor-
fismus (C*) a A C U lebesgueovsky méritelnd. Pak

[ 17st@)ldz = (g )
A

Toto je speciélni pripad Véty 7.1 s funkel f = x4(4). Obecny ptipad se dokdze
standardnim postupem (postupné pro jednoduché méfitelné funkce, nezdporné
meéfitelné a nakonec integrovatelné funkce).

Diikaz. Necht je ddno € > 0. Ke kazdému = € U existuje 7, > 0 takové, Ze pro
vsechna y € B(x,r,) plati

[Dg(y) — Dg(z)| < ed(Dg(x)), (8)

l9(y) — 9(x) = Dg(x)(y — 2)|| < ed(Dg(x))[[(y — =) 9)

(v prvnim pifpadé vyuzivame spojitosti diferencidlu Dg, v druhém pifpadé de-
finice diferencidlu; véetné faktu §(Dg(x)) > 0). Vyuzitim (7) pak dostaneme

I1Dg(y)u — Dyg(z)ul| < e[ Dg(z)ull, weR", (10)

l9(y) — g(z) — Dg(z)(y — x)|| < el Dg(x)(y — z)||. (11)

Existuje spocetnd mnozina S = {1, 22,...} C U takovd, ze U = J, B(z;,7s,)
(staci si uvédomit, ze existuji kompaktni mnoziny K; /U a kazdou K; lze
pokryt koneéné mnoha koulemi). Ozna¢me B; := B(z;,7s,) a L; := Dg(x;),
i=1,2,.... Z vlastnosti (10) plyne

(1 =e)lLaul < |Dg(z)ull < (1 +&)||Liull, =€ Bi,ucR"  (12)

Je snadno vidét, ze existuje méfitelny rozklad A = UZ 5 Eij takovy, ze pro
v8echna 4,5 € N:

o I;; C By,

o diam F;; < j~la

o1, >j 1 e E;.

Pro libovolné dva body x,y € E;; pak plati

la(y) — 9(@)ll < [Dg(2)(y — @)l + €| Dg(@)(y — 2)|| < (1 +&)*|[Li(y — 2|

lg(y) — g(=)|| > | Dg(z)(y — )|l — €| Dg(x)(y — =)| > (1 —&)?||Li(y — ).
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To znamend, Ze zobrazem’ go Ly : Li(Eij) — g(Ei;) je (1 + ¢)3-lipschitzovské,
a jeho inverze L; o g~ ! je (1 — ) 2-lipschitzovska.

Ozna¢me 7 := max{(1 + €)%, (1 — €)72}. S vyuzitim prostoty g, Véty 7.2,
faktu A" (g(Ei;)) = |det Li;|\"(E;;) (z prednasky TMIL), (12) a Tvrzeni 7.3
pak dostaneme

N (g(A) = A" [ g _U_Eij :ZWg(EU))
<I’7 Z}\n 7, ’Lj —77 Z|d6tL|A ( )

4,J

=7 Z/ |det L;|dz < n" Z/ n"|Jg(x)| dx

=" [ Vg(a)]da.
A
a podobné

) 2 SN B 2 S [, st

20 /A Tg(z)] d.

Limitnim pfechodem ¢ — 0 (tedy 7 — 1) dostaneme dokazovanou rovnost. O

8 Konvergence posloupnosti funkci

Necht je dan prostor s mirou (X,.A, u) a méfitelné funkce f,, f (redlné nebo
komplexni) na (X,.A). Pfipomenme ruzné definice konvergence posloupnosti

(fn) k f:
« fo 2B = plee X fula) A f(2)} =
o« fo 5 f = o= fllp = 0, kde llgl, = (fy lgl” du)/7 pro 1 < p < o,

o fn o f = Ve>0: p{reX: |folx)— flz) >} —=0.

Piipomenme si téz souvislosti mezi témito typy konvergenci, které zname z

TMI1:

L fo, f € LP(p), fn R f= funf (pro p € [1, 00) plyne z Cebysevovy
nerovnosti: u{x : |fn(z) — f(z)| > e} < e P|fn — f||£)§

2. w(X) < oo, fnr B f = fo - f (plyne z Jegorovovy véty: f, =%
f,e>0 = FE e A, u(E)<e, fn = fna X\ E);
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3 uX) <o, 1<p<qg<oo = Lq(u)CLP(u)and(fnL—q>f =
Ja 55 5).

Na prostoru ([0, 1], B[0,1], A[[p,1]) 1ze najit pitklady demonstrujici neplatnost
ostatnich implikaci mezi konvergencemi: f, —= f = fn =5 f, fn — f &

Lt Lt EXN s.v, Lt
Pripomenme si ddle Lebesgueovu vétu o konvergentni majoranté. Tato véta
itkd, ze pokud f, == f a |f.| < g s.v. pro n&akou g € L'(u), n € N, pak

1
[ fadp — [ fdu. Ukazme si, ze v tomto pifpadé dokonce plati f, Y
dukazu uvedené véty jsme pracovali s posloupnostmi funkef

gn = 1f{fn, frot1,--- b hno=sup{fa, fasr,.o }
pro néz plati —g < g, < fr, < h, <gagn 7 f . hn, tedy
|fn = fl < hy — gn <29 € L* ()

a hy —gn \(0, tedy

[ig - s1aw< [ gyan 0

1
podle zobecnéné Leviho véty, ¢ili f,, L, f.
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Prednaska 14.12.2021
Priklad: Polozme
fig =22X1G-12-1 o1, G=1,...,2" ieN.
Sefadme f; ; do jedné posloupnosti (f,,). Pak f, 2, 0,a fn L—1> 0, ale neexistuje
zadnd “konvergentni majoranta”’ pro tuto posloupnost. Ptriklad lze upravit tak,

aby navic f,, =% 0. Podminka existence konvergentni majorany v Lebesgueové
vété je tedy postacujici, ale ne nutné.

Pozn.: Pro kazdou funkci f € L' (1) plati

lim |f|dp = 0.

eI fIze}

Definice 8.1. Posloupnost (f,,) méfitelnych funkei na (X, A, p) je stejnomeérné
integrovatelnd (s.i.), jestlize

lim sup/ | frldp = 0.
e n J{|falzel

Tvrzeni 8.1. Je-li posloupnost (f,,) s.i. na prostoru s kone¢nou mirou p, plati
fn€LY(u),neN, a
sup || full1 < o0.
n

Dikaz. Pro ¢ dostatecéné velké plati

/|fn|dﬂ=/ Ifnldu+/ |fal dp < cp(X) + 1.
‘fn|§0 |fn|>c

Véta 8.2. Necht u(X) < oo a f, 25 f. Pak

Fa 5o f = (fa) je si

Diikaz. Nejprve dokézeme implikaci <=. Piedpoklddejme tedy, ze f, = f a
(fn) je s.i.

(a) Podle Tvrzeni 8.1 vime, 7ze f, € L', n € N. Ukdzeme, 7ze i f € L.
Bud ( fn;) vybrana podposloupnost takové, ze f,, — f s.v. Pak podle Fatouova
lemmatu a Tvrzeni 8.1 plati

[1s1du= [t £, d < timint [ 17, die < o
j—00 j—o0

(b) Predpoklddejme nejprve, ze |f| < ¢, n € N, a |f]| < ¢ pro néjaké ¢ < co.
Pro libovolné € > 0 pak s 0 := ¢/(2u(X)) plati

n = <4 n o
Jumni= [ w00 vl 1> 0) <

33



pro n dostateéné velké, tedy f, — f v L.
(c) Bud'te f,, f bez omezen{ z piipadu (b) a bud déno € > 0. Plat{

[i=a1 < [ if=niv [ ih-s1+ [ 1fa-1

I‘fﬁl\fc [fn]>c [f1>c
<c

= I'c)+ T2 (c) +I3(c).

Odhadneme
2(e) < / fal + / e+ / <2 / ful + / £l
[ fn]>c [ frnl>c [ fn]>c [frl>c [fl>c
[fl<e [fl>e
(o) < / 1l + / [l + / fl < / Ifn|+2/|f|,
| fnl>c [fr]<c [fI>c [fn]>c [fI>c
[fI>c [fl>c

seCtenim pak dostaneme

€
po+e<s| [+ [ 0] <3
fnl>c [f1>e
pro dostatec¢né velké ¢ a vSechna n podle predpokladu stejnomérné integrova-

telnosti. Pro zvolené ¢ je pak I} (c) < § podle éasti (b). O

Ditkaz implikace =: Nechf p(X) < 0o a f,, — f v L. Ukazeme, ze (f,)
je s.i. Necht je ddno ¢ > 0. Pro kazdé ¢ > 0 plati

[l < [ -0+ [+ [

|fn|>c |fn‘>c ‘fn|>c ‘fn|>c
[fI<e/2 |fl>ec/2
< /\fnff\+%u{|fnff|>%}+ / £l
[f>c/2

Z predpokladu f, 2 f a z Cebysevovy nerovnosti existuje ng takové, ze
[1ta= 11+ sullfa=£1>$} <5 nzma, e

Protoze f € L', existuje ¢y > 0 takové, ze f\f\>6/2 |f] < § pro ¢ > ¢g. Rovnéz
pro kazdou z funkei fi,..., fn, existuje ¢; > 0 tak, ze f‘f_|>c |fil < e, ¢> ¢y
i=1,...,n0. Pro ¢ > max{cp,ci,...,cn, } pak plati flf > |frn| < € pro vechna
n € N. Tim je dokdzdna stejnomérnd integrovatelnost posloupnosti (f,,). O
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Priklad: Sestrojime posloupnost méritelny funkei (f,) takovou, ze f, — 0
s.v. 1 v L1(p), ale neexistuje konvergentni majoranta, tedy funkce g € Lq(u)
takova, ze |f,| < g s.v. pro vSechna n.

Uvazujme prostor ¥ = {0, 1} vsech posloupnosti nul a jednicek, a ¥* =
U=, {0,1}™ necht je prostor konecngch posloupnosti nul a jednicek. Prvky
o € ¥* muzeme chapat jako podmnoziny ¥ a uvazujeme o-algebru A := o¥*

<. . o o /1 1 . . o . .
a soucinovou miru g = [],Z;(5d0 + 5601) (jednd se o rozdéleni posloupnosti

nezavislych hodu symetrickou minci). Pro o = (04, ...,0,) € £* definujme
27/2 pokud Y1 0; <n/3,
9(0) = .
0 jinak,

fa(x) = g(U)XJ(Z)v reX.
Budeme uvazovat limitu funkei f, pfi |o| — oo (|o| znaci délku koneéné posloup-
nosti o). (Ekvivalentné bychom mohli spo¢etnou mnozinu funkei (f, : o € £*)
srovnat do posloupnosti a uvazovat jejf limitu.) Ukdzeme tyto tii vlastnosti:

1. f, 5o,

2. fo X5 0a

3. [(sup, fs)dp = oo (tedy neexistuje konvergentni majoranta).
Prvni vlastnost plyne snadno z faktu

/fg(x) du(z) = 21912 (o) = 2lo1/29=lol = 9=lel/2 o, |o| — oo

Druhé vlastnost pak je dusledkem silného zdkona velkych ¢isel, ktery Fika,

i L E”: 1l
1 xnl_)rgon 1x2—2 =1.
=
Pro skoro vSechna x tedy plati, ze % Z;L:l xT; > % pro dostatecné velka n, a tedy

fo(z) — 0.

Pro tiet{ vlastnost staci ukdzat, ze [ g, du — oo pro

ze

gn = sup f,, neN.

o:|ol=n

Plati

n (/3]
_ on/2 . . nl _ogn/2 i n
/gndp—2 ,u{:v.le<3}—2 ZQH(]{)
=1 k=0
n n
Sogna L (PPN L (3N
- V2n \ 3 V2n \ 27/6 ’

Pouzili jsme dolni odhad pro distribuéni funkci binomického rozdéleni, ktery
lze nalézt v literatufe a zde jej nebudeme ukazovat (je zalozen na Stirlingoveé
vzorei).
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Prednaska 21.12.2021

9 Hausdorffova mira

Pozn.: Latka této kapitoly nebude vyzadovana u zkousky.

Hausdorffova mira je urcena pro méfeni podmnozin R™ niz$i “dimenze” nez
n.

Definice 9.1. Pro A C R™, s > 0 a § > 0 polozme

s . diam G; \*
ui= gt o (T

i -
diam G; <5 1

H(A) == lim HI(A),

6*}04,

kde diam B := sup, ,cp ||7 — y|| (diametr mnoziny B),

Wy 1=

I+ 1)

(objem jednotkové koule v R® pro piipad s € N), a supremum je chdpdno pres
v8echna nejugse spocetnd pokryti libovolngymi mnozinami s danym omezenim
diametru.

Pozn.:

L. Pro 0 < §; < &2 je ziejmé H3 (A) > H; (A), tedy limita v definici H*
existuje a plati H3 7 H*(A), § =4 0.

2. Protoze pro kazdou mnozinu B plati diam B = diamconvB, kde convB
je uzavieny konverni obal mnoziny B, lze v definici ekvivalentné pokryvat
pouze uzavienymi konvexnimi mnozinami.

3. Na piikladu omezené spiraly nekoneéné délky v R? s s = 1 je vidét potieba
podminky na diametr pokryvajicich mnozin jdouci k nule.

Tvrzeni 9.1. Pro vsechna s > 0 plati:
1. H§ i H® jsou vnéjst miry v R™ pro vsechna § > 0.
2. H® je metrickd vnéjsi mira.

8. H* je borelovsky regularni, tedy ke kazdé A C R™ existuje B € B™ takovd,
Ze AC B a H*(B) = H*(A).

4. HO je éitact mira (H°(A) = card A).
5. H® je translacné a rotacné invariantni (tedy H*(A + z) = H*(R(A)) =
H3(A) kdykoliv A C R, z € R? a R je ortogondlni transformace v R™).

36



6. H® je homogenni fddu s (tedy H(tA) = t*H*(A) kdykoliv A CR% at > 0).

Dukaz. 1. Pro H3 je dikaz stejny jako u vnéjsi Lebesgueovy miry, H® dosta-
neme limitnim pfechodem.

2. Necht dist(A, B) =: p > 0. Ukdzeme, 7e H5(AU B) > H*(A) + H*(B).
Necht H*(AUB) < oo (jinak je nerovnost ziejmd). Bud e > 0a0 < 4§ < p.
Z Definice dostavame existenci pokryti AU B C |J, G; s diamG; < 4§ a

di ; s
Zws <1ar;G > <H(AUB) +e.

Kazda z mnozin G; protind nejvyse jednu z mnozin A, B, tedy mnoziny
indexu [ :={i: GiNA#0}aJ:={j: G;NB # 0} jsou disjunktni. Z
definice Hausdorffovy miry dostdvame

. . diam G; \* diam G;\°
H3(A) +H5(B) SZws( 5 ) +) ws <2])
iel jed

diam G; \* s
ngs( : ><’H5(AUB)+€,

a limitnimi pfechody e — 0 a § — 0 dostaneme Zadanou nerovnost.

3. Necht je ddna A C R". Pokud H*(A) = oo, volime B = R¢. Necht nynf
H*(A) < co. Pro kazdé n € N existuji mnoziny G takové, ze diam G < +

a
diam G\ * s 1
> ws (2) < Hip(A)+ -

Polozne B := ., ; G} B je ziejmé borelovskéd mnozina a obsahuje
mnozinu A. Dale, protoze B C |J; GI' pro kazdé n, plati

. diam G; \* diam G; \ ° , 1

Sa(B) <D ws <2> = ws (2) < Hip(A) +
a limitnim pfechodem n — oo dostaneme H*(B) < H®(A). Opacné ne-
rovnost je zfejma.

4. Pro konetnou mnozinu A = {z1,...,2,} a § > 0 dostatecné malé je
HY(A) = n, tedy H°(A) = n. Z monotonie plyne, ze H°(A) = oo, pokud
A je nekonecna.

5. Plyne snadno z faktu, ze diametr mnoziny je invariantni vzhledem k translacim
a rotacim.

6. Plyne snadno z faktu diam(tA) = ¢ diam A.
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Pozn.: Mira H™ (v R™) je lokédlné konecnd, tedy i o-konecnd. Jednotkovou
krychli [0, 1]” miizeme zapsat jako sjednoceni k™ krychlicek CF, i =1,...,k™, o
hrané % Protoze diam CF = %, plati

" . w(VaN"
\/ﬁ/k([()’l] )Swnk <2k = Wn on Cn,

a tedy H™([0,1]™) < ¢, < co. Z toho jiz plyne, ze mira H™ je ndsobkem Lebes-
gueovy miry; plati totiz:

Véta 9.2. Kazdd lokdlné koneénd translaéné invariantni borelovskd mira v R™
je nasobkem Lebesgueovy miry.

Diikaz. Bud p lokalné kone¢ns translaéné invariantni borelovskd mira v R™,
oznacme ¢ := £((0,1]™). Bud D systém vsech dyadickych kvadru tvaru

L L o
(22}(22} EENU{0), ir,....in € 2,

véetné prazdné mnoziny. Z aditivity a transla¢ni invariantnosti p dostavame

i1—1 4 in—1 i, |\ ¢
ST R Tl AT

tedy p a c¢A™ se shoduji na mnozindch z D. Protoze systém D je uzavien na
koneéné pruniky, shoduji se obé uvedené miry i na oD = B". O

Nyni ukézeme, zZe se se Hausdorffova n-rozmérna mira skuteéné rovnd Lebe-
sgueové mife. Ukdzeme postupné obé nerovnosti.

Lemma 9.3. H™ < A\".
Diikaz. Bud G C R™ oteviend a § > 0. Systém
F :={B C G uzaviena koule,diam B < §}.

je ziejmé Vitaliovym pokrytim mnoziny G, tedy podle Vitaliovy véty existuji
disjunktni koule By, Bs,--- € F takové, ze \"(G'\ |J; Bi) = 0. Protoze H™ je
nésobkem A", je absolutné spojitd vzhledem k A", a tedy také H"(G\|J, B;) = 0.
Z toho plyne i HY(G \ U, Bi) = 0, coz podle definice znamend, ze pro kazdé
€ > 0 existuje pokryti G\ ; B; C U; D;j s diam D; < 6 a

<diaij)n
an _— < €.
- 2
J
Méme tedy G C U; BiUU; D; a
diam B; \" diam D; \"
n < 7 J < n
H&(G)_zi:wn (2 ) +Xj:wn (2 ) < A'(G) +¢,

a limitnim pfechodem ¢ — 0, 6 — 0 dostaneme H"(G) < A"(G), z ¢ehoz uz
plyne dokazovana nerovnost. O
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Pro opacnou nerovnost budeme potiebovat nasledujici vétu z oboru konvexni
geometrie:

Véta 9.4 (Izodiametrickd nerovnost).

diam A
2

/\”*(A)gwn< ) , ACR"

Lemma 9.5. \" < H".

Diikaz. Je-li A C |J; G; libovolné pokryti mnoziny A, plati podle izodiametrické

nerovnosti .
* . diam G; "
X <30 (G»Eijwn( 2

Z definice Hausdorffovy miry pak plyne Hj(A) > A"*(A) pro kazdé § > 0, a
tedy také H™(A) > A" (A). O

39



Prednaska 4.1.2022

Idea dukazu izodiametrické nerovnosti. Nejprve si uvédomme, ze uzavieny kon-
vezn? obal mnoziny A (nejmensi konvexni uzaviend mnozina obsahujici A) ma
vétsi nebo rovnou Lebesgueovu miru, ale stejny diametr jako A. Nerovnost tedy
sta¢i ukdzat pro konvexni kompaktni mnozinu A.

Oznac¢me symbolem II; kolmou projekci do nadroviny E; := {z; = 0}, a pro
y € E; oznaCme fez

AW = {r € A: Tz = y}.

Déle bud Aé’y “symetrizace” tsecky A“Y (posunut{ ve sméru kolmém k E; tak,
aby sted lezel v Ej). Mnozina St;(A) := U,cm,(a) ALY je rovnéz konvexni a
kompaktni, navic symetricka podle F; a spliuje

o diam St;(A4) < diam A,
o \"(St;(A)) = A"(A) (z Fubiniovy véty).
Iterovanim definujeme Steinerovu symetrizaci mnoziny A
St(A) := Sty 0Sty,—10--- 0 Sty (A4).

Jedna se opét o konvexni a kompaktni mnozinu, ktera je symetrickd podle vSech
soufadnicovych nadrovin, a tedy podle poc¢atku, méa stejnou Lebesgueovu miru
jako A, a mensi nebo rovny diametr. Ze stfedové symetrie plyne

St(A) c B (o, 7‘11&‘“(28 t(A))) :

tedy

AT(A) = N(St(A)) < w, (dm(s“/% <un (diamA)".

2 2
O
Lemma 9.6. Pro0 < s<t aACR" plati
H(A) < 0o = H'(A) =0, (13)
H'(A) >0 = H'(A) = . (14)

Pozn.: Ziejmym dusledkem lemmatu je, ze H® = 0 pro s > n.

Diikaz. Vyroky (13) a (14) jsou zfejmé ekvivalentni. Dokldzeme (13). Necht
H*(A) < oo ad > 0. Plati H5(A) < H®(A), tedy existuje pokryti A C {J, G;
takové, ze diam G; < § a

S, <‘M;G> < H(A) + 1.
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Pro ¢t > s tedy je

<diam Gi)t wy (diam Gi)s (diam Gi>ts
Zwt — ) == w,
- 2 Wy = 2 2

3

t—s
<2 (3) oewe.
a tedy i .
HE(A) < z:—z (g) (A 4 1),
Limitnim prechodem § — 0 pak dostaneme H*(A) = 0. O

Definice 9.2. Hausdorffovu dimenzi mnoziny A C R™ definujeme jako

dimgy A :=inf{s > 0: H*(A) = 0}.

Pozn.: Podle predchoziho lemmatu je H*(A) = oo pro 0 < s < dimpy A4 a
H*(A) =0 pro s > dimpy A.

7 definice snadno plyne, ze pro S nejvyse spocetnou je dimgy S = 0, a ze
dimg ([0,1]™) = n.

Najdeme Hausdorffovu dimenzi pro Cantorovo diskontinuum C'. Pfipomenme,
ze Cantorovo diskontinuum je derfinovéno jako pranik C' = (", Cy, pritom
CyDCy DCy D ... a(y je disjunktnim sjednocenim 2™ uzavienych intervali
délky 37". Ozna¢me Z,, mnozinu intervalu tvoiicich C,, tedy C,, = JZ,. Z
definice Hausdorffovy miry snadno dostavdame odhad

1\ ws/2\"
s < wg2" === .

Pro hodnotu sg := igig je 2 = 3% a tedy
We
Hy2 . (C) < 2—;, n €N,

a tedy také
Heo(C) < ‘2i a dimg C < so.

Ukézeme, ze plati i obrdcend nerovnost, tedy H*° = 3= a dimy C = so. To
plyne z nasledujiciho lemmatu.

Lemma 9.7. Je-li C C |J; Ji, pak >, |Ji|*° > 1. (Zde J; jsou intervaly a |J;|
znadi délku intervalu J;).

Diikaz. Lemma staci ukazat pro oteviené intervaly. Vzhledem k tomu, ze C
je kompaktni, sta¢i uvazovat kone¢né pokryti C C J; U --- U Ji. Pokud maji
nékteré dva ruzné intervaly J;, J; neprdzdny prunik, pak J; N J; N C¢ obsa-
huje otevieny interval (protoze komplement C¢ Cantorova diskontinua je hustd
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oteviend mnozina) a muzeme intervaly J;, J; zmensit tak, aby byly disjunktni,
ale stale platilo C' C J; U --- U Jg. Krajni body kazdého intervalu J; lezi mimo
mnozinu C' a nahradime-li interval J; uzavienym podintervalem

I; := [min(J; N C), max(J; N C)],
bude opét platit C' C I; U --- U Iy, a staci dokazat, ze
|Il|so + .4 ‘Ik|so > 1.

Vsimnéme si, ze vSechny krajni body intervali I; jsou krajnimi body néjaké
aproximace Cp,, a tedy existuje n € N takové, ze 0I; € 0C,, i = 1,... k.
Pokud by intervaly Iy, ..., I} kopirovaly pravé vSechny intervaly tvotici C),, byli
bychom hotovi, nebot

3 I =20 = (2/30)" = 1.

I€Z,

Ukéazeme, ze pro kazdy interval J = [a, b], kde a,b € OC,,, plati

o= > . (15)

Ieln,I1DJ

Z toho jiz plyne potfebnd nerovnost.

Oznatme N = (c¢,d) maximdlni podinterval J lezici v C°, a oznatme u :=
c—a,w:=d—cav:=0b—d. Z konstrukce Cantorova diskuontinua je ziejmé,
zeu <w av<w. Plat{

S0 3 S0
(u+v+w)™ > <u+v+u;v) = <2(u+v)>

_ g% (u—i—v) ’ Z350u80—2|—v“"° — 45 4 0

2

(nerovnost plyne z konkavity funkce ¢ +— ¢°0). Nahradime-li tedy v pokryti
mnoziny C' interval [a,b] dvéma intervaly [a,c] U [d, b], soucet sp-tych mocnin
délek se nezvétsi. Takto muzeme pokracovat tak dlouho, az kazdy interval I;
nahradime pravé podintervaly tvoricimi mnozinu C,,. Tim bude nerovnost (15)
dokézana. O
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