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Existence nemě̌ritelné množiny - opakováńı

Věta
Existuje Lebesgueovsky nemě̌ritelná podmnožina R.

Plyne z

Věta
Neexistuje ḿıra µ : P(R) → [0,∞] splňuj́ıćı

(*) µ(I ) = délka(I ) pro každý interval I ,

(**) µ(A+ x) = µ(A), A ⊂ R, x ∈ R.
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Důkaz

Sporem: necht’ taková µ existuje.
Uvažujme ekvivalenci na R

x ∼ y ⇐⇒ x − y ∈ Q.

Množina A ⊂ [0, 1] necht’ obsahuje právě jeden prvek z každé ťŕıdy
ekvivalence ∼ (použ́ıváme axiom výběru!). Bud’ dále
Q ∩ [−1, 1] = {q1, q2, . . . } oč́ıslováńı racionálńıch č́ısel v intervalu
[−1, 1]. Nyńı plat́ı:

(a)
⋃

∞

i=1
(A+ qi ) ⊃ [0, 1] (protože pro každý x ∈ [0, 1] existuje

a ∈ A takové, že x − a ∈ Q ∩ [−1, 1], tedy x − a = qi pro
nějaké i , čili x ∈ A+ qi ),

(b)
⋃

∞

i=1
(A+ qi ) ⊂ [−1, 2],

(c) množiny A+ qi jsou po dvou disjunktńı (i = 1, 2, . . . ) (kdyby
ne, pak by A obsahovala dva ekvivalentńı prvky).
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Důkaz - dokončeńı

Ze σ-aditivity, (**) a (c) plyne, že µ(
⋃

∞

i=1
(A+ qi )) = ∞ jakmile

µ(A) > 0, což by bylo v rozporu s (b). Muśı tedy být µ(A) = 0.
Pak ale i µ(

⋃

∞

i=1
(A+ qi )) = 0, což podle (a) a (*) znamená

0 > µ([0, 1]) = 1, tedy spor.
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Dobré uspǒrádáńı

Definice
Množina M je dobře uspořádaná relaćı <, jestliže

◮ < je tranzitivńı,

◮ ∀a, b ∈ M: (a < b) ∨ (a = b) ∨ (b < a),

◮ každá neprázdná podmnožina M má nejmenš́ı prvek

vzhledem k <.

Př́ıklad: (N, <).
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Definice
Množina α je ordinál, jestliže

◮ (α,∈) je dobré uspořádáńı,

◮ každý prvek α je zároveň podmnožinou α.

Ord := tř́ıda všech ordinál̊u

Př́ıklady:
∅ =: 0, {∅} =: 1, {∅, {∅}} =: 2, {∅, {∅}, {∅, {∅}}} =: 3,. . .
n = {0, 1, . . . , n − 1}, n ∈ N

{0, 1, 2, . . . } =: ω, ω + 1, ω + 2, . . . , 2ω, 2ω + 1, . . .
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Vlastnosti ordinálńıch č́ısel

◮ α ∈ Ord, β ∈ α =⇒ β ∈ Ord.

◮ ∀α, β ∈ Ord, α ∈ β ⇐⇒ α ( β.

◮ ∀α, β ∈ Ord, (α ∈ β) ∨ (α = β) ∨ (β ∈ α).

◮ Každá množina ordinál̊u je dob̌re uspǒrádaná relaćı ∈
(znač́ıme <).

◮ ∀α ∈ Ord : α = {β ∈ Ord : β < α}.
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Věta
Je-li M množina orinál̊u, pak

supM =
⋃

{α : α ∈ M} ∈ Ord .

Definice
Ordinál α je následńık, jestliže α = β + 1 pro nějaký β ∈ Ord.
Ordinál α je limitńı, jestliže neńı následńık.

Př́ıklady:
následńıci: 1, 2, 3, . . . . ω + 1, ω + 2, . . . . 2ω + 1, 2ω + 2, . . . .
limitńı ordinály: ω, 2ω, . . . , ω × ω

ω1 := nejmenš́ı nespočetný ordinál
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Konstrukce borelovské σ-algebry

X metrický prostor, G množina otev̌rených podmnožin X

pro S ⊂ P(X ) definujme

τS :=

{

∞
⋃

i=1

Ai : (Ai ∈ S) ∨ (AC

i ∈ S), i ∈ N

}

Definujeme transfinitńı indukćı systém Sα pro každý α ∈ Ord
následovně:

◮ S0 = G.

◮ Sα+1 = τSα, α ∈ Ord.

◮ Sα =
⋃

β<α Sβ , α limitńı ordinál.
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Věta
Sω1

= B(X ).

Důkaz: Zřejmě G ⊂ Sω1
⊂ B(X ). Stač́ı ukázat, že Sω1

je σ-algebra.

◮ A ∈ Sω1
=⇒ A ∈ Sα pro nějaký α < ω1. Pak

AC ∈ Sα+1 = τSα, a tedy AC ∈ Sω1
.

◮ Necht’ Ai ∈ Sω1
, i ∈ N. Pak Ai ∈ Sαi

pro nějaký αi < ω1 a
všechny množiny Ai lež́ı v Sα pro α = supi αi . Podle
konstrukce pak

⋃

i
Ai ∈ Sα+1. Protože αi jsou spočetné

ordinály, též α, α+ 1 jsou spočetné, tedy α+ 1 < ω1 a tud́ıž
⋃

i
Ai ∈ Sω1

.
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