Prednaska 5.10.2020
1 Uvod

Pfipomenuti: Riemannuv Newtonuv integrédl, geometricky vyznam plochy pod
grafem

Ne vsechny funkce jsou ”integrovatelné”, ne vsechny mnoziny "meéritelné”

Obecnd konstrukce: nejprve mira (mnozinovéd funkce), z ni je odvozen in-
tegral (aproximace po ¢dstech konstantnimi funkcemi).

Vlastnosti, které chceme po ”mife”:

(1) u(®) =0, u(A) >0 VA,
(2) (U, An) =3, 1(Ay) pro po dvou disjunktni mnoziny A, As, .. ..

Problém - které mnoziny jsou ”"meéftitelné”, neboli Dy =7

Piiklad: Neexistuje p: P(R) — [0, co] spliujici (1), (2) a
(3) pu(I) = délka(I) pro kazdy interval I,
(4) pA+z)=p(A), ACR, zeR.

Dukaz: Predpokldadejme pro spor, ze takové zobrazeni u existuje. Uvazujme
ekvivalenci na R
r~y <= r—yeQ.

Mnozina A C [0, 1] necht obsahuje pravé jeden prvek z kazdé t¥idy ekvivalence
~ (pouzivame axiom vybéru!). Bud dale Q N [—1,1] = {q1,q2, ...} oéislovani
racionalnich ¢isel v intervalu [—1,1]. Nyni plati:

(a) U2 (A+ ) D [0,1] (protoze pro kazdy z € [0,1] existuje a € A takové,
zex —a € Qn[-1,1], tedy  — a = ¢; pro né&jaké 4, ¢ili x € A + ¢;),
(b) U(z)il(A + Qi) C [_17 2],

(¢) mnoziny A + ¢; jsou po dvou disjunktni (i = 1,2,...) (kdyby ne, pak by
A obsahovala dva ekvivalentni prvky).

Z (2), (4) a (c) plyne, ze p(UZ, (A + ¢i)) = oo jakmile y(A) > 0, coz by bylo
v rozporu s (b). Musi tedy byt p(A) = 0. Pak ale i p(J;2, (A + ¢;)) = 0, coz
podle (a) a (3) znamend 0 > ;([0, 1]) = 1, tedy spor. O

2 Prostor s mirou

Bud X libovolnd neprdzdnd mnozina. Symbolem P(X) = {A: A C X} znacime
potenéni mnozinu mnoziny X.

Definice 2.1 A C P(X) je o-algebra na X, jestlize



(i) 0,X € A;

(i) Ace A = X\Ae A,

(ili) A, € A, ieN = |J, A€ A
A C P(X) je algebra, spliuje-li (1), (2) a
(iii") A, BeA = AUBec A

Pozn.: Algebra je uzaviend na koneéné mnozinové operace (prunik, sjedno-
ceni, rozdil), o-algebra na spo¢etné mnozinové operace.

Piiklady:
e {0, X}, P(X) jsou o-algebry na X.
o A={0,{1},{2,3},{1,2,3}} je o-algebra na X = {1,2,3}.

e A={ACN: Akonetnd nebo N\ A konecné} je algebra na N, ale nen{
to o-algebra.

Véta 2.1 Budte A, : o € I o-algebry na mnoziné X, pritom I je libovolnd
indexovd mnoZina. Pak (), c; Aa je o-algebra na X.

Dikaz: Plyne jednoduse z definice. O

Dausledek 2.2 Pro libovolng mnozinovy systém S C P(X) existuje nejmensi
o-algebra oS obsahugici S.

Dtkaz: Polozme
oS = ﬂ{A CP(X): SCA, Aje o-algebra}.
(]

Definice 2.2 Bud (X, p) metricky prostor a G systém vsech otevienych pod-
mnozin X. Pak B(X) := oG nazyvame borelovskou o-algebrou na X.

Priklad: Naésledujici mnozinové systémy spadaji do borelovské o-algebry:
e F - systém uzavienych mnozin
e Gs - spocetné pruniky otevienych mnozin
e F, - spocetna sjednoceni uzavienych mnozin
e Gs, - spocetna sjednoceni mnozin z Gs



Pozn.: Je obtizné popsat tfidu borelovskych mnozin konstruktivné (je t¥eba
transfinitni indukce).

Pozn.: Ne vSechny mnoziny jsou borelovské. Plati dokonce
card B(R) = ¢ < 2° = card P(R),
tedy neborelovskych podmnozin R je vice nez borelovskych.

Definice 2.3 (X, .A) je meéritelny prostor, jestlize X je nepréazdnd mnozina a A
je o-algebra na X.
w je mira na (X, .A), jestlize u : A — [0, co] spliiuje

(a) p(@) =0,

(b) A; € A po dvou disjunktni (i € N) = pu(lU, 4:) = >, u(4;) (o-
aditivita).

Trojici (X, A, ) nazyvéame prostor s mirou.

Pozn.: 7 vlastnosti (b) a z nezdpornosti plyne monotonie miry: A, B € A,
ACB = p(A) < u(B).

Piiklady:
o 1(A)=0VA e P(X) - nulovd mira (u = 0)

e pro x € X pevny polozme

0 A,
% (4) = {1 ziA. '

0, se nazyva Diracova mira v bodé x.

e Mira

J(A) = {card (A) A C X konecni,
00 A C X nekoneéna.
se nazyva aritmetickd mira na X.
Véta 2.3 (Spojitost miry) Bud (X, A, u) prostor s mirou, A; € A, i € N.
1. Ay C Ay C - = w(4) S (U, Ai),

2. u(Ay) <oo, Ay D Ay D - = pu(A;) N\ p(); Ai)-



Dukaz: 1. Necht’ Az S .A, Az /‘ A. Pak A = A1 U (A2 \Al) U (Ag \AQ) U...
je disjunktni rozklad na méfitelné mnoziny, tedy pu(A) = p(A41) + 23012 (A \
Aj1). Zaroven p(A;) = p(Ar) + 30i_o m(A; \ Ajo1), takze p(A;) 7 p(A),
1 — 00.

2. Necht A; € A, A; \( A, u(A1) < co. Polozme B; := A\ A;, i € N. Ziejmé
plati B; /" B 1= A1\ A, tedy (A1) — p(4;) = w(B;) 7 u(B) = p(Ar) — u(A),
a odectenim vyrazu p(A4;) < oo dostaneme f1(A;) N\ p(A4). O

Definice 2.4 Bud (X, A, ) prostor s mirou. Rekneme, ze N C X je nulovd
mnoZina, jestlize existuje A € A takova, ze u(A) = 0 a N C A. Symbolem N
znacime systém vsech nulovych mnozin. dale zna¢ime

Ao = O'(AUN)

zuplnénou o-algebru A vzhledem k mife p.

Pozn: N je o-idedl, tedy systém mnoZin uzavieny na podmnoziny a spocetnd
sjednoceni.

Véta 2.4 (Zaplnéni miry) Je ddn prostor s mirou (X, A, u). Pak plati:

1. Ap={BC X: 34 A BANA € N} (symbolem A znacime symetrickou
diferenci mnozin).

2. Miru p lze jednoznacné roz$irit na prostor (X, Ag) (znacime opét p).

3. V prostoru (X, Ao, ) jsou vSechny nulové mnoziny méfitelné.

Diikaz: 1. Oznaéme Ag := {B C X : 3A € A, BAA € N'}. Ukdzeme nejprve,
7e Ay je o-algebra. Ziejmé plati 0, X € Ay. Je-li B € Ay, pak AAB € N pro
ngjakou A € A, a tedy také X \ B € Ay, protoze (X \ B)A(X\ A) = BAAc N
a X \ A€ A Dile, jsou-li B; € A, i € N, pak B;AA; € N pro néjaké A; € A,
a tedy také |J; B; € Ay, protoze (U, B:))A(U; 4i) C U;(BiAA;) € N. Ay je
tedy o-algebra. Pak ale ze ziejmé inkluze AUN C Ag plyne Ay = c(AUN) C
oAy = Ay. Opacné inkluze je snadné: je-li B € Ay, pak BAA € N pro né&jakou
Ae A tedy B=AU(B\ A)\ (A\ B), pritom B\ Ai A\ B lezi v NV, tedy
nutné B € A,.

2. Je-li B € Ap a A € A takova, ze BAA € N, polozime p(B) := p(A).
Nejprve musime ukazat, Ze toto rozsiteni je korektni, tedy ze nezavisi na volbé
A. Je-li A’ € A jind mnozina s vlastnosti BAA’ € N, pak z inkluz{ A\ A’ C (A\
B)J(B\A") e N a A\A C (A\B)U(B\A) € N plyne u(A\A") = p(A"\A) =0,
a tedy p(A) = u(A’). Definice je tedy korektni. Ukdzeme, ze takto dodefinovand
mnozinova funkce p je o-aditivni. Bud' (B;) posloupnost po dvou disjunktnich
mnozin z Ag, oznacme B := [J;2| B;, a bud'te 4; € A takové, ze B;AA; € N.
Polozme C4 := Ay, C; := A; \ (Al U--- UAifl), 1=2,3...,C:= Ujil C;. Pak
(Ci) je posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z A, tedy p(C) = Y .2, u(C;).
Protoze mnoziny C;AB; a CAB jsou nulové, plati u(B;) = u(C;), i € N, a



w(B) = p(C), a tedy také u(B) = Y;2, w(B;). Tim je dokdzéno, ze p je o-
aditivni na Ay, a je to tedy mira.

3. Bud M C X nulovd v (X, Ao, u). Ukdzeme, ze M € N (tedy ze M je
nulové i v puvodnim prostoru (X, A, 1)), atedy M € Ap. K mnoziné M existuje
B e Ay, M C B, u(B) = 0. Z definice rozsitené miry u déle existuje A € A
takovd, ze u(A) =0 a B\ A € N, tedy existuje N € A takovd, ze u(N) =0 a
B\ACN.Pakale MC BCAUNeAapu(AUN)=0,tedy M e N. O

Definice 2.5 (i) u je borelovskd mira na metrickém prostoru X, je-li to mira
na (X, B(X)).

(ii) Mira p na (X, A) je konecnd, jestlize pu(X) < co.

(iii) Mira p na (X,.A) je o-konecnd, jestlize existuji E, € A takové, ze X =
U, En a p(Ey) < oo pro kazdé n € N.

Véta 2.5 (Lebesgueova mira) Ezxistuje prdvé jedna borelovskd mira N\ na
R™ takovd, Ze pro vsechna —oo < a; < b; < 00, i =1,...,n, plati

)\n([ﬂbl,bl] X X [an,bn]) = (bl — al) . (bn —an).

[Dikaz bude v navazujici{ pFedndsce.

Poznamky:
1. Lebesgueova mira je zifejmé o-konecéna.

2. Znac¢ime B ziplnéni B" vzhledem k A". Plati B™ C By € P(R™) (bez
dikazu).

3. Lebesgueova mira je reguldrni v tomto smyslu (dukaz bude pozdéji): Ke
kaZdé E € By a pro kazdé € > 0 existuji G otevrend, F uzavrend, F C
E C G, \"(G\ F) < e. (Dukaz bude v navazujici prednésce.)



