
Konvexńı tělesa

LS 2016/17

1 Úvod, kombinatorické věty

Základńı prostor: Vd - afinńı prostor dimenze d, většinou Vd = R
d

Definice 1.1 1. K ⊂ Vd je konvexńı, jestliže pro všechna x, y ∈ K a t ∈ [0, 1]
plat́ı (1− t)x+ ty ∈ K.

2. Konvexńı obal množiny A ⊂ Vd je množina

convA :=
⋂

{B ⊂ Vd : B ⊃ A : B konvexńı}.

3. Dimenźı konvexńı množiny K ⊂ Vd rozumı́me dimenzi jej́ıho konvexńıho
obalu, tedy dimK := dim(affK).

4. Množinu conv{x0, . . . , xk}, kde x0, . . . , xk ∈ Vd jsou afinně nezávislé, nazýváme
k-simplexem.

5. Konvexńı těleso v R
d je neprázdná, konvexńı a kompaktńı množina.

Pozn.: Zřejmě K ⊂ Vd je konvexńı právě tehdy, když

(∀n ∈ N)(∀x1, . . . , xn ∈ K)(∀t1, . . . , tn ∈ [0, 1]),

n
∑

i=1

ti = 1 =⇒
n
∑

i=1

tixi ∈ K.

Lemma 1.1 Mějme systém konvexńıch množin Kα ⊂ Vd, α ∈ I. Pak

1.
⋂

α∈I Kα je rovněž konvexńı,

2. je-li indexová množina I lineárně uspořádaná a systém (Kα) rostoućı (tzn.
Kα ⊂ Kα′ kdykoliv α < α′), pak i

⋃

α∈I Kα je konvexńı.

Lemma 1.2 Pro libovolnou A ⊂ Vd plat́ı

convA =

{

k
∑

i=1

tixi : ti ≥ 0, t1 + · · ·+ tk = 1, xi ∈ A, i = 1, . . . , k, k ∈ N

}

.

Definice 1.2 Uzavřený konvexńı obal množiny A ⊂ R
d definujeme jako

convA :=
⋂

{B ⊂ R
d : B ⊃ A,B konvexńı uzavřená}.
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Pozn.:

1. Pro A ⊂ R
d plat́ı convA = convA.

2. Z uzavřenosti A neplyne uzavřenost convA.

3. Je-li A kompaktńı, pak je i convA kompaktńı.

Věta 1.3 (Caratheodory) Pro libovolnou množinu A ⊂ Vd plat́ı

convA =

{

d
∑

i=0

tixi : ti ≥ 0, t0 + · · ·+ td = 1, xi ∈ A, i = 0, . . . , d

}

.

Pozn.: Ekvivalentně lze ř́ıci, že konvexńı obal množiny A ve Vd je sjednoceńım
všech k-simplex̊u s vrcholy v A, k ≤ d.

Věta 1.4 (Radon) Necht’ množina A ⊂ Vd má aspoň d+2 prvk̊u. Pak existuj́ı
disjunktńı podmnožiny R,B ⊂ A takové, že convR ∩ convB 6= ∅.

Věta 1.5 (Helly) Bud’te K1, . . . ,Km ⊂ Vd konvexńı, m ≥ d + 1. Necht’ pro
libovolné 1 ≤ i1 < · · · < id+1 ≤ m je Ki1∩· · ·∩Kid+1

6= ∅. Pak K1∩· · ·∩Km 6= ∅.

Důsledek 1.6 Bud’ Ki : i ∈ I} systém kompaktńıch podmnožin R
d, card I ≥

d+1. Necht’ pro každou podmnožinu J ⊂ I s card J = d+1 plat́ı
⋂

j∈J Kj 6= ∅.
Pak

⋂

i∈I Ki 6= ∅.

Důsledek 1.7 Bud’te A1, . . . , Am ⊂ R
d konvexńı, k ≤ d + 1 a L lineárńı pod-

prostor Rd dimenze d−k+1. Necht’ každých k množin Ai má neprázdný pr̊unik.
Pak existuje z ∈ R

d takový, že (L+ z) ∩Ai 6= ∅, i = 1, . . . ,m.

Důsledek 1.8 (Barycentrum mı́ry) Pro každou borelovskou pravděpodobnostńı
mı́ru µ na R

d existuje y ∈ R
d takový, že pro každý uzavřený poloprostor H ⊂ R

d

je µ(H) ≥ 1
d+1 .

Důsledek 1.9 (O aproximaci) Bud’te fi, g : T → R funkce na konečné množině
T , i = 1, . . . ,m, a ε > 0. Pro x = (x1, . . . , xm) ∈ R

m označme fx := x1f1+· · ·+
xmfm. Necht’ pro libovolné t1, . . . , tm+1 ∈ T existuje x ∈ R

m tak, že |fx(ti) −
g(ti)| ≤ ε, i = 1, . . . ,m+1. Pak existuje y ∈ R

m takový, že supt∈T |fy(t)−g(t)| ≤
ε.

Důsledek 1.10 Pro libovolné k, d ∈ N existuje m ∈ N a c1, . . . , cm ∈ R
d tak,

že

‖x‖2k =

m
∑

i=1

(ci · x)
2k, x ∈ R

d.
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2 Opěrné a oddělovaćı věty

Věta 2.1 Bud’ A ⊂ R
d neprázdná, konvexńı a uzavřená. Pak ke každému bodu

y ∈ R
d existuje právě jeden bod ΠA(y) ∈ A splňuj́ıćı

‖ΠA(y)− y‖ = dist(y,A) := inf
x∈A

‖y − x‖.

Zobrazeńı y 7→ ΠA(y) se nazývá metrická projekce na A.

Definice 2.1 Jsou-li A ⊂ R
d konvexńı uzavřená, u ∈ Sd−1 jednotkový vektor

a t ∈ R takové, že A ⊂ H := {x : x · u ≤ t} a A ∩ E := {x : x · u = t} 6= ∅,
ř́ıkáme, že:

1. E je opěrná nadrovina množiny A,

2. H je opěrný poloprostor množiny A,

3. E ∩A je opěrná množina množiny A.

Věta 2.2 Bud’ A ⊂ R
d neprázdná, konvexńı uzavřená a y ∈ R

d \A. Pak nadro-
vina E procházej́ıćı bodem ΠA(y) a kolmá k y − ΠA(y) je opěrnou nadrovinou
A, a poloprostor s hranićı E a neobsahuj́ıćı bod y je opěrným poloprostorem A.

Důsledek 2.3 Každá neprázdná konvexńı uzavřená vlastńı podmnožina A ⊂
R

d je pr̊unikem všech uzavřených poloprostor̊u, které ji obsahuj́ı. Zároveň A je
pr̊unikem všech svých opěrných poloprostor̊u.

Lemma 2.4 Bud’ A ⊂ R
d neprázdná, konvexńı uzavřená. Pak

‖ΠA(y)−ΠA(x)‖ ≤ ‖y − x‖, x, y ∈ R
d.

(Jinými slovy, metrická projekce je 1-Lipschitzovská.)

Věta 2.5 (Support Theorem) Každým hraničńım bodem neprázdné konvexńı
uzavřené podmnožiny R

d procháźı opěrná nadrovina.

Věta 2.6 (Separation Theorem) Bud’te A ⊂ R
d neprázdná konvexńı uzavřená

a K ⊂ R
d neprázdná konvexńı a kompaktńı, A∩K = ∅. Pak existuje nadrovina

E ostře odděluj́ıćı A od K (tzn., že A a K jsou obsaženy v opačných otevřených
poloprostorech s hranićı E).

3 Extremálńı body

Definice 3.1 Necht’ A ⊂ R
d je convexńı a uzavřená. Bod x ∈ A je extremálńım

bodem A, jestliže x nelze vyjádřit jako netriviálńı konvexńı kombinaci bod̊u z A
(tedy jestliže x = (1− t)y + tz pro nějaké y, z ∈ A a t ∈ (0, 1), pak x = y = z).
množinu všech extremálńıch bod̊u množiny A znač́ıme extA.
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Pozn.:

1. extA 6= ∅ právě tehdy, když A neobsahuje žádnou př́ımku.

2. x ∈ extA právě tehdy, když A \ {x} je konvexńı.

3. Je-li {x} opěrnou množinou A, je x extremálńım bodem. Opačná implikace
neplat́ı.

Věta 3.1 (Krein-Milman) Pro K ⊂ R
d konvexńı a kompaktńı plat́ı

K = conv extK.

Definice 3.2 Množina P ⊂ R
d je polytop, lze-li P zapsat jako konvexńı obal

konečné množiny bod̊u. P ⊂ R
d je mnohostěn (polyhedron), lze-li P zapsat jako

pr̊unik konečně mnoha uzavřených poloprostor̊u. Extremálńı body polytopu
nebo mnohostěnu nazýváme vrcholy.

Důsledek 3.2 Pro konvexńı a kompaktńı množinu P ⊂ R
d plat́ı: P je polytop

právě tehdy, když extP je konečná.

Věta 3.3 (Weyl-Minkowski, prvńı část) Každý omezený mnohostěn v R
d

je polytop.

Definice 3.3 Bod x ∈ A uzavřené konvexńı množiny A ⊂ R
d nazveme expo-

novaným bodem A, jestliže A \ {x} je konvexńı. Množinu všech exponovaných
bod̊u množiny A znač́ıme expA.

Věta 3.4 (Straszewicz) Pro K ⊂ R
d konvexńı kompaktńı plat́ı

K = conv(expK).

4 Dualita

Definice 4.1 Pro A ⊂ R
d neprázdnou znač́ıme

Ao := {x ∈ R
d : x · y ≤ 1, y ∈ A}

duálńı (polárńı) množinu k množině A.

Pozn.:

1. Ao je konvexńı uzavřená, 0 ∈ A.

2. (Rd)o = {0}, {0}o = R
d.

3. A ⊂ B =⇒ Bo ⊂ Ao.

4. (
⋃

i Ai)
o
=

⋃

i A
o
i .
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5. (tA)o = 1
tA

o, t > 0.

6. L ⊂ R
d lineárńı podprostor =⇒ Lo = L⊥.

7. Je-li P = conv{y1, . . . , ym} polytop, je

P o = {x ∈ R
d : x · yi ≤ 1, i = 1, . . . ,m}

mnohostěn.

8. A ⊂ (Ao)o =: Aoo.

Věta 4.1 (Bipolárńı věta) Necht’ A ⊂ R
d je konvexńı uzavřená, 0 ∈ A. Pak

Aoo = A.

Pozn.: Pro A 6= ∅ plat́ı

Aoo = conv(A ∪ {0}).

Př́ıklady:

1. Pro mnohostěn A = {x : x · ui ≤ 1, i = 1, . . . ,m}, plat́ı

Ao = conv{0, u1, . . . , um},

tedy Ao je polytop.

2. B(0, ρ)o = B(0, 1
ρ ).

3.
(

[−1, 1]d
)o

= {x : |x1|+ · · ·+ |xd| ≤ 1}.

4. {x : ‖x‖p ≤ 1} a {x : ‖x‖q ≤ 1} jsou vzájemně duálńı, 1
p + 1

q = 1.

Věta 4.2 (Weyl-Minkowski, druhá část) Každý polytop je mnohostěn.

Definice 4.2 Množina C ⊂ R
d je kužel (s vrcholem v počátku), jestliže

x ∈ C, t > 0 =⇒ tx ∈ C.

Pozn.: Je-li C ⊂ R
d neprázdný kužel, pak Co je konvexńı uzavřený kužel

Co = {x : x · y ≤ 0, y ∈ C}.

Věta 4.3 Necht’ e ∈ Sd−1, H = e⊥ nadrovina, K ⊂ H konvexńı. Pak

Ko = (C(K + e)o ∩ (H − e)) + e ⊂ H,

kde C(A) znač́ı nejmenš́ı kužel obsahuj́ıćı množinu A.
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5 Opěrná funkce

Definice 5.1 Pro konvexńı těleso K ⊂ R
d definujeme jeho opěrnou funkci

předpisem
h(K, y) := sup{x · y : x ∈ K}, y ∈ R

d.

Pozn.:

1. Opěrnou fuknkci lze definovat pro libovolnou neprázdnou omezenou množinu
A ⊂ R

d; pak plat́ı h(A, ·) = h(convA, ·).

2. K ⊂ L =⇒ h(K, ·) ≤ h(L, ·).

3. h(αK + βL, ·) = αh(K, ·) + βh(L, ·), α, β ≥ 0.

Definice 5.2 Funkce f : Rd → R je sublineárńı, jestliže

i f(tx) = tf(x), t ≥ 0, x ∈ R
d (f je pozitivně homogenńı), a

ii f(x+ y) ≤ f(x) + f(y), x, y ∈ R
d (f je subaditivńı).

Lemma 5.1 Bud’ C ⊂ R
d konvexńı, f : C → R konvexńı funkce a x vnitřńı

bod K. Pak f je spojitá v x.

Lemma 5.2 Opěrná funkce je sublineárńı.

Věta 5.3 Ke každé sublineárńı funkci f : Rd → R existuje právě jedno konvexńı
těleso K ⊂ R

d takové, že h(K, ·) = f .

Definice 5.3 Pro konvexńı těleso K ⊂ R
d obsahuj́ıćı počátek definujeme jeho

radiálńı funkci předpisem

ρ(K,x) := max{λ ≥ 0 : λx ∈ K}.

Věta 5.4 Pro konvexńı těleso K ⊂ R
d obsahuj́ıćı počátek ve svém vnitřku plat́ı

h(Ko, ·) =
1

ρ(K, ·)
, h(K, ·) =

1

ρ(Ko, ·)
.

6 Prostory kompaktńıch a konvexńıch těles

Značeńı: Kd - množina všech neprázdných kompaktńıch podmnožin R
d, Cd

- množina všech neprázdných kompaktńıch konvexńıch podmnožin R
d (kon-

vexńıch těles), Bd = B(0, 1) jednotková koule v R
d, Sd−1 = ∂Bd - jednotková

sféra v R
d.

Definice 6.1 Hausdorffova vzdálenost neprázdných kompaktńıch množin A,B ∈
Kd je definována jako

dH(A,B) := max

{

sup
a∈A

dist(a,B), sup
b∈B

dist(b, A)

}

.
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Cvičeńı: dH je metrika na Kd.

Lemma 6.1 1. Pro A,B ∈ Kd plat́ı

dH(A,B) = inf{ε ≥ 0 : A ⊂ B + εBd, B ⊂ A+ εBd}.

2. Pro K,L ∈ Cd plat́ı

dH(K,L) = sup
|u|=1

|h(K,u)− h(L, u)|.

Věta 6.2 (Kd, dH) je úplný metrický prostor.

Lemma 6.3 An ց A =⇒ dH(An, A) → 0, n → ∞, An, A ∈ Kd.

Věta 6.4 Každá omezená uzavřená podmnožina (Kd, dH) je kompaktńı.

Věta 6.5 Cd je uzavřená podmnožina (Kd, dH).

Symbolem λd znač́ıme Lebesgueovu mı́ru v R
d.

Věta 6.6 Zobrazeńı K 7→ λd(K) je spojité na (Cd, dH).

Věta 6.7 Necht’ K ∈ Cd a ε > 0. Pak plat́ı:

1. Existuj́ı polytopy P,Q takové, že P ⊂ K ⊂ Q a dH(P,K) ≤ ε, dH(Q,K) ≤
ε.

2. Je-li počátek obsažen v relativńım vnitřku K, pak existuje polytop P ta-
kový, že P ⊂ K ⊂ (1 + ε)P .

7 Objem a povrch konvexńıho tělesa

Pro konvexńı těleso K ∈ Cd a jednotkový vektor u ∈ Sd−1 znač́ıme

K(u) := K ∩ {x ∈ R
d : x · u = h(K,u)}

opěrnou množinu K s nadrovinou kolmou k u.
Symbolem Pd zmač́ıme množinu všech neprázdných polytop̊u (konvexńıch

obal̊u konečných neprázdných množin). Je-li dán polytop P ∈ Pd, pak opěrné
množiny P (u), u ∈ Sd−1, nazýváme stěny P (obecné dimenze). Symbolem Fj(P )
znač́ıme množinu všech j-rozměrných stěn P , j = 0, . . . , d−1 (F0(P ) je množina
všech vrchol̊u P ). Dále znač́ıme

Σ(P ) := {u ∈ Sd−1 : P (u) ∈ Fd−1(P )}.
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Definice 7.1 Bud’ P ∈ Pd polytop. Jeho objem Vd(P ) a povrch Sd(P ) definu-
jeme indukćı následovně:

Pro d = 1 je P = [a, b], a klademe V1(P ) := b− a a S1(P ) := 2.
Pro d ≥ 2 klademe

Vd(P ) :=

{

1
d

∑

u∈Σ(P ) h(P, u)Vd−1(P (u)) pokud dimP ≥ d− 1,

0 pokud dimP ≤ d− 2,

a

Sd(P ) :=

{

∑

u∈Σ(P ) Vd−1(P (u)) pokud dimP ≥ d− 1,

0 pokud dimP ≤ d− 2.

Ṕı̌seme často krátce V (P ) = Vd(P ) a S(P ) = Sd(P ).

Lemma 7.1 Objem a povrch polytopu maj́ı tyto vlastnosti:

1. V (P ) = λd(P ),

2. V a S jsou invariantńı v̊uči všem eukleidovským pohyb̊um (translaćım a
rotaćım),

3. V (tP ) = tdV (P ), S(tP ) = td−1S(P ), t ≥ 0,

4. V (P ) = 0 právě tehdy, když dimP ≤ d− 1,

5. je-li P ⊂ Q, pak V (P ) ≤ V (Q) a S(P ) ≤ S(Q).

Definice 7.2 Pro konvexńı těleso K ∈ Cd definujeme

V+(K) := inf
P⊃K

V (P ), V−(K) := sup
P⊂K

V (P ),

S+(K) := inf
P⊃K

S(P ), S−(K) := sup
P⊂K

S(P )

(suprema a infima jsou chápána přes P ∈ Pd).

Věta 7.2 (a definice) Pro K ∈ Kd plat́ı

V+(K) = V−(K) =: V (K),

S+(K) = S−(K) =: S(K),

přitom V (K) a S(K) nazýváme objem a povrch konvexńıho tělesa K.

Lemma 7.3 Objem a povrch konvexńıho tělesa maj́ı tyto vlastnosti:

1. V (K) = λd(K),

2. V a S jsou invariantńı v̊uči všem eukleidovským pohyb̊um (translaćım a
rotaćım),

3. V (tK) = tdV (K), S(tK) = td−1S(K), t ≥ 0,
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4. V (K) = 0 právě tehdy, když dimK ≤ d− 1,

5. je-li K ⊂ L, pak V (K) ≤ V (L) a S(K) ≤ S(L).

Pro konvexńı těleso K ∈ Cd označme

v(K, ε) := V (K + εBd), ε ≥ 0.

Pozorováńı: Pro P ∈ Pd plat́ı

v(P, ε) = V (P ) +

d
∑

k=1

εk
∑

F∈Fd−k(P )

Vd−k(F )γF ,

kde γF := Vk{tu : 0 ≤ t ≤ 1, u ∈ nF } a nF := {u ∈ Sd−1 : F ⊂ P (u)},
F ∈ Fd−k(P ). Zřejmě v(·, ·) je rostoućı v obou argumentech.

Lemma 7.4 Zobrazeńı K 7→ v(K, ε) je spojité pro každé ε ≥ 0.

Lemma 7.5 Necht’ pi jsou polynomy stupně nejvýše d s nezápornými koefici-
enty a takové, že pi → f na ([0,∞), kde f je nějaká funkce. Pak f je polynom
stupně nejvýše d a všechny koeficienty pi konverguj́ı k př́ıslušným koeficient̊um
f .

Důsledek 7.6 1. Pro K ∈ Cd je

S(K) = lim
ε→0+

V (K + εBd)− V (K)

ε
.

2. Zobrazeńı K 7→ S(K) je spojité na Cd.

8 Brunn-Minkowského nerovnost a jej́ı d̊usledky

Věta 8.1 Necht’ K0,K1 ∈ Cd a λ ∈ [0, 1]. Pak

V ((1− λ)K0 + λK1)
1
d ≥ (1− λ)V (K0)

1
d + λV (K1)

1
d .

Rovnost nastává pro nějaké λ ∈ (0, 1) právě tehdy, když bud’ K0,K1 lež́ı v
paralelńıch nadrovinách, nebo když jsou homotetické (tedy tK1 = K0 + z nebo
tK0 = K1 + z pro nějaké t ≥ 0 a z ∈ R

d).

Pozn.: Nerovnost ř́ıká, že funkce λ 7→ V (Kλ)
1/d je konkávńı na [0, 1], kde

Kλ := (1− λ)K0 + λK1.

Definice 8.1 Je-li K ∈ Cd znač́ıme

S0(K) :=
K −K

2
=

{

x− y

2
: x, y ∈ K

}

středovou symetrizaci K.
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Důsledek 8.2 V (S0K) ≥ V (K).

Lemma 8.3 diamS0(K) = diamK.

Symbolem ωd := πd/2/Γ(d2 + 1) znač́ıme objem jednotkové koule v R
d.

Důsledek 8.4 (Izodiametrická nerovnost) Pro K ∈ Cd plat́ı

V (K) ≤ ωd

(

diamK

2

)d

.

Rovnost nastává právě tehdy, když K je koule.

Důsledek 8.5 (Izoperimetrická nerovnost) Pro K ∈ Cd plat́ı

S(K) ≥ dω
1
d

d V (K)
d−1

d .

Rovnost nastává právě tehdy, když K je koule.
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