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Prednaska 17.2.2025

1 Ijvod, kombinatorické véty

Nasim zékladnim prostorem bude po vétsinu ¢asu prostor R? se standardnim
skalarnim sou¢inem a normou. Nékteré pojmy a véty lze formulovat obecnéji
v afinnim prostoru Ay dimenze d; vysta¢ime zde s predstavou afinniho pod-
prostoru prostoru R” s D > d.

V prostoru Ay (¢ specidlng R?) je bod = € Ay afinni kombinaci bodi
xo, ..., Tk s koeficienty to, ..., tg, pokud to+- - -+t =1 (t; € R) ax = tozo+
-+ + tgxg. Pro podmnozinu A C Ay definujeme jeji afinni obal aff A jako
nejmensi afinni podprostor A, obsahujici A, pfitom aff A splyva s mnozinu
vSech afinnich kombinaci bodi z A.

Rekneme, ze body o, ...,z € Ag jsou afinné nezdvislé, jestlize vektory
T1 — Zg,..., Tk — To jsou linedrné nezavislé.

Definice 1.1. 1. K C Ay je konvexnd, jestlize pro vsechna z,y € K a
t €[0,1] plati (1 —t)x +ty € K.

2. Konvexni obal mnoziny A C A, je mnozina

conv A := ﬂ{B C Vg: BD A: B konvexni}.
3. Dimenzi konvexni mnoziny K C Ay rozumime dimenzi jejiho kon-
vexniho obalu, tedy dim K := dim(aff K).

4. Mnozinu conv{zy,...,z}, kde zg, ...,z € Ay jsou afinné nezavislé,
nazyvame k-simplexem.

5. Konvexnd téleso v R? je neprazdnd, konvexni a kompaktni mnozina.



Poznamka 1.1. Zrejmé K C A, je konvexni prave tehdy, kdyz
n n

(Vn € N)(Va1, ... .20 € K) (Y, ..t €[0,1]),) ti=1 = > tiz; € K.
i=1 i=1

Lemma 1.1. Méjme systém konvexnich mnozin K, C Agq, a € I. Pak
1. Nper Ko je rovnéz konveant,

2. je-li indexovd mnozina I linedrné uspordadand a systém (K,,) rostouci
tzn. K, C Ky kdykoliva < o), pak i K, je konvexni.
Y acl J

Dikaz. Plyne snadno z definice. ]
Lemma 1.2. Pro libovolnou A C Ay plati
k
conv A= {Ztil'i: t; >0+ -F+tpg=1,x, € A,i = 1,...,k,k6N}.
i=1

Diikaz. Oznaéme A mnozinu na pravé strané dokazované rovnosti. Snadno
se dokéze, ze A je konvexni, a navic obsahuje 4, tedy conv A C A.

Pro dukaz opaéné inkluze uvazujme néjakou konvexni nadmnozinu K D
A. Pak podle Pozndmky 1.1 K obsahuje i A. Plat{ tedy A C conv A. O

Definice 1.2. Uzaviens konvezni obal mnoziny A C R? definujeme jako

convA := ﬂ {BcR?: B> A, B konvexni uzaviens}.

Pozndmka 1.2. 1. Pro A C R? plati convA = conv A. (Cvicent.)

2. Z uzavienosti A neplyne uzavienost conv A. (Uvazujte sjednoceni piimky
a bodu.)

3. Je-li A kompaktni, pak je i conv A kompaktni. (Cviceni.)
Véta 1.3 (Caratheodory). Pro libovolnou mnoZinu A C Ay plati
d
conv A = {Ztm cti >0 tg 4 Ftg=1,2; € A,i:O,...,d}.
i=0

Poznamka 1.3. 1. Ekvivalentné lze fici, ze konvexni obal mnoziny A v
Ay je sjednocenim vsech k-simplext s vrcholy v A, k < d.



2. Pocet d 4 1 ¢lenu v konvexni kombinaci nelze obecné snizit (uvazujte
d-simplex).

Diikaz. Oznaéme symbolem A mnozinu na pravé strané dokazované rov-
nosti. Ziejmé plati A C conv A (viz Lemma 1.2).

Dokézeme opac¢nou inkluzi. Bud z € conv A, podle Lemmatu 1.2 lze
tedy z psat ve tvaru x = agxrg + -+ + agrp pro néjaké k € N, a; > 0,
g+ -+ ai =1, x; € A. Predpokladejme, Ze k je nejmensi piirozené &islo,
pro néz lze takové vyjadieni nalézt. Staci ukazat, ze k < d. Necht pro spor
k > d. Ziejmé a; > 0 pro vSechna i (¢leny s o; = 0 lze vynechat a snizit tak
¢islo k).

Uvazujme soustavu linedrnich rovnic
torg+ - +itgrp =0, to+- -+t =0.

Jednd se o soustavu d + 1 rovnic (po rozpisu do soufadnic) pro k + 1
proménnych. Protoze k > d, existuje netrividlni feSeni (to,...,t;). Zfejmé
min; t; < 0 < max; t;. Polozme

o o
TZ:miH{ZZti>O}:ItZO>O

% 0

Bii=a; —Tt;, i=0,...,k.
Ziejmé 0 = B, < B, 1 =0,..., k. Déle plati

k k k

Zﬁizzai—TZtiZL
=0

=0 =0
k k k
Zﬁlxz = ZOQ’:BZ' — thixi = XT.
=0 =0 =0

Tedy z lze vyjadiit jako konvexni kombinaci méné nez k + 1 prvka, coz je
spor s predpokladem minimality k a dikaz druhé inkluze je tim hotov. [

Véta 1.4 (Radon). Necht mnozina A C Ay md aspori d + 2 proki. Pak
existugi disjunktni podmnoZiny R, B C A takové, Ze conv R N conv B # ().

Poznamka 1.4. Hodnota d 4+ 2 ve vété nemuze byt snizena (uvazujte d-
simplex).



Diikaz. Staci uvazovat koneénou mnozinu A = {xg,...,zr}, k > d. Stejné
jako v dukazu Caratheodoryho véty uvazjme soustavu d+ 1 linedarnich rovnic
o k + 1 proménnych

toxo+ - +tprp =0, to+---+1 =0,
abud (to,...,t) jejl netrividln{ feseni. Oznaéme
I'={i:t; >0}, J:={j:t; <0},
R:={z;:iel}, B:={z;:jeJ}

Pak plati
t; t;
xr = - I; = 7I‘j,
il 2ierti jeJ ZjGJ t

tedy x € conv R N conv B. O



Prednaska 24.2.2025

Véta 1.5 (Helly). Bud'te Ky, ..., K, C Agq konvexni, m > d. Necht pro
libovolné 0 < iy < -+ < ig < m je K;;N---NK;, # 0. Pak KoN---NK,, # 0.

Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle m Pro m = d je tvrzeni trivialni.
Bud m > d dané a predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro m — 1. Tedy pro
kazdé 0 < i < m existuje bod p; € ﬂj#i K;. Pokud p; = pj; pro né&jaké
dva ruzné indexy i, k, pak bod p; = py lezi v ﬂ;"zo K a jsme hotovi. Necht
tedy naopak vsechny body p; jsou ruzné. Pak podle Radonovy véty existuje
rozklad {0,...,m} = I U J na disjunktni mnoziny I, J tak, ze conv{p; : i €
I}Nconv{p; : j € J} # 0. Bud p bod tohoto priniku. Protoze p; € (;c; K
pro viechna i € I a mnoziny K; (a tedy i jejich prunik) jsou konvexni, také
p € (;es K;. Analogickou tvahou zjistime, ze také p € (;; K, a tedy
p € NiZo K O

Dusledek 1.6. Bud {K; : i € I} systém kompaktnich konvexnich podmnozin
R®. Necht pro vsechny io, ..., iq € I plati K;yN---NK;, # 0. Pak (\;o; Ki #
0.

Diikaz. Podle Hellyho véty je (,cp K # 0 pro kazdou koneénou mnozinu
F C I. Neprazdnost pruniku vSech K; je pak pifimym dusledkem kompakt-
nosti: Vskutku, kdyby (,c; K; = 0, pak pro libovolné iy € I je

K, C | R\ K3)
i€l

oteviené pokryti, tedy existuje konecna F' C I takova, ze K;, C [J;c F(]Rd\
K;). Pak ale K;y N(,cp Ki =0, coz je spor. O

Disledek 1.7. Bud'te Ay, ..., A, C R? konvezni, k < d+ 1 a L linedrni
podprostor R® dimenze d — k + 1. Necht kazdijch k mnozin A; md neprdzdniy
prinik. Pak existuje z € R? takovy, e (L +2)NA; #0,i=0,...,m.

Diikaz. Predné si uvédomme, ze (L + z) N A; # () prave tehdy, kdyz
zeAi®L:={a+b:acA;,beL}
Staci tedy dokdzat, ze ();~,(A; ® L) # 0. Déle vyuzijeme rovnosti

ﬁ(Ai ©L)= ﬁ([xi ©L)= <ﬁ [11-> oL,
=0

=0 =0



kde A; je kolmd projekce mnoziny A; do podprostoru Lt kolmého k L.
Nyni pouzijeme Hellyho vétu v afinnim prostoru L' dimenze k — 1. Protoze
podle pfedpokladu ma kazdych k& mnozin z Ao, ..., A neprazdny prunik,
jeiAgn---NA, #0. O

Dausledek 1.8 (Barycentrum miry). Pro kaZdou borelovskou pravdépodob-
nostni miru p na R ezistuje y € R? takovy, Ze pro kazdyj uzavieny polo-
prostor H C R? je pu(H) > ﬁ.

Poznamka 1.5. Konstantu ﬁ nelze zlep§it: uvazujte yu = ﬁémo + -4

ﬁdwd pro afinné nezavislé body zo, ..., zq € R%

Dukaz. Oznacme

1
S = {H c R uzavi. poloprostor, u(R%\ H) < d+1} .

Pro libovolné Hy, ..., H; € S plati (ze subaditivity miry) M(U?:o (RN H;)) <
1, tedy ﬂg:o H; # (). Podle Hellyho véty m4 tedy kazdy konecény neprazdny
podsystém Sy C S neprazdny prunik. Ukdzeme, ze i (S # 0.

Ziejmé existuje koneéné mnoho uzavienych podprostoru Hy, ..., H,, ta-
kovych, Ze jejich prunik je omezend mnozina. Zvétsime-li H; posunem hrani¢ni
nadroviny, najdeme podprostor H, D H;, H! € S, pfitom prunik B :=
H{nN---N H,, zustane omezeny, a tedy i kompaktni. Pak {BNH : H € S}
je systém kompaktnich konvexnich mnozin, v némz m4é kazdy koneény pod-
systém neprézdny prunik. Tedy i (yes(BNH) = \yes H # 0.

Vyberme bod y € (g H. Je-li G otevieny poloprostor obsahujici y,
pak RY\ G ¢ S, a tedy u(G) > (%i—l' Je-li nyni H libovolny uzavieny po-
loprostor obsahujici bod y, pak existuji oteviené poloprostory G; \, H,
y € G;. Protoze u(G;) > d_lﬂ pro kazdé i, také u(F) > ﬁ ze spojitosti
miry. O

Véta 1.9. Pro kazdou neprdzdnou kompaktni mnozinu A C R? plat{

conv A = {/wdu(w) . borel. pravdép. mira, u(A) = 1} .

Diikaz. (a) Je-li p konetnd kombinace Dirakovych meér, u = a1y, + -+ +
apdy, (nutné o + .-+ o = 1), pak

/xdu(az) =oa1x1 + -+ aprp € conv A.



Je tedy conv A C A, kde A je mnozina na pravé strané dokazované identity.

(b) K libovolné borelovské pravdépodobnostni mife 1 na A najdeme po-
sloupnost p,, koneénych kombinaci Diracovych mér takovou, ze [ @ dup(x) —
[ xdu(x), n — oo. Tim bude dokdzéna druhd inkluze, protoze conv A je
uzaviens. Nechf Cjy je kvadr obsahujici A a pro n € N zvolme rozklad
C=0Ch1U---UCy, takovy, ze diam (), ; < %, j=1,...,k,. Zvolme body
Pn,j € Cpnj; a polozme

,U/?’L = M(Cn,l)épn,l + T + M(Cnykn)épn,kn °

Pak plati
kn
H [eduate) ~ [wan)| < 32 uCastpns -~ [zt
j=1 Cn,j
kn
=\ ng ) duta)
]:1 n,j
k
1 & 1
< _ =
< 2 n(Cay) =,
7j=1
¢imz je dukaz ukoncen. O



Prednaska 3.3.2025

Dusledek 1.10 (Caratheodoryho véty). Pro libovolné k,d € N ezistuje
meN ac,...,cmeR? tak, e

m

2% = 3 (ei- o), xR
=0

Diikaz. Oznacme Hoyy, 4 vektorovy prostor vSech homogennich polynomiu stupné
2k v d realnych proménnych (z1,...,zq). Prvek h € Hyy 4 je tvaru
h(z) = h(xy,...,2q) = Z iy iy T .IL‘Zd.
i1+ tig=2k

Hyy, 4 je vektorovy prostor dimenze (d+§llz*1) (pocet (2k)-prvkovych kombi-
nacf s opakovanim z d prvki). Pro libovolny ¢ € 471 := {y € R?: ||y|| = 1}
oznacme h(z) := (c,z)?*; ziejmé h, € Hosp 4. Déle bud K := {h. : c €
S4-1} (uzaviend podmnozina Hoy, 4), 4 rotacné invariantn{ pravdépodobnostnf
mira na S ! a

h = /hc du(c) € conv K.
Protoze h je rotacné invariantni polynom stupné 2k, musi byt tvaru

k
(z) = Al
s . . _ (d+2k—1

pro néjaké v > 0. Podle Caratheodoryho véty pak je pro m = ( 2 ) +1

h =aghey + -+ + anhe,,

pro vhodné a; > 0, ag+ -4+ =1lac € Si=1 Je tedy
m
Yl = aifes, x),
i=0

coz je ekvivalentni dokazovanému vztahu.

2 Opérné a oddélovaci véty

Véta 2.1. Bud A C RY neprdzdnd, konvezni a uzaviend. Pak ke kazdému
bodu y € R? existuje prdvé jeden bod Tl A(y) € A spliugjici

ITLa(y) — yl| = dist(y, A) := ;gg ly — x|



Zobrazeni y — I14(y) se nazyva metrickd projekce na A.

Dikaz. Je-li y € A, pak samoziejmé Il4(y) = y. Necht y € A a zvolme
pevné néjaké R > dist(y, A). . Protoze zobrazeni x — ||y — x| je spojité,
nabyvé svého minima na kompaktni mnoziné AN B(y, R). Ukazeme, ze bod
minima je jediny.

Necht pro spor existuji dva body x1 # w2 z mnoziny A takové, ze ||z —

yll = |lz2 — yl| = dist(y, A). Bod x := ©$22 lezf také v konvexni mnoziné
A, pritom ale ||z — y|| < [lz1 — y|| = dist(y, A) (vyska v rovnoramenném
trojuhelniku je kratsi nez odvésny), coz je spor. O

Definice 2.1. Jsou-li A C R konvexni uzaviend a H uzavieny poloprostor
R? s hraniéni nadrovinou F := 0H takové, ze A C H a AN E # (), fikdme,
ze:

1. E je opérnd nadrovina mnoziny A,

2. H je opérny poloprostor mnoziny A,

3. EN A je opérnd mnoZina mnoziny A.
Poznamka 2.1. Opérnd mnozZina je zifejmé konvexni mnozZina dimenze
mensi nez d.

Véta 2.2. Bud A C R? neprdzdnd, konvexni uzaviend a y € R? \ A. Pak
nadrovina E prochdzejici bodem Il4(y) a kolmd k y — Il4(y) je opérnou
nadrovinou A, a poloprostor s hranici E a neobsahujici bod y je opérnym
poloprostorem A.

Dikaz. Ziejmé a :=4(y) € ANE # (), staci tedy ukdzat, ze A C H. Necht
pro spor existuje bod x € A\ H. Pak tihel Z(yaz) < §. Pokud Z(yza) > 7,
polozme z := z, v opa¢ném piipadé zvolme za z kolmou projekci bodu y na
polopiimku {a+tx : t > 0}. Vzhledem ke konvexité je z € A. V trojuhelniku
s vrcholy v, a, z je pak v obou piipadech sin Z(yaz) < sin Z(yza), tedy |y —
z|| < ||y — al| podle sinové véty. To je ale spor s vlastnosti a = II4(y). O

Dusledek 2.3. KaZdd neprdzdnd konvexni uzaviend vlastni podmmoZina
A C R? je primikem viech uzaviengjch poloprostori, které ji obsahuji. Zdroveri
A je pruntkem vsech svijch opérngjch poloprostori.

Lemma 2.4. Bud A C R? neprdzdnd, konvexni uzaviend. Pak
Ma(y) = Ma@)| < [ly — ]|, ,y eR™

(Jingmi slovy, metrickd projekce je 1-Lipschitzovskd.)



Diikaz. Ozna¢me a := Il4(x) a b := II4(y). Je-li a = b, nerovnost ziejmeé
plati. Nechf tedy a # b a ozna¢me ¢ kolmou projekci z R? na pifmku
prochdzejici body a,b. Bod z ani y nemtize lezet ve “vrstvé” S := ¢~ 1((a,b))
(kdyby napiiklad x € S, pak by bod ¢(x) € (a,b) C A lezel blize od z
nez a = I4(z), coz by byl spor). Usecka [z, y] tedy protind obé rovnobézné
nadroviny ¢~ (a) a ¢~1(b) lezici ve vzdalenosti ||b—al|, tedy nutné ||z —y|| >
16— all. O

Véta 2.5 (Support Theorem). KaZdym hranicnim bodem neprazdné kon-
vexnd uzaviené podmnoziny R% prochdzi opérnd nadrovina.

Diikaz. Zvolme a € OA a posloupnost bodii z; € R%\ A, x; — a. Oznac¢me
ay := I 4(xy), k € N. Podle ptedchoziho lemmatu je

la — axll = M) — Ta(@)]| < lax —all =0, & — oc.

Polozme y; := ap + % Z Vety 2.2 plyne, ze 4 (yx) = Ha(xg) = ag
(nadrovina prochazejici bodem ay, a kolmé k [z, ag] je opérnd). Posloupnost
(yx) je zFejmé omezend, tedy méa konvergentni podposloupnost yi, — y.
Déle plati dist(y, A) = limydist(y,,,A) = 1, tedy y ¢ A. Ze spojitosti
metrické projekce plyne a,, = Ia(yn,) — Ila(y), zéroven ale a,, — a,
tedy a = II4(y). Pak oviem bodem a prochdzi opérnd madrovina podle
Véty 2.2. O

10
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Véta 2.6 (Separation Theorem). Bud'te A C R? neprdzdnd konverni uzaviend
a K C R% neprdzdnd konvexni a kompaktni, ANK = 0. Pak ezistuje nadro-
vina E ostre oddélujici A od K (tzn., Ze A a K jsou obsaZeny v opaénijch
otevrenych poloprostorech s hranici E ).

Diikaz. Mnozina A — K :={a—0b: a € A, b € K} je neprazdnd, konvexni
a uzavienad a neobsahuje pocatek. Podle Véty 2.2 tedy existuje nadrovina
E ostie oddélujici A — K od 0. Necht F = {z : (z,u) = a} pro n&jaky
jednotkovy vektor u a a > 0, tedy pro vSechna a € A a b € K plati (a —
b,u) > «a. Protoze K je kompaktni, existuje

B := (bo, u) = max(b, u).
Pak pro v8echna a € A je
(a,u) > o+ (bp,u) = o + .

Napiiklad nadrovina {z : (z,u) = § + 3} tedy ostfe oddélue mnoziny A a
K. O

Definice 2.2. Mnozina P C R? je polytop, lze-li P zapsat jako konvexn{
obal koneéné mnoziny bodu. Je-li P = conv F', F konetn4, fekneme, ze bod
v € F je vrcholem P, jestlize v ¢ conv(F' \ {v}). Kazdou opérnou mnozinu
polytopu P nazveme sténou P.

Poznamka 2.2. Lze snadno ukézat, Zze definice vrcholu polytopu nezavisi
na volbé generujici kone¢né mnoziny. Déle je vidét, ze stény dimenze 0 jsou
tvoreny pravé vrcholy polytopu.

Lemma 2.7. Necht je ddn polytop P = convV s (konecnou) mnoZinou
vrcholii V- a necht F je sténa P. Pak F = conv(VNF).

Dikaz. Necht P C {x: (z,u) <a}aF =Pn{x: (z,u) = a} pro vhodné
u € 8% 1 a a € R. Inkluze conv(V N F) C F je ziejmé. Necht je dan bod
xr € F. Protoze x € P, muzeme psit x = ) i, a(v)v € P s koeficienty
a(v) >0, >, ey a(v) =1. Jelikoz x € F, plati

a=(zu) =Y a@)wu) = Y a@@u+ Y a)vu).

veV veVNE veEV\F

Protoze (v,u) < a kdykoliv v ¢ F', musi byt ptislusné kouficienty a(v) = 0,
atedy =) ynpa(v)veP. O

11



Definice 2.3. P C R? je mnohostén (polyhedron), lze-li P zapsat jako
prunik kone¢éné mnoha uzavienych poloprostoru.

Véta 2.8. Kazdy polytop je omezeny polyhedron.

Diikaz. Bud P = convV polytop s mnozinou vrcholit V. Predpoklddejme
nejprve, ze dim P = d, tedy P m4a vnitini bod y. Podle predchoziho Lem-
matu 2.7 ma P kone¢ény pocet stén Fi,...,F;. K témto sténam existuji
opérné polorostory Hy, ..., Hy takové, ze F; C OH;, i = 1,..., k. Uvazujme
polyhedron M := H; N ---N Hy. Ziejmé plati P C M. Ukazeme, ze také
M C P. Necht pro spor existuje bod x € M\ P. Usecka [xy] musi protnout
hranici P v néjakém bodé z. Podle Véty 2.2 prochézi bodem z opérna
nadrovina polytopu P, a tedy z lezi v néjaké sténé F;. Prislusny opérny
poloprostor H; pak nutné obsahuje bod y a nemuze tedy obsahovat bod =,
tedy x € H; D M, coz je spor.

Je-li dim P < d, vyjadiime nejprve afinni obal A := aff P jako prunik
kone¢né mnoha uzavienych poloprostora Q1 N... Q. Dale podle prvni ¢asti
dukazu vime, ze P = H{ N--- N Hj, pro uzaviené poloprostory Hy,..., H),
v A. Pak H; := H! ® A+ (At je kolmy podprostor k A) jsou uzaviené
poloprostory R a plati P= Q1 N...Qm N HyN---N Hy,. O

12
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3 Extremalni body

Definice 3.1. Nech{ A C R? je konvexni a uzaviend. Bod = € A je ea-
tremdlnim bodem A, jestlize x nelze vyjadrit jako netrividlni konvexni kom-
binaci bodu z A (tedy jestlize x = (1 — t)y + tz pro néjaké y,z € A a
t € (0,1), pak x = y = z). Mnozinu vSech extremélnich bodu mnoziny A
znacime ext A.

Pozn.:

1. x € ext A préave tehdy, kdyz A\ {z} je konvexni.
2. Extremadlnimi body polytopu jsou pravé vSechny jeho vrcholy.
3. ext A # () pravé tehdy, kdyz A neobsahuje Zaddnou piimku.

4. Je-li {x} opérnou mnozinou A, je x extremalnim bodem. Opaé¢n4 im-
plikace neplati.

Véta 3.1 (Krein-Milman). Necht K C R? je konverni a kompakini a A C
K. Pak
K=convA < ADextK.

Specidlné plati K = conv(ext K).

Diikaz. A. Necht K = conv A a z € ext K. Pokud by z nelezel v A, pak
A C K\ {z}, tedy conv A C K \ {z}, coz by byl spor, tedy nutné z € A.
B. Pro opaé¢nou inkluzi staci ukézat, ze K = conv(ext K). Dukaz pro-
vedeme indukci podle dimenze prostoru d. Je-li d = 1, pak K = [a,b]
a ext K = {a,b}, rovnost tedy ziejmé plati. V indukénim kroku budeme
predpokladat, ze rovnost plati ve vsech dimenzich mensich nez d, a méjme
konvexnf kompaktni mnozinu K ¢ R? a bod z € K. Bud g libovolné pifmka
prochdzejici bodem z. Ozna¢me g N K =: [y, 2] (jedna se o kompaktni kon-
vexni podmnozinu piimky, tedy interval). Body y, z zfejmé lezi na hranici
K, tedy podle Support Theorem jimi prochézeji néjaké opérné nadroviny
E,, E., a budte K, :== KN E,, K, := KN E, piislusné opérné mnoziny.
Jednd se mnoziny dimenze mensi nez d, tedy podle indukéniho predpokladu
je K, = conv(ext Ky) a K, = conv(ext K). Déle plati ext K, C ext K a
ext K, C ext K (skutecné, je-li napi. p € ext Ky, p = (1 — a)g + aw pro
¢w € K aae(0,1), pak nutné ¢g,w € E,, a tedy ¢ = w). Dostdvame tedy

x € [y, 2] C conv(conv(ext K,) U conv(ext K,)) C conv(ext K).
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Disledek 3.2. Pro konvexni a kompaktni mnozinu P C R? plati: P je
polytop prdvé tehdy, kdyz ext P je koneénd.

Véta 3.3 (Weyl-Minkowski, druhd ¢ast). KaZdij omezengj mnohostén v R?
je polytop.

Diikaz. Bud P = ﬂle H; omezeny mnohostén. Ukazeme, Ze mnozina ext P
je konecéna. Bud z € ext P. Polozme

o FE; := 0H; pokud z € Ej,
" lint H; pokud = ¢ E;,

aD = ﬂle A;. Ztejmé x € D C P a mnozina D je konvexni a relativné
oteviend (tzn. oteviend v aff D), tedy dim D = 0 (jinak by nemohla obsaho-
vat extremdlni bod), tudiz D = {z}. Protoze podle konstrukce existuje jen
koneéné mnoho takovychto mnozin D, musi byt mnozina ext P kone¢na. [J

Definice 3.2. Bod z € A uzaviené konvexni mnoziny A C R?% nazveme
exponovanym bodem A, jestlize {x} je opérnd mnozina A. Mnozinu vsech
exponovanych bodu mnoziny A znac¢ime exp A.

Poznamka 3.1. Ziejmé exp A C ext A. Obrécend inkluze obecné neplati,
napt. 0 € ext A\ exp A pro A = [0, 1] U B((0, %), %)
Véta 3.4 (Straszewicz). Pro K C R? konvexni kompaktni plati

K = conv(exp K).

Dukaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze K ma alespon dva body.
Z kompaktnosti K snadno plyne, ze ke kazdému bodu z € R? existuje bod
Yz € K takovy, ze

s =l = maye [y — .

Nadrovina FE, prochéazejici bodem y, a kolma k y, — x je zfejmé opérnou
nadrovinou K a plati KNE, = {y,} (jinak by bod y, nebyl nejvzdélenéjsi od
z v K), tedy y, € exp K. Oznatme K = convi{y, : = € R}, K je konvexni
kompaktni podmnozinou K. Ukazeme, ze K=K (z tehoz samoziejmé plyne
tvrzeni).

Necht pro spor existuje bod x € K \ K. Pak nadrovina E’ prochézejici
bodem z' := Il (x) a kolmd k 2’ — x je opérnou nadrovinou K.Bud R :=
diam K. Zvolme t > 0 tak velké, aby

t+ ||z —2'|| > Vt? + R2
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Pak pro bod
, -
z:=x + tli
" — ||
plati
Iz =[] > max |z — yl|,
yeK

tedy i ||z — || > ||z — .||, coZ je ve sporu s definici y, € K.
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Prednaska 24.3.2025

Priklad 3.1 (Problém diet). Jednd se o problém linearniho programovani,
ktery je obecné tvaru

min{(z,u) : x € P}, P mnohostén.

Uvazujeme n slozek potravy s cenami vi,...,7, za jednotku, a m zivin,
pfitom j-ta slozka potravy obsahuje mnozstvi o;; i-té Ziviny na jednotku.
Ukolem je sestavit nejlevnéjsi dietu obsahujici slozky v mnozstvi &1,...,&,
tak, aby obsahovala celkové mnozstvi 3; i-té ziviny. Mnohostén P je tedy
uréen podminkami

anér+ -t améh =06, i=1,...,m,
§]207 j:17"'7n7

a minimalizovanou funkci je funkce ceny
n

&) =D&
j=1

Ziejmé dim P > n — m. ReSeni £ mUzeme najit mezi extremalnimi body
(¢ € ext P) amusi byt urc¢eno alespon n rovnicemi odpovidajicimi hrani¢nim
nadrovindm mnohosténu P, tedy aspon n —m soufadnic §; musi byt rovno
nule.

4 Dualita
Definice 4.1. Pro A ¢ R? neprézdnou znaéime
A% :={zeR?: (z,y) <1,y e A}
duélni (poldrni) mnozinu k mnoziné A.
Pozn.:
1. A° je konvexni uzaviena, 0 € A.
2. (RY)° = {0}, {0}° =R%

3. ACB = B°C A°.
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4. (Uz Ai>o = ﬂz A?-
5. (tA)°=14°t>0.
6. L C R linedrni podprostor = L° = L.
7. Je-li P = conv{yi,...,ym} polytop, je
Po={zecR?: (z,y)<1,i=1,...,m}
mnohostén.
8. A C (A°)° =: A%.

Véta 4.1 (Bipolarni véta). Necht A C R je konvexni uzaviend, 0 € A.
Pak
A% = A.

Diikaz. Vime, ze A C A°. DokéZeme obricenou inkluzi. Necht pro spor
neplati a existuje bod y € A%\ A. Pak existuje nadrovina F := {z : (z,u) =
a} ostte oddélujici y od A, tedy napf. (y,u) > aa (x,u) < o, x € A. Protoze
0 € A, musi byt a > 0. Polozme v := éu Pak pro vSechny body x € A plati
(x,v) < 1, tedy v € A°. Déle je (y,v) = é(y, u) > 1, tedy y & A%, coz je
Spor. ]

Cviéeni 4.1. Pro A # () plati
A% =conv(AU{0}).
Priklad 4.1. 1. Pro mnohostén A ={x: x-u; <1,71=1,...,m}, plati
A% = conv{0,uq,...,un},
tedy A° je polytop.
2. B(0,p)° = B(0, 7).
3. (1,19 ={z: |z} +-- + [z¢ < 1}.

4. {z: ||z|p <1} a{z: |z[y < 1} jsou vzdjemné dudlni, %+% = 1. Zde

1
|2llp = (Jz1[P + - + |za?) 7.

Definice 4.2. Mnozina C C R? je kuZel (s vrcholem v pocatku), jestlize
tC = C,t > 0. Symbolem C(A) zna¢ime nejmensi kuzel obsahujici neprazdnou
mnozinu A C R%
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Poznamka 4.1. Je-li C C R? neprazdny kuzel, pak C° je konvexni uzavieny
kuzel
CoO={z:2-y<0,yeC}.

Véta 4.2. Necht e € S% 1, H = et nadrovina, K C H neprdzdnd. Pak
K°NH=(C(K+e)’N(H—-e))+eCH.
Diikaz. Dudlni mnozina ke kuzelu C'(A) generovanému mnozinou A mé tvar
CA)°’ ={y: (y,a) <1l,acC(A)} ={y: (y,a) <0,a € A}
V naSem ptipadé tedy dostaneme
CK+e)’={y: (yyz+e) <0,xc K},
C(K+e)’N(H—-e)={y: (y,x+e) <0, z€K, (y,e) =—1}
={y: (ye) = -1, (y2) <1,z € K}.
Protoze K C H, je (xz,e) = 0 pro viechny x € K, a tedy

(C(K+e)’N(H—-¢€)+e={z:(z,e) =0, (2,2) <1,z € K}
=K°NH.
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