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Dirichletova forma na prostoru RΛ, kde Λ je nejaka konecna analogie d−rozmerne
mrize Zd, d = 2,3 - napriklad torus - je definovana jako kvadraticka forma nasleduji-
ciho typu, kde sumace je pres vsechny nejblizsi sousedy {i, j} na dane mrizi Λ

HD(x) = ∑
{i,j}

(xi − xj)2

Tato forma, a pripadna jeji zobecneni s vhodne volenymi positivne semidefinit-
nimi koeficienty aij je diskretni analogii integralu z kvadratu gradientu, coz je jeden
ze zakladnich objektu tradicni teorie potencialu a harmonickych funkci. Formulace
problemu na mrizi zde umoznuje maximalne zjednodusit, v teto diskretni situaci,
technicke otazky predmetu ”Pravdepodobnost a potencial” coz je zkoumani harmon-
ickych funkci metodou ”drahovych integralu” tedy “integraci pres Brownuv pohyb”
resp. - ve zde uvazovanem zjednoduseni - sumaci pres nahodne prochazky.

Takovato kvadraticka forma je i startovacim objektem kvantove teorie pole. Mo-
tivaci budiz i argument, ze ”nic jednodussiho/zakladnejsiho na nekonecne mrizi Zd

vlastne ani nevymyslite”.Jde pak ale presto (zvlaste kdyz tento objekt zacneme per-
turbovat :) o dostatecne slozity objekt matematicke a teoreticke fyziky Nektere vlast-
nosti tohoto objektu jsou vsak elementarni a dulezite a o nich bude tato prednaska.
Jako prvotni motivaci muzeme vzit zakladni ideu teorie potencialu: zkoumat chovani
harmonicke funkce v oblasti Ω ⊂ Rd pri zadanych okrajovych podminkach na ∂Ω.

My to zde zobecnime -v diskretnim priblizeni- na nasledujici situaci: Misto ”hard”
okrajove podminky na okraji ∂Ω mnoziny Ω zvolime ”soft” podminku definovanou
nejakou zadanou konfiguraci y ∈ RΛ (tedy na cele nasi mrizi Λ, nejen vne nejake
zadane podmnoziny mrize !) a ”pripevnime” konfiguraci x k teto ”soft” okrajove
podmince y pomoci vhodneho pomocneho kvadratickeho vyrazu ∑αi(xi−yi)2. Nase
zakladni uloha ted zni: Zkoumejme minimum kvadraticko linearniho vyrazu

Hy(x) =HD(x) +∑
i∈Λ

αi(xi − yi)2

charakterizujme vlastnosti minimalizujici konfigurace x̄ a najdeme efektivni vzorec
pro hodnotu Hy(x̄) =minxHy(x). Pro ”tvrde” okrajove podminky typu αi = ∞, i ∈M
na predepsane podmnozine M ⊂ Λ a αi = 0, i ∈ Λ∖M pak nami odvozene vzorce davaji
tradicni, efektivni ”energeticky” pristup ke zkoumani otazek, jako je pravdepodobnost
navratu nahodne prochazky na mrizi apod.
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Pro konstantni αi, a to je nase (mozna i nova?) myslenka pak vyjde x̄ jako
konvoluce konfigurace y s Yukawovym (resp. Coulombovym pro αi ≡ 0 pozn. tato
oznaceni maji smysl v dimenzi d = 3) potencialem cili dostavame tim i efektivni
metodu z h l a z o v a n i konfigurace y pomoci minimalizace kvadraticko linearni
formy Hy(x). Poznamka. Tohle by mohlo mit zajimave interpretace a aplikace napr.
i v teorii image processing.

Studujeme tedy kvadraticko linearni formu s "mekkou" okrajovou podminkou y

Hy(x) =HD(x) +∑
i∈Λ

αi(xi − yi)2

a budeme minimalizovat tuto formu metodou "doplneni na ctverec". Provedenim
vcelku primocarych algebraickych uprav s prislusnymi“Laplaceovymi” maticemi dostaneme
nakonec elegantni vyjadreni minima Hy(x̄) = minxH(x) takoveto kvadraticko lin-
earni formy pomoci "drahoveho" integralu tedy sumy elegantniho, noveho typu

Hy(x̄) =min
x

Hy(x) = ∑
P

wP (yb − ye)2

kde sumace je pres vsechny cesty P (rikame jim “orbity”) na dane mrizi, b = b(P ) resp.
e = e(P ) je zacatek resp. konec prislusne cesty a wP je "vaha" (v klasickem pripade
“tvrdych” okrajovych podmninek je to soucin "prechodovych pravdepodobnosti")
prislusne cesty P. Takovato explicitni vyjadreni pro minimalizujici konfigurace x̄ a
pro Hy(x̄) jsou velmi uzitecna v aplikacich.

Priklad: Ve statisticke fyzice se zkoumaji systemy Isingova typu se “spojitym
spinem” s jednospinovym potencialem U typu ”double well”. Pokud vezmeme spe-
cialni, ”polygaussovskou” formu takoveho potencialu U typu ”multiple well”

exp(−U(s)) = ∑
k∈K

exp(−Uk(s)) s ∈ R

kde na prave strane jsou gaussovske funkce, dostavame efektivni metodu studia fa-
zovych prechodu systemu se spojitym spinem a takovymto ”potencialem” U(pozn.
zde omluva za toto dvoji, zcela odlisne lec v obou pripadech v literature velmi tradicni
pouziti slova potencial :). Roznasobenim zavorek ve vzorci pro particni sumu totiz
prevedeme, pomoci formuli pro vypocet gaussovskych integralu zkoumani daneho
modelu do situace, kde se pracuje s diskretnim prostorem spinu K
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