
Sada 1

1. Vyřešte následuj́ıćı rovnice

(a) |x|+ |x+ 1| = 3

(b) 3x+1 = 9 · 3x − 18

(c) log(x2 + 1) = 2 log(3− x)

(d) sin 2x = cosx

(e) |1− x|+ 2 |x+ 2| = 3(x+ 1)

(f) 24−x = 10− 2x

(g) 2 log2(x−1) = log2(3x−7)+1

(h) 1− |sinx| = cos2 x

(i) ||x| − |x− 5|| = 3

(j) 32x+1 − 9 = 6 · 3x

(k) |log x|+ |log(ex)| = 3

(l) 2 sinx+ cosx = 1

2. Vyřešte následuj́ıćı nerovnice

(a)
x− 1

2x− 6
≥ 1

(b) log1/4(x2 − x− 5) ≤ 0

(c) |x+ 2|+ |x+ 3| < 4x− 2

(d)
x+ 2

x+ 3
>

2x+ 3

x+ 6

(e)

(
1

3

)x3

>
1

9

(f) |x− 1| − |x+ 1| < |x|+ 3

(g) |tanx| < 1

(h)
∣∣sin(4e2x)

∣∣+
∣∣log(log x+ x86)

∣∣ < 0

3. Načtrtněte grafy následuj́ıćıch funkćı

(a) f(x) = |4 sin(3x+ 3π)− 2|+ 3

(b) g(x) =
∣∣−2 · 32x+5 + 6

∣∣
4. Řešte v závislosti na parametru α ∈ R

(a) −1 < αex ≤ 0

(b) |cosx| > α

(c) αx2 + 2αx = x+ 2

(d) |x+ 3|+ |x− 1| = αx− 2

5. Vyjádřete sin 4x a cos 4x pomoćı funkćı sinx a cosx (a jejich mocnin).

6. Dokažte

(a) vzorec pro řešeńı kvadratické rovnice,

(b) |x+ y| ≤ |x|+ |y|, kde x, y ∈ R,

(c) rovnost (
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
,

kde 0 < k < n jsou přirozená.
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Sada 1 - výsledky

1. Rovnice

(a) x ∈ {−2, 1}
(b) x = 1

(c) x = 4
3

(d) x ∈ {π2 + kπ, π6 + 2kπ, 5π6 +
2kπ; k ∈ Z}

(e) x ∈ [1,∞]

(f) x ∈ {1, 3}
(g) x ∈ {3, 5}
(h) x ∈ {kπ2 ; k ∈ Z}
(i) x ∈ {1, 4}

(j) x = 1

(k) x ∈ {e, e−2}

(l) x ∈ {π − arcsin 4
5 + 2kπ,

2kπ; k ∈ Z}

2. Nerovnice

(a) x ∈ (3, 5]

(b) x ∈ (−∞,−2] ∪ [3,∞)

(c) x ∈ (7/2,∞)

(d) x ∈
(
−1−

√
13

2 ,
√
13−1
2

)
(e) x ∈ (−∞, 3

√
2)

(f) x ∈ R
(g) x ∈

⋃
k∈Z(−π/4 + kπ, π/4 + kπ)

(h) nemá řešeńı

3. Grafy

(a) -6 -4 -2 2 4 6

2

4

6

8

10

(b) -5 -4 -3 -2 -1 1

2

4

6

8

10

4. Parametry

(a) Pro α > 0 nemá řešeńı, pro α = 0 je řešeńı x ∈ R, pro α < 0 je řešeńı x ∈ (−∞,− log(−α))

(b) Pro α < 0 je řešeńı x ∈ R, pro α ∈ [0, 1) je řešeńı
⋃
k∈Z(− arccosα+ kπ, arccosα+ kπ), pro α ≥ 1 nemá

řešeńı

(c) Pro libovolné α ∈ R má řešeńı x = −2, pro α 6= 0 má nav́ıc řešeńı x = 1/α

(d) Rovnici splňuj́ı následuj́ıćı dvojice :

i. α ≤ −2, x = 6
α

ii. α = −2, x ≤ −3

iii. α ∈ (2, 6], x = 4
α−2

iv. α ≥ 6, x = 6
α

5. sin 4x = 4 sinx cos3 x− 4 sin3 x cosx
cos 4x = cos4 x− 6 sin2 x cos2 x+ sin4 x
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Sada 1 - řešeńı

1. Rovnice

(a) |x|+ |x+ 1| = 3

Nulový bod pro prvńı absolutńı hodnotu je x = 0, pro druhou x = −1, rovnici budeme tedy řešit po-
stupně na intervalech (−∞,−1], [−1, 0] a [0,∞). Znaménka výraz̊u na těchto intervalech jsou:

(−∞,−1] [−1, 0] [0,∞)
x - - +

x+1 - + +

• x ∈ (−∞,−1]:
Na tomto intervalu plat́ı |x| = −x a |x+ 1| = −(x+ 1). Vyřeš́ıme rovnici:

|x|+ |x+ 1| = 3

−x− (x+ 1) = 3

−2x− 1 = 3

x = −2

Hodnota −2 lež́ı v intervalu (−∞,−1], a tedy x = −2 je řešeńı rovnice.

• x ∈ [−1, 0]:
Na tomto intervalu plat́ı |x| = −x a |x+ 1| = x+ 1. Vyřeš́ıme rovnici:

|x|+ |x+ 1| = 3

−x+ x+ 1 = 3

1 = 3

Rovnice tedy na tomto intervalu nemá řešeńı.

• x ∈ [0,∞):
Na tomto intervalu plat́ı |x| = x a |x+ 1| = x+ 1. Vyřeš́ıme rovnici:

|x|+ |x+ 1| = 3

x+ x+ 1 = 3

2x+ 1 = 3

x = 1

Hodnota 1 lež́ı v intervalu [0,∞), a tedy x = 1 je řešeńı rovnice.

Všechny řešeńı rovnice jsou x ∈ {−2, 1}.
(b) 3x+1 = 9 · 3x − 18

Využijeme rovnost ab+c = ab · ac.

3x+1 = 9 · 3x − 18

3x+1 = 32 · 3x − 18

3x+1 = 3x+2 − 18

3x+2 − 3x+1 = 18

3x+1(3− 1) = 18

3x+1 = 32

x+ 1 = 2

x = 1

/+ 18− 3x+1 (a prohod́ıme strany rce)

/na levé straně vytkneme 3x+1

/ : 2

/ log3
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(c) log(x2 + 1) = 2 log(3− x)

log(x2 + 1) = 2 log(3− x)

log(x2 + 1) = log(3− x)2

x2 + 1 = (3− x)2

x2 + 1 = x2 − 6x+ 9

6x = 8

x =
4

3

/a log b = log ba

/ exp

Všechny výrazy v rovnici jsou řešeńı definovány.

(d) sin 2x = cosx

sin 2x = cosx

2 sinx cosx = cosx

/ sin 2x = 2 sinx cosx

Rozlǐśıme dva př́ıpady:

• cosx = 0
V tomto př́ıpadě jsou obě strany rovnice nulové, a tedy rovnost je splněna. Tento př́ıpad nastane pro
x ∈ {π2 + kπ; k ∈ Z}.

• cosx 6= 0
Pak můžeme dělit a pokračovat v řešeńı rovnice.

2 sinx cosx = cosx

sinx =
1

2

/ : 2 cosx

To je splněno pro x ∈ {π6 + 2kπ, 5π6 + 2kπ; k ∈ Z}. Všechny tyto hodnoty splňuj́ı cosx 6= 0, všechny
jsou tedy řešeńımi.

Všechna řešeńı jsou x ∈ {π2 + kπ, π6 + 2kπ, 5π6 + 2kπ; k ∈ Z}.
(e) |1− x|+ 2 |x+ 2| = 3(x+ 1)

Nulové body a znaménka:

(−∞,−2] [−2, 1] [1,∞)
1− x + + -
x+ 2 - + +

• x ∈ (−∞,−2]:

1− x+ 2(−x− 2) = 3x+ 3

−3x− 3 = 3x+ 3

x = −1

−1 ale nelež́ı v intervalu (−∞,−2], nejde tedy o řešeńı.

• x ∈ [−2, 1]:

1− x+ 2(x+ 2) = 3x+ 3

x+ 5 = 3x+ 3

x = 1

1 lež́ı v intervalu [−2, 1], tedy x = 1 je řešeńı.

• x ∈ [1,∞):

−(1− x) + 2(x+ 2) = 3x+ 3

3x+ 3 = 3x+ 3

0 = 0

Rovnice je splněna pro všechna x ∈ [1,∞).
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Všechna řešeńı rovnice jsou x ∈ [1,∞).

(f) 24−x = 10− 2x

24−x = 10− 2x

16 · 2−x = 10− 2x

16

2x
= 10− 2x

16

y
= 10− y

16 = 10y − y2

y2 − 10y + 16 = 0

(y − 2)(y − 8) = 0

/ab+c = ab · ac

/a−b =
1

ab

/substituce y = 2x

/ · y,můžeme, protože y = 2x je pro všechna x nenulové

Řešeńı jsou y = 2 a y = 8. MUSÍME ZPÁTKY DOSADIT ZA y! Dostaneme rovnici 2x = 2, která má
řešeńı x = 1, a rovnici 2x = 8, která má řešeńı x = 3. Všechna řešeńı jsou tedy x ∈ {1, 3}.

(g) 2 log2(x− 1) = log2(3x− 7) + 1

2 log2(x− 1) = log2(3x− 7) + 1

log2(x− 1)2 = log2(6x− 14)

(x− 1)2 = 6x− 14

x2 − 8x+ 15 = 0

(x− 3)(x− 5) = 0

/pravidla poč́ıtáńı s logaritmy

/ exp

Všechny výrazy v rovnici jsou pro obě řešeńı definovány, řešeńı tedy jsou x ∈ {3, 5}.
(h) 1− |sinx| = cos2 x

1− |sinx| = cos2 x

1− |sinx| = 1− sin2 x

|sinx| = sin2 x

/ sin2 x+ cos2 x = 1

Rozlǐśıme př́ıpady:

• sinx = 0:
V tomto př́ıpadě jsou obě strany rovnice nulové, a tedy rovnost je splněna. Tento př́ıpad nastane pro
x ∈ {kπ; k ∈ Z}.

• sinx > 0:

|sinx| = sin2 x

sinx = sin2 x

1 = sinx

/předpokládáme sinx > 0

/předpokládáme sinx 6= 0

Dostáváme řešeńı x ∈ {π2 + 2kπ; k ∈ Z}.
• sinx < 0:

Obdobně jako pro sinx > 0.

Všechna řešeńı tedy jsou x ∈ {kπ2 ; k ∈ Z}.
(i) ||x| − |x− 5|| = 3

Rozlǐśıme př́ıpady:

• |x| − |x− 5| ≥ 0:
Pak ||x| − |x− 5|| = |x| − |x− 5| a řeš́ıme rovnici

|x| − |x− 5| = 3.

Ta má řešeńı x = 4. Muśıme ještě ověřit, že řešeńı splňuje |x| − |x− 5| ≥ 0, po dosazeńı dostaneme
4− 1 ≥ 0. Tedy x = 4 je řešeńı p̊uvodńı rovnice.
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• |x| − |x− 5| < 0:
Pak ||x| − |x− 5|| = |x− 5| − |x| a řeš́ıme rovnici

|x− 5| − |x| = 3.

Obdobně dostaneme řešeńı x = 1, pro které plat́ı |x| − |x− 5| = −3 < 0.

(j) 32x+1 − 9 = 6 · 3x

(k) |log x|+ |log(ex)| = 3

(l) 2 sinx+ cosx = 1

2. Vyřešte následuj́ıćı nerovnice

(a)
x− 1

2x− 6
≥ 1

Mohli bychom nerovnici vynásobit 2x−6, pak bychom ale museli řešit, kdy je 2x−6 nulové/kladné/záporné.
”Lepš́ı”postup:

x− 1

2x− 6
≥ 1

x− 1

2x− 6
− 1 ≥ 0

5− x
2x− 6

≥ 0

(5− x) · 1

2x− 6
≥ 0

/− 1, na pravé straně chceme nulu

Využijeme toho, že součin nenulových výraz̊u je kladný resp. záporný, pokud je počet záporných činitel̊u
sudý resp. lichý, a fakt, že převrácená hodnota má stejné znaménko. Nulové body a znaménka na
př́ıslušných intervalech (pozor, výraz neńı definován pro x = 3):

(−∞, 3) (3, 5] [5,∞)
5− x + + -
2x− 6 - + +

Řešeńı je tedy x ∈ (3, 5].

(b) log1/4(x2 − x− 5) ≤ 0

Chceme na obě strany nerovnice aplikovat exponenciálńı funkci se základem 1/4. Ta je ale klesaj́ıćı, a
proto muśıme otočit znaménko nerovnosti.

log1/4(x2 − x− 5) ≤ 0

(x2 − x− 5) ≥ 1

x2 − x− 6 ≥ 0

(c) |x+ 2|+ |x+ 3| < 4x− 2

(d)
x+ 2

x+ 3
>

2x+ 3

x+ 6

(e)

(
1

3

)x3

>
1

9

(f) |x− 1| − |x+ 1| < |x|+ 3

(g) |tanx| < 1

(h)
∣∣sin(4e2x)

∣∣+
∣∣log(log x+ x86)

∣∣ < 0
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