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Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM102)
1. ro¢nik, letni semestr — 2. termin dne 30. kvétna 2024

Pocetni ¢ast

Spoctéte (pokud existuje) limitu
" 6sinm —e®
im— .
z—=0 x In(1 + 22)

Spoctéte integral

sinx - cosx
5 —— dz.
4cos?x 4+ 9sin“

Spoctéte délku kiivky

3
2

y=x2, 0<xr<l

Pouzijte k tomu vzorec pro délku grafu funkce f na intervalu [a, b]:

0(f,[a, b)) :/ab\/1+ (f'(x))* d

[15 body]

[25 bodi]

[10 bodi]



Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM102)
1. ro¢nik, letni semestr — 2. termin dne 30. kvétna 2024

Teoreticka ¢ast

Uloha A.

(a) Zformulujte Taylorovu vétu s Peanovym tvarem zbytku. [2 body]|
(b) Vyjadrete Eulerovo ¢islo e jako soucet nekoneéné rady. [1 bod|
(c¢) Napiste aplnou Darbouxovu definici Riemannova integralu. [5 bodu|
(d) Zformulujte Bolzanovu-Cauchyovu podminku pro existenci |2 body]|

Riemannova urcitého integralu (,,Klicové lemma‘).

Uloha B.
(a) Budte F,G primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b). Dokazte, ze existuje konstanta ¢ € R
takova, ze Vx € (a,b): F(z) = G(z) + c. [5 bodi]
(b) Zformulujte a dokazte 1. Vétu o substituci pro neur¢ity integral. [5 bod]
(¢) Necht D, D’ jsou déleni intervalu [a,b] a D’ je zjemnéni D. Bud f: [a,b] — R omezena.
Dokazte, ze S(f,D’) < S(f, D). [6 bodd]
Uloha C.
1
(a) Standardnim trikem (nebo jinak) spoctéte neurcity integral / a7 dx. [5 bod]
x
(b) Rozhodnéte o obecné platnosti nésledujicich vyroki (stru¢né zdavodnéte): [5 bod]

Je-li f: (a,b) — R spojita, pak je také stejnomérné spojité.

(a
(b

)

) Libovolna spojita funkce na otevieném intervalu tam mé primitivni funkei.
(c) Jestlize f(x) = o(z®), v — 0, pak také f(z) = o(x%), x — 0.
)

)

(d) Kazdy polynom P stupné 5 je jednozn. urc¢en hodnotami své 0. az 4. derivace v bodé = = 13.
(e) VP polynom In € N Vr € R: P™(z) = 0.

Uloha D.  Vyberte si jednu z nasledujicich dvou moznosti.

(a) Zformulujte a dokazte Zakladni vétu kalkulu. [14 body]
Nebo:

(b) Zformulujte Taylorovu vétu s Peanovym tvarem zbytku a dokazte ji. K dikazu pouzijete lemmata:
e Pokud f(a) = f'(a) =...= f™(a) =0, pak f(z) = o((z — a)"), v = a;
e Pokud P je polynom stupné nejvyse n a P(z) = 0((1: — a)”), x — a, pak P =0 na R.

Obé lemmata dokazte. (MiZete pouZit i jina podobna tvrzeni; pokud se tak rozhodnete, zformulujte
je a dokazte.) [14 body]

Pokud pouzivate néjakd pomocna tvrzeni, musi byt jasné patrné, ze znéte jejich znéni.



