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Predmluva

Tento text bezprostiedné navazuje na ma skripta MA1 a MA?2 a predpokldda porozuméni litce prvnich dvou
semestri. V prvni kapitole se zabyvam zobecnénym Riemannovym integrdlem, pfiCemz v popfedi zdjmu
stoji hlavné otdzka jeho konvergence (tj. konecnosti). Tato latka se v mnoha ohledech podoba vySetfovani
konvergence fad, kterému jsme vénovali Cast prvniho semestru, jsou zde vSak nékteré nové aspekty. Vysledky
této kapitoly aplikujeme pozdéji pfi vySetfovani jistych typu diferencialnich rovnic.

Druh4 kapitola se zabyva rtiznymi (ovSem zdaleka ne v§emi) typy diferencidlnich rovnic. Podle mych
zkuSenosti je dobré tuto latku vstiebdvat prostfednictvim piiklada (které jsou z pocetniho hlediska obvykle
lehké) a zpocatku spiSe jen intuitivniho pohledu na teorii. Pfi pfipravé na zkousku byste vSak tuto fazi méli
mit z vetsi ¢asti za sebou, takZe sledovani souvislosti a té¢zsich dikazi by nemélo byt nemozné. Tuto kapitolu
je podle mé dobré precist dvakrat a pii prvnim Cteni ji kombinovat s ,,privodcem*, o némz pohovoiim v
dal$im odstavci.

Za vétsi zminku stoji apendix, v némZ mate pripravenou jakousi sbirku dloh (spiSe teoretického charak-
teru), s jejiz pomoci snad Iépe a sndze pochopite zakladni koncepty souvisejici s diferencidlnimi rovnicemi.
Chci zdiraznit, Ze jde o dosti experimentalni formu, a ja budu rad za jakoukoliv zpétnou vazbu.

Nebude-li explicitné feceno jinak, budeme se i nadéle drzet definici a imluv zavedenych v prvnich dvou
semestrech, napiiklad:

e supremum shora neomezené (resp. infimum zdola neomezené) podmnoZiny R je co (resp. —00);

e pracujeme s rozSirenou redlnou osou R* = R U {—00, 0o} a definujeme nékteré operace s nekonecny,
jiné ne; co = +00;

e slovem funkce rozumime i nadale redlnou funkci jedné redlné proménné;

e slovo posloupnost se vztahuje i na zobecnéné posloupnosti, tj. posloupnosti definované az od jistého
Clenu (tfeba {\/n — 10}:11 , ktera je definovana aZ od desitého Clenu);

e viastni limita, derivace atd. znamena konecna;

e symbol log (bez indexu udédvajiciho zdklad) m4 stejny vyznam jako In (i nadédle se ov§em budu snazit
pouzivat pouze In);

e symbol pro urdity integrdl nemusi zahrnovat integralni proménnou, takze | ab =/ ab f(x)dx.

Kdo prostudoval predchozi dily, nebude mit potiZe se v tomto textu vyznat.
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Kapitola 1

Zobecnény Riemannuyv integral

1.1 Definice a zdkladni poznatky

Klasicky Riemanntiv integral je definovan vyhradné pro omezenou funkci na omezeném uzavieném intervalu.
To v praxi znamend vyznamné omezeni, nebot’ Casto by nds zajimaly urcité integrdly z neomezenych funkci
nebo integrly s nekone¢nymi mezemi. Chceme umét dat vyznam symboliim jako

o0

dx (neomez. interval), nebo

/1 1 ax ( fee) / 1 /°° dx
— dX (neomez. 1ce), _—
0 VX —oo I+ x2 o Vx(1+x)

V nésledujici definici toto nepiijemné omezeni do znaéné miry odstranime pomoci pfirozeného limitniho

(oboji).

procesu. Idea je nasledujici: Nevime sice, co je to fol \/%7 dx, ale umime vypocitat |, 81 JL; dx a obvykle také
umime vypocitat limitu tvaru limg_,, (. ..). Spojenim téchto dvou postupii dostaneme:

1 1 1
/ — dx = [2\/}] — 226 aaplikacf limity:

e /X e
lim (2 —2&) =2 —2v/0 = 2.

e—>04

Obecna definice sleduje tuto myslenku, pfipadny integral pies otevieny interval se navic ,,rozdéli na dvé
Casti“ pro pripad, Ze by byl ,,problém* na obou krajich intervalu, ptes ktery integrujeme:

1.1 Definice (Zobecnény Riemanniv integral).

(i) Necht a € R*, b € R, a < b. Necht' f: (a,b] — R je funkce (nemusi byt omezend). Ma-li prava
strana nize smysl, definujeme zobecnény Riemanniiv integrdl jako

(ZR)fabf=x1§g+(R)/xbf

(i) Symetricky definujeme integral pro druhy typ polouzavieného intervalu: Je-lia € R, b € R*,a < b,
f:]a,b) — R je funkce, definujeme, ma-li prava strana smysl,

awf = tm o[
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(iii) Definice pro otevieny interval: Necht a,b € R*,a < b a f: (a,b) — R je funkce. Pokud ¢ € (a, b)
je takové, Ze prava strana nize ma smysl, definujeme

(ZR)fabf . (ZR)/achr(ZR)fcbf (1.1

Radéji explicitné doddvam, co vSechno znamena smysluplnost pravé strany v rovnosti vySe: Ze prvni
integral (pres interval (a, c]) existuje podle bodu (i) této definice, druhy integral (ptes interval [c, b))
existuje podle bodu (ii) a Ze hodnoty obou integrala se daji seCist (tj. Ze nevychazi ,,00 — co* ani
,,—00 + 00).

(iv) Podobné jako diive pro obycejny Riemanndv integrdl navic pro a < b definujeme

[aaf::O a (ZR)fbaf::—(ZR)/abf.

1.2 Priklad. Uvazujme funkci f(¢) = % na intervalu (0, 1]. NeZ piimo z Definice 1.1 (i) spolitame jeji
zobecnény Riemanntv integrél na (0, 1], vSimnéme si, Ze funkce neni na tom intervalu omezena (je totiz
lim; .o, f(f) = 00), ale je omezend na kazdém uzavieném podintervalu tvaru [x, 1] € (0, 1] (jmenovité
hodnotou f(x)), coz je nutnd podminka pro existenci (obycejného) Riemannova integralu na [x, 1]. VSimnéte
si tedy, Ze aCkoliv je funkce omezena na [x, 1] pro kazdé x € (0, 1], neni omezena na celém (0, 1].

Nyni si ov§em pfipomeneme dvé standardni postacujici podminky pro existenci (obycejného) Rieman-
nova integralu:

e Je-li f: [a,b] — R monoténni, pak existuje (R)fab f.
e Je-li f: [a,b] — R spojitd, pak existuje (R)fab f.

Vidime, Ze nase funkce f spliiuje na libovolném intervalu [x, 1] dokonce obé tyto postacujici podminky,
a (R)f xl f tedy skutecné existuje pro kazdé x € (0, 1], jak se Zada v Definici 1.1. MiZeme tedy pocitat
zobecnény Riemanntv integral piimo z definice a s pouzitim Newtonovy-Leibnizovy formule (pro obycejny
Riemannitiv integral) takto:

1

! _ Y e | S N
(ZR)/O (o) de _(ZR)/O U lim R —d ™S i [N?]

x—>04 t x—>04

= lim (2v1-2x)=2.

1
x x—>04

V praktickych vypoctech samoziejmé neni potieba existenci integralu zdiivodniovat takto podrobné, viz
téz Priklad 1.12, kde pouZzivam rovnou Newtonovu-Leibnizovu formuli pro zobecnény Riemanniyv integral.

Z definice spocitdme jesté jeden integral, tentokrat pfes otevieny interval, tedy s pouZzitim Definice 1.1 (iii);
roli ,,d€liciho bodu* ¢ z definice miiZe v tomto piipadé hrat kterékoliv redlné ¢islo, takZe pouzijeme tieba

c=0:
f°° dt /0 dt +/°° dt i /0 dt L3 /x dt
= = 1m 1m
oo 1 + 12 oo 1 + 12 o 1+12 xo-00), 1412 x-00Jy 1+12

= lim [arctg?]® + lim [arctg ]}
X—>—00 X—>00

. . b/ v/
= lim (0—arctgx) + lim (arctgx —0) = —(——) + = =m.
X—>—00 X—00 2 2
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A

1.3 Poznamka. (a) Hodnota pravé strany rovnice (1.1) nezavisi na volbé ¢isla ¢ € (a, b). Jinak feceno,
existuji-li dvé riiznd ¢isla ¢y, ¢; € (a, b) tak, Ze prava strana rovnice ma smysl dosadime-li za ¢ jak cy,
tak c,, pak oba vysledky jsou shodné. Tento fakt, jehoz snadny diikaz najdete v Dodatku A, je nutny
k tomu, aby Definice 1.1 byla korektni. (Pokud bychom mohli volbou riiznych ¢ dostat rizné vysledky,
a hodnota definovaného integralu by tak vlastné na nasi volbé pomocného ¢isla ¢ zavisela, hovorili
bychom samoziejmé o nekorektni definici.)

(b) Kazdy ze tii bodt v Definici 1.1 zavadi zobecnény Riemanntiv integral na urCitém typu intervalu
(pofadé jsou to (a, b], [a,b) a (a,b)); pokazdé pfitom predpokladame, Ze pravd strana md smysl.
Zamyslime se, co piesné to znamend pro bod (1), kdy na pravé strané defini¢ni rovnosti stoji tato limita:

b
lim R)| f.

X—>a

Zobecnény Riemanntv integrdl funkce f pres interval (a, b], znaCeny (ZR)fab f, je vlastn€ jen
zastupny symbol za tu limitu — a je definovan pravé tehdy, kdyz tato limita existuje.

sV s

Co vSechno ale obnasi existence této limity? Pfedné, jde o limitu funkce. Znovu si v§imnéte, kde je
jeji proménnd x, vzhledem k niZ pocitdme limitu: je to dolni mez integralu. Pro existenci limity je
nutné (samoziejmé ale ne postacujici), aby pro kazdé x z jistého pravého okoli bodu a byla definovina
funkce, z niZ pocitdme limitu; v tomto pripadé to jest, aby existoval integrél (R) ff f . Z toho je snadno
vidét, Ze dokonce pro kazdy podinterval [x, y] C (a, b] musi existovat (R) fxy f.

Pozadavek existence Riemannovych integralii pres vSechny uzaviené podintervaly se nékdy v definici
zobecnéného Riemannova integralu uvadi explicitné, ja ho ale zahrnuji do vSeobjimajiciho ,,m4-li
prava strana smysl*.

(c) Hodnota (ZR)/’ ab f nezdvisi na zméné funkce f v koneén& mnoha bodech.’

(d) Pro existujici (ZR)/ ab Jf se miize stit, Ze a ¢ Dr nebo b ¢ D¢ (nebo oboji); ,,zobecnény Riemanntv
integral krajni body ignoruje‘. Specidlné je samoziejmé nové mozné, Ze jedna (nebo ob€) z mezi
integrélu jsou nekonecné.

(e) Muze se stat, ze (ZR)/, ab f = oo (nebo —o0).

1.4 Priklad. Z prvniho bodu predchozi poznamky vyplyva, ze pokud pro urcity délici bod ¢ € (a, b) nema
smysl prava strana rovnosti (1.1), pak uz to jinou volbou délictho bodu nelze zachranit. Neexistenci integralu
je tedy mozné dokazat s pomoci jediného (libovolného) délictho bodu, neni potfeba zkouset je viechny.’ Na

!Jestlize totiZ integral (R)/| f f existuje pro néjaké x € (a, b], pak existuje Riemannuv integrdl f pfes libovolny podinterval
intervalu [x, b]. Jakmile se tedy dolni mezi x miZeme libovolné pfibliZit bodu a, je zfejmé, Ze integral existuje dokonce pies
libovolny uzavieny podinterval [x, y] < (a, b].

2To je snadny diisledek analogického tvrzeni pro obycejny Riemanniiv integral: (ZR)/, ab f je totiz definovan jako limita
obycejnych Riemannovych integrald a na ty zména v kone¢né bodech nema vliv; nezménénd tak zdstane i jejich limita.

3Kdybychom ignorovali fakt, e na délicim bod& nezaleZi, museli bychom neexistenci integralu dokazovat piimo z definice.
ukdzat, Ze pro Zddny délici bod prava strana smysl nema. NaStésti vime, Ze v§echny délici body vyjdou nastejno, takZe pokud ,,to
nefunguje” s jednou volbou, nefunguje to s Zadnou.
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zakladé této tivahy nyni ukdZeme, Ze nasledujici integral neexistuje; zvolime ¢ = 0.

3 0 3 0 x
/ tgtdt:/ tgtdt—l—/ tgrdf = lim tgrdr + lim tg ¢ dt
_ - 0

7 7 x>=F4Jx =5 _Jo
0 X
= lim [— In |cost|] + lim [— In |cost|]
x—)—%+ x x—>5_ 0
= lim (—0+In|cosx|) + lim (—In|cosx|+ 0) = —oco0 + o0.
x—>—5 x—>5_

Pravéa strana vypoctu nemé smysl pro délici bod 0, neméa tedy smysl pro zadny délici bod, a integrél
[ % tg x dx tedy neexistuje. A
2

1.5 Tvrzeni (O spojitosti Riemannova integralu). Necht’ a,b € R, a < b anecht’ f € R([a, b)) (1j. existuje
R)(” f). Pak plati:

x b b
lim / f :/ f = lim f.
x—>b_ a x—ay J,

Diikaz. Dokéazeme prvni rovnost; diikaz druhé rovnosti je analogicky. JelikoZ f € R([a, b]), funkce f je
omezend (to je poZzadavek v definici Riemannova integrilu, takZze jiné neZ omezené funkce tento integral mit
nemohou), a existuje tedy néjaka konstanta M > 0 takové, Ze | f(x)| < M pro vSechna x € [a, b]. Chceme

dokazat rovnost b
X
lim / /= / e
x—b_ a

pro jednodussi zapis toho, co to znamena podle definice limity, si zaved’me pomocné znaceni:

F(x>=/:f, I =[abf.

(Z pfedpokladu existence | ab f plyne existence integraly pies vSechny pod intervaly (podle véty z minu-
1ého semestru), a funkce F je tedy dobie definovdna na celém intervalu [a, b].) TakZe nas cil je dokazat
limy_,5_ F(x) = I, coZ je zkratka pro nasledujici vyrok:

Ve>036>0Vx e P_(b,6): |I — F(x)| <e.
Budiz tedy dano libovolné ¢ > 0; mdme najit vhodné 6 > 0. To zvolime jako
5= min{i,b —a}.
M

Je-1i nyni déno libovolné x € P_(b, §), pak predné x € (a, b) (a tedy je definovana hodnota F(x)), protoze
8 < b — a adale plati:

[r-[71-

Pritom rovnost oznacend () plyne z omezenosti f konstantou M na [x, b] (dokonce na celém [a, b]). Tim
je dokazano, ze skutecné lim,_,,_ F(x) = I, a jsme hotovi. [

1 — Fx)| = [bf‘s[blfl(;)/bM:M(b—x)<M8$M%:g.

1.6 Dusledek. Pokud existuje (R) ab f, pak existuje i (ZR) fab f a nastdvd rovnost.
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1.7 Poznamka. Uvedeny disledek ndm umoZiuje pfestat neustale rozliSovat mezi (R)/ a (ZR)/" i v situacich,
kdy integral existuje v obou smyslech, ma stale jen jednu moznou hodnotu. Aby bylo opravdu jasné, co tim
myslim, podivejme se na jednoduchou ilustraci pomoci fon sin x dx.

T
(R)/ sint dt = [—cost]; = cos0—cosmw =2
0

x—>04

/4 Z y
(ZR) / sintdt = lim (R) / sint df + lim (R) / sint dt
0 x y—ow— z

= lim [—cost]? + lim [—cost]%
x—>04 y—on— 2

= lim (0 —(—cosx)) + lim (—cosy —0) =cos0—cosmw =2
x—>04 y—o>m—

Na konkrétnim pripadé tedy vidime, Ze obéma zpisoby jsme dospéli ke stejnému vysledku, a je celkem
jasné, ktery zptisob je v tomto piipad¢ jednodussi.

Chci zde ovSem zdiiraznit, Ze druhy uvedeny zptlisob vypoctu zde (kvili ilustrativnimu efektu) striktné
sleduje definici zobecnéného Riemannova integralu (rozd€leni na dvé Casti atd.), coZ v praxi neni potieba.
Obvykle nemusime pfili§ premyslet o tom, jestli po¢itdme pfimo Riemanntiv integral, nebo jeho zobecnénou
verzi. V nésledujicim uvidime, Ze béZnd pocetni metoda hledani primitivni funkce a ndsledné dosazeni
do Newtonovy-Leibnizovy formule (jak jsme ji pouZivali v minulém semestru (k vypoctu ,,obycejného*
Riemannova integrdlu) funguje stejné dobie v obou pripadech, pficemz o typu integralu musime pfemyslet az
na samém konci vypoctu, kde ve zobecnéném pripadé miiZze byt drobnd zména (misto okamzitého dosazeni
jedné z mezi do primitivni funkce musime spocitat limitu).

1.8 Véta (Linearita zobecnéného Riemannova integrdlu). Necht’ a,b € R*, a < b. Necht’ f,g: (a,b) — R
Jjsou funkce, o, B € R. Pak

b b b
/ (af + Bg) = Ol/ [+ ﬂ/ g, md-li pravd strana smysl. (1.2)

Diikaz. Necht ma prava strana dokazované rovnosti smysl. To znamend, Ze oba integrély existuji a aritme-
tické operace na pravé strané maji smysluplné vysledky (tj. nevyskytuje se naprt O - oo nebo co — 00).

Necht' ¢ € (a, b); provedeme dikaz pro interval [c, b), pfi kterém pouZijeme (ddvno dokdzanou) linearitu
obycejného Riemannova integrélu):

b x x x
[(@r 0 i ®f @f +p0 = tim (o @f 15®f )

Lot ®[ 7+ plm ® ¢ = /f *ﬁ/cbg'

Snadno si rozmyslime, Ze pfedpoklad smysluplnosti pravé strany rovnice (1.2) implikuje smysluplnost pravé
strany v pravé dokonceném vypoctu. Aplikace Véty o aritmetice limit tedy byla korektni, a integral, s nimz
jsme vypocet zacinali, existuje a vSechny rovnosti plati.

Dtuikaz této rovnosti pro interval (a, c] je analogicky. Spojenim vysledku pro oba intervaly, tedy (a, c] a
[c, b) dostaivame pozadovanou rovnost. O
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1.9 Poznamka. Pro zobecnény Riemanniv integral analogicky plati také dalsi véci, na které jsme zvykl{
u obycejného integralu: Napiiklad tvrzeni o integrdlu a nerovnostech apod.

1.10 Véta (Newtonova-Leibnizova formule pro zobecnény Riemanndv integral). Necht’ a,b € R*, a < b a
funkce f: (a,b) — R je spojitd. Necht’ F je primitivni funkce k f na (a,b). Pak

b
@R[ f = tim Fe - Jim FG) = [P

1.11 Poznamka (O znaceni). UZ v prvnim semestru jsme obc¢as pouzivali stru¢né znaceni jednostrannych
limit ve tvaru

F(ay) = xl_i)rglJr F(x)

a podobné. Pravd strana vyse uvedené zobecnéné N.-L. formule se tedy da zapsat jako F'(b_) — F (a4 ). Také
jsme hojné vyuZivali znageni pro piiristek F: [F] := F(b) — F(a).
Nyni budeme stejnym symbolem znacit tzv. zobecnény pririistek F:

[F16:= F(b_) — F(ay) = lim F(x)— lim F(x).
x—b_ xX—>a4

Je dilezité si uvédomit, Ze timto vyznam onoho znaceni objektivné ménime na néco jiného. Pokud by funkce
F nebyla v bod€ a spojitd zprava, resp. nebyla v bodé b spojitd zleva, mohlo by se stat, Ze pivodni a nova
verze tohoto znaceni daji jiny vysledek, protoZe v takovych piipadech

F(a) # xl_l)rtl;l F(x) vresp. F(b) # lir? F(x).

Pochopitelné v pfipad¢, Ze hodnoty F(a), F(b) nejsou definovany, jako tomu Casto byva v pripadé zobecné-
ného integralu, Zadna kolize znaceni nam nehrozi. V piipadé, kdy F’ = f na[a, b] (tj. véetné jednostrannych
derivaci v krajnich bodech) ovSem taky problém s koliz{ nenastane, protoze F je spojitd na celém [a, b],
jsouc primitivni funkei (a tedy majic vlastni derivaci). Specidlné je tedy spojitd zprava v bodé a, takze
F(a) = F(a4+), apodobné v bodé b zleva. Je tedy i v tomto piipadé jedno, kterou interpretaci pro symbol
[F]%, jestli starou, nebo novou, pouZijeme.

Diky tomu miZeme zobecnénou Newtonovu-Leibnizovu formuli zapsat v nejispornéj$im tvaru, ktery
postihuje vSechny pfipady: Bud’ f spojitd a F' = f na (a,b); pak

/abf=[F]2-

Diikaz Véty 1.10. Protoze f je spojita na celém (a, b), je spojita také na libovolném podintervalu [x, y] C
(a,b), takZe vSechny piislusné integrély (R)/, xy f existuji. MiiZzeme tedy zkusit pocitat z definice integral na

levé strané dokazované rovnosti, tedy (ZR)/ ab f. Zvolme tedy libovolny délici bod ¢ € (a, b).
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(ZR)/abf= lim (R)/ £+ lim (R)/

xX—>a4
= lim [F]¢ + lim [F I
xX—>a4 y—=>b_
— xl_i)I}ll (F(c) — F(x)) + lim  (F(y) = F(c)

=— lim F(x)+ hm F(y) F(b-)—F(ay) = [F]Z
X—>a
Prava strana ma podle predpokladu véty smysl, takZe limity existuji a daji se secist. Tim padem byl cely
vypocet korektni, a rovnost plati. U

1.12 Priklad. Spoctéme nasledujici integral.

1

1 1

—dx = [2J/x], =2v1-2V0 =2.
/(; ﬁ [ ]O

Prvni rovnost vypoctu je pfesné podle zobecnéné Newtonovy-Leibnizovy formule (Véta 1.10). ProtoZe jsme

ale v situaci, kdy ,,0byCejny“ Riemanntv integral neexistuje protoZe funkce neni definovand (ani omezend)

na celém [0, 1], dalo by se Cekat, Ze vyraz [2f ] budeme vyhodnocovat pomoci limit takto:

[2vx], = lim  2Va - lim 2V =2,

Vidime, Ze vysledek je stejny, takze se zda, Ze t€émito ivahami nema cenu ztracet ¢as. Je to ddno spojitosti
primitivni funkce (zde 2./x), kterd je automatickd. Pfece je ale jeden aspekt, ktery stoji za naSi pozornost:
funkce 24/x sice je primitivni k f ale pouze na intervalu (0, 1]*, nikoliv na [0, 1]. To znamen4, Ze nés
sice nemusi prekvapit moznost vypocitat limitu dosazenim v bodé€ 1, v nule to ale stéle je trochu zv1aStn{
vzhledem k tomu, Ze integrand \% tam ani neni definovany. Jak je to mozZné?

Jesté jednou opakuji, Ze 24/x je primitivni funkef k integrandu pouze na (0, 1]. Shodou okolnosti je ale
tim samym vzorcem 2./x definovana jista spojitd funkce jesté o bod dale: véetné nuly. Tim pddem miizeme
limitu lim, o, 2+/x spocitat (diky spojitosti) prost¢ dosazenim. A

1.13 Cviceni. Z definice (bez pouziti 1.10) spocitejme zobecnény Riemanntiv integral

[ mirs

Reseni. Mohu si zvolit libovolny ,,délici bod* ¢ € (0, 00), tfeba ¢ = 1, a poéitat podle definice

(ZR)/ f(1+) x+0+()/ f(1+) ()/ f(1+x)

Pokud F je primitivni funkce k f(x) = (spoctéte si ji sami jako snadné cviCeni), potom podle

1
x(1+x)

“Dokonce na (0, 00), oviem stdle bez bodu 0.
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Newtonovy-Leibnizovy formule (pro obycejny Riemanniiv integral) dostivame, Ze vyraz vyse je roven
xl_i)r(r)1+(F(1) — F(x)) + yli)n;o(F(y) — F(1)),

coz je ovSem ddle rovno (po odecteni obou vyskytt hodnoty F(1))

lim F(x)+ lim F(y).
x—>04 y—00
Z tohoto prikladu je vidét, Ze obecné si miZeme pocitini usnadnit a pouzit Newtonovu-Leibnizovu
formuli pro zobecnény Riemanntyv integral ve formé

b
@[ f = lim Fo - fim F@) = [P

Tolik tedy k pocitani konkrétni hodnoty integralu. Nds ov§em bude zajimat predevSim to, jestli integral
konverguje (tj. ma kone¢nou hodnotu), a to 1 v pfipadech, kdy konkrétni hodnotu spocitat neumime (nebo to
dokonce nelze). Jak si pozdéji ukdZeme, informace o konvergenci/divergenci jistych urcitych integralti ndm
pomiiZe pfi vySetfovani vlastnosti feSeni autonomnich diferencialnich rovnic (viz oddil 2.6).°

1.2 VySetrovani konvergence integralu

1.14 Definice (Konvergence integrdlu). Necht a,b € R*a f: (a,b) — R je funkce. Rekneme, Ze integril
fab f konverguje, jestlize tento integral existuje ve zobecnéném Riemannové smyslu a ma kone¢nou hodnotu.
V takovém pripadé nékdy také fikame, ze funkce f je riemannovsky integrovatelnd na (a, b).

Pokud konverguje integral [ ab | f |, fikdme, Ze piislusny integral | ab f konverguje absolutné.

Budeme se zajimat o to, jak poznat, jestli dany integrdl konverguje, neboli zda m4 kone¢nou hodnotu. Asi
neni piili§ prekvapivé, Ze tato teorie ma mnoho spolecného se studiem konvergence nekone¢nych Ciselnych
rozdil je v tom, Ze ,,0 konvergenci fady Zf,ozl a, se rozhoduje vzdy v nekonecnu*; seCteme-li konecné
mnoho jejich ¢lend, vzdy dostaneme konecné &islo. Naproti tomu tfeba integral tvaru || 100 f muzZe stejné
dobfe divergovat kvili chovani funkce na okoli bodu 1, jako kvili jejimu chovani v nekone¢nu.® Budeme se
proto zajimat o to, jak se funkce chova na okoli obou krajnich bodt integracniho oboru, z nichZ jeden (nebo
i oba) mohou byti vlastni (tj. konecné). Pro velmi rychlou ilustraci ,,problémua*, které mohou vzniknout

. « ue p 1 1 D o G .-
,.ve vlastnich bodech*, poslouZi integraly [, % afy %, z nichZ (jak snadno ovéfite vypoctem) prvni je
konecny a druhy nekonecny.

1.15 Véta (Srovnavaci kritérium). Bud’ I C R libovolny interval s kraji inf I = a, sup [ = b. Méjme funkce
f.g: I — R takové, Ze pro kaZdy podinterval [c,d] C I plati f,g € R([c,d]). Necht’' | f(x)| < g(x) pro
vSechna x € I. Pak plati implikace:

b b
/ g(x)dx konverguje — / f(x)dx konverguje.

SKonkrétné& k tomu, abychom rozhodli, jestli je mozno lepit na staciondrni fesent.
oo . - . 1 . <
6Jinymi slovy pro nékteré funkce f vychdzi | [, f| < oo, zatimco * £ je nekonecny.
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Formulace pfipousti piipady, kdy @ = —oo nebo b = oo. Cely nasledujici dikaz této véty provedeme ve
specidlnim pripadé€, kdy I = [a, b) pronéjaké a € R, b € R*, a < b. VSechny ostatni piipady jsou lehkymi
disledky tohoto pripadu specidlniho, jak ostatné vysvétluji v poznamce niZe (za dikazem).

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze f = 0 na celém I = [a,b) (obecny piipad, kdy f smi nabyvat i
zapornych hodnot, probirdm v Dodatku A.2). Nejprve dokazeme, Ze integral (ZR) f b f existuje (at’ uz

P e

kone¢ny nebo nekonecny), coz podle bodu (ii) Definice 1.1 obnasi dikaz existence jisté limity. Tu funkci,

Foo= [

Vsimnéme si, Ze samoziejmé F(a) = 0 (integral pres interval [a, a] je nulovy) a Ze F je dobfe definovana

jejiz limita nés zde zajimd, oznacime

pro vSechna x € [a, b): podle predpokladu véty totiz f € R([a, x]) pro kazdé x € [a, b), neboli existuje
R)f; f = F(x).

Dokazeme nyni, ze F je neklesajici na [a, b), z Cehoz vzapéti odvodime existenci integralu (ZR) fab f.
K tomu necht’ jsou dany libovolné body x, y € [a, b) spliiujici x < y; dokdZeme, Ze F(x) < F(y). Jest

Fo)-rF [Tr= [r=[Tr=0

protoze integrand f je nezdporny a x < y. Dostali jsme tedy nerovnost F(y) — F(x) = 0, ekvivalentné
F(x) < F(y), takze F je neklesajici na [a, D). Protoze F je neklesajici na [a, b), véta z prvniho semestru
fikd, Ze existuje limita lim,_,;_ F(x).” To ale znamen4, Ze existuje i integral touto limitou definovany (podle
bodu (i1) Definice 1.1):
(ZR)/ f i hm f = hm F(x);
—) —Ja —

Zbyva dokazat, 7e tento integral je konecny. VyuZijeme k tomu predpoklad véty, Ze | f| < g, ¢ili v naSem

piipadé¢ 0 < f < gna|a,b):

(ZR)/abg—(ZR)/abf=(ZR)fab(g—f)>0, a tedy fabfs/abg. (1.3)

Rozdil integrald na levé strané ma smysl, protoze prvni integrél je kone¢ny (podle pfedpokladu véty) a druhy
existuje (jak jsme dokézali); jsou tedy splnény predpoklady Véty 1.8 (,linearita (ZR)*), kterd dav4 prvni
rovnost. Nerovnost ,,> 0* plyne z toho, Ze g — f = O na [a, D).

Dostdvame tedy 0 < (ZR)/ ab f < (@ZR)f ab g < oo, kde prvni nerovnost je zfejmd (nebot” f = 0) a
posledni nerovnost je predpoklad véty. Tedy integral (ZR) fab f konverguje.

Tim je duikaz dokoncen za dodatecného predpokladu, Ze f = O na [a, b). V obecném piipadé€, kdy neni
zaruceno, Ze f = O na [a, b), musime udélat néjakou praci navic. Zbytek ditkazu najdete v Dodatku A.2. [J

1.16 Poznamka. e Je zfejmé, Ze pro platnost véty neni podstatné, Ze pracujeme zrovna s intervalem
tvaru [a, b). Analogicky dikaz (pouze v tomto smyslu pfevraceny) by prokazal platnost symetrické
verze pro interval (a, b]. (Nebo bychom mohli provést dikaz zrcadlové verze pouzitim verze uz
dokazané podobnym zptisobem, jako to ukazuji nize v Poznamce 1.23 na piiklade jiné véty.) Spojenim

7, Monoténni posloupnost nebo funkce ma limitu.* Lze to dokdzat pomoci pojmu suprema: intuitivng je jasné, Ze neklesajici
F by nabyvala maxima pres interval [a, b) v bodé b a Ze toto maximum by bylo rovno lim,_,,_ F(x). Existence maxima ale nen{
zaruCena, pouZijeme tedy supremum: staci z definic limity a suprema dokdzat, Ze limy—p_ F(X) = sup,¢[q 5) F(x).
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obou téchto tvrzeni, tedy srovndvaciho kritéria pro interval tvaru (a, b] a pro interval tvaru [b, ¢),
odvodime srovndvaci kritérium pro otevieny interval I = (a,c) (kde a,c € R*, a < ¢).

Tim jsme probrali tfi ze Ctyf typd intervalu; zbyva se kratce zamyslet nad intervalem tvaru I = [a, b]
(kde a, b € R). Tento pripad je trividlni, z predpokladu véty totiz vyplyva, ze f € R([a, b)), jelikoz
[a,b] € I = [a,b]. To ovSem znamend, Ze (ZR)fab f = (R)fab f < oo podle Disledku 1.6 a
poznatku, Ze ,,obycejny“ Riemanntv integral, pokud existuje, ma vzdy konecnou hodnotu.

e Podobné jako u srovndvaciho kritéria pro nekonecné fady hovofime o konvergentni majoranté; zde je
to funkce g. Nyni uvazme formulaci obménou implikace:

b b
/ f(x)dx nekonverguje — / g(x)dx nekonverguje.

Tvrzeni jsme ekvivalentné mohli formulovat takto. Pokud je splnén pfedpoklad této obménéné impli-
kace, funkci f nékdy nazyvame divergentni minorantou (pro g), ovSem s vyhradou, Ze do ,divergence*
zahrnujeme 1 pfipadnou neexistenci integralu, v ¢emz terminologie kolisa.

e Mezi predpoklady Véty 1.15 je také pozadavek
Vie.d] < I: f.g € R([c.d]). (1.4)

Jak ho chépat? Chce se, aby obé ziicastnéné funkce mély (obycejny, a tedy kone¢ny) Riemanntv
integrél na libovolném uzavieném podintervalu intervalu /. Samoziejmé, Ze pokud / je sdm uzavieny,
je tento pozadavek nesmyslné komplikovany, nebot’ je v takovém piipadé ekvivalentni f, g € R(])
(coz znamend, Ze ob¢ funkce maji pres / konecCny integrél, a neni tak co fesit).

Srovnévaci kritérium je zajimavé pouze v téch piipadech, kdy do hry netrividlnim zpisobem vstupuje
zobecnény Riemanniv integral, coZ pro uzavieny interval nemuzZe nastat vzhledem k Disledku 1.6.
Predstavme si tedy, Ze I je jednoho ze zbyvajicich tfi typil intervalu, pro jednoduchost tieba otevieny:
I = (a,b). Pak samoziejmé zadny interval [c, d]| obsaZzeny v (a, b) nepokryvd cely interval (a, b).
Predpoklad (1.4) tak ddva mnohem lepsi smysl; chce se prosté, aby uvniti (a, b) existovaly (automa-
ticky kone¢né) Riemannovy integraly obou funkci. O celém intervalu (a, b) ale nepfedpokladame
vlastné nic: zatim mohou byt oba integraly [ ab faf ab konecné i nekonecné. Teprve dalsi predpoklad,
totiz Ze | f| < g na (a, b) dava néjaky vztah mezi t€émito integraly: je-li kone¢ny integral fab g, pak je
kone¢ny i integral | ab f.

e Jesté jedna poznamka k predpokladu srovnavaciho kritéria (1.4): v predchozi poznamce jsme si snad
zhruba rozmysleli jeho vyznam, nyni bychom si ale méli uvédomit, jestli a jak jsme schopni ho v praxi
ovérit. Na to je nastésti jednoduchd odpovéd’, kterou ndm umoziuji dat dvé dilezité véty z minulého
semestru: Spojitd funkce A na [c, d] md Riemanniv integral |, Cd h,tj.h € R([c,d]). Analogicka véta
plati, nahradime-li slovo ,,spojitd‘ slovem ,,monoténni*. Ke splnéni pfedpokladu (1.4) tedy staci, aby
funkce f, g byly spojité nebo monoténni na celém intervalu 7 ; pak maji tuto vlastnost i na libovolném

podintervalu [c, d], a tedy (podle zminénych dvou vét) f, g € R([c,d]).
Strucné feceno, v praxi nam staci, kazda z funkci f, g je spojitd nebo monoténni na celém /.

V prvnim semestru jsme dokazali, Ze kdyZ nekone¢n4 &iselnd fada > o2 | a, konverguje absolutng, potom
také konverguje. Tento vysledek jsme museli dokdzat zv1ast’, protoZe jsme méli srovnavaci kritérium pro
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fady zformulované v méné obecné verzi, nez jaka by odpovidala Vété 1.15, kterou mame pro integraly
(mé&li jsme srovndvaci kritérium pouze pro nezdporné fady). Cast dikazu Véty 1.15, kterd se tykd obecnych
(a ne pouze nezapornych) funkci, je v Dodatku A; miZete si tam v§imnout, Ze tato ¢ast ditkazu ndpadné
pfipomind pravé dikaz vyse zminéné véty pro fady (,,absolutni konvergence implikuje konvergenci*). Diky
praci v provedené v dodatku je nésledujici tvrzeni uz takika ,,zadarmo*.

1.17 Dasledek. Necht’ integrdl |, ab | absolutné konverguje. Potom také konverguje.

Diikaz. Podle pfedpokladu jest [ ab | f| < oo. Pro ptehlednost poloZzme g := | f| na (a, b). Pak samoziejmé
| | < g, apodle srovnavaciho kritéria (aplikovaného na dvojici funkci f a g) tedy konverguje integral fab f,
jak jsme si prali. ]
1.18 Véta (Limitni srovnavaci kritérium). Necht’ jsou funkce [ a g nezdporné a spojité na intervalu [a, b)
(a € R, b € R*). Necht’

- fx)

lim A

x—bo g(x)

Pak plati ndsledujici:
() 0< A< oo = (fabf K& /['g K)

(i) A=0 = ([} f K« [/g K)

(iii) A=c0 = ([} f K= [g K)
Diikaz. Formulace kritéria je rozdélena do tif ,,vétvi*, pro co nejpohodInéjsi aplikaci. Z hlediska diikazu by
ale bylo vhodnéjsi jiné rozdélent, a to:

@ A<oo = ([} f K« [/ g K): ® 4>0= ([} f K=[gK)

NezZ provedeme diikaz (a) a (b), nejprve si rozmyslime, Ze tyto dva vyroky skute¢né€ dokazuji (i), (ii),
(iii). Skutecné: (a) implikuje (ii), protoZe kdyZ A = 0, pak je samoziejmé A taky konec¢né. Navic (a) ddva
implikaci ,,zprava doleva“ v (i). Podobné (b) implikuje (iii), protoZze oo > 0, a také implikaci ,,zleva doprava“
v (1). Ujistéte se, Ze je vam toto jasné, jde v podstaté o zdkladni vyrokovou logiku.

Dokéazeme nyni tvrzeni (a). Pfedpokladejme, Ze A < oo a Ze integral fab g konverguje; chceme dokazat,
ze pak konverguje i integrél | ab f.

fx

N34S predpoklad A < 0o, kde A = limy_,5_ 0 znamena toto:

f(x)
g(x)

V8>035>0Vx€(b—8,b)1’ —A'<8.

Pro ¢ = 1 nam tento pfedpoklad garantuje existenci jistého § > 0 takového, Ze

Vx e (b—8,b): LAY . Vxe(b—268b): f(x)<(A+g(x).

g(x)

Cislo § miizeme pochopitelné podle potfeby zmensit,® tak7e miZeme (a u¢inime tak) zaroveii predpokladat,
7e je tak malé, 7e (b—6,b) C [a, b).” Podle predpokladu jsou obé funkce, tedy f i g, nezdporné na (b—3, b),

8Nerovnosti vyse pak budeme poZadovat od mensi mnoZiny bodd x, takZe budou platit tfm spise.
9Pouze na tomto intervalu totiZ podle predpokladii véty uréité vime nécoo f a g.
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takZe podle srovnavaciho kritéria (Véty 1.15)

b b b
/ f < oo, protoze / (A+1g(t)dt = (A + 1)/ g < 00,
b b—8 b—§

-8
Snadno si dale uvédomime, ze také
b—§

f < o0,
a
protoze funkce f je podle predpokladu véty spojita na intervalu [a, b — §] (dokonce na celém [a, b)), takZe

Riemannuv integral vyse existuje v klasickém smyslu. Pfipomenme, Ze ,,nezobecnény“ Riemanndv integral
bud’to neexistuje, nebo je kone¢ny; nas integral diky spojitosti existuje, musi tedy byt konecny.'? Celkem:

b b—§ b
/ f(t)dt = f(t)dt+/ f(t)dt < oo.
a a b—§
Miéme dokazano tvrzeni (a), ze kterého nyni uz lehce vyplyne i (b): Predpoklddejme, ze A > 0. Tj.
g(x)

ACY. :
lim >0, odkud Iim —= < o0
xob g(x) xb f(x)

Je tedy splnén predpoklad uz dokazaného (a), pokud si funkce f, g vyméni role. Tvrzeni (a) pak fikd, Ze
( / ab g K</ ab f K.), coz je presn¢ dokazovana implikace. Jsme tedy hotovi. [

Nésleduje nékolik poznamek tykajicich se formulace a pouziti pravé dokdzané véty.

1.19 Poznamka (Dilezita). Prvni poznamka se tykd predpokladu, Ze f, g jsou nezaporné funkce. Véta se
da zformulovat (a plati) i v pfipadé, Ze jedna ¢i obé funkce jsou nekladné: je totiZ zfejmé, Ze konvergence
integralu nezélezi na znaménku, takze v pfipadé potfeby muzeme jednu (i ob¢€) funkce ,,preklopit* do
kladnych hodnot (tj. prosté pridat znaménko minus) — na konvergenci (resp. divergenci) integralu to nic
nezméni, zméni se pouze znaménko.

Napfiklad pokud nds zajima konvergence integrilu

o 1
[ — dx, (1.5)
_18inx
jehoZ integrand je na integracnim oboru (intervalu [—1, 0)) zdporny, Vétu 1.18 (LSK) miizeme pouzit tak, Ze
vySetfime integrdl z kladné funkce: f_ol ﬁ dx. To udélame srovnanim s kladnou funkci g(x) = —1/x:
-1
lim =% = lim —— =1 € (0, 00),
x—>0_ = x—>0— SIn X
takze podle LSK
0 -1 01
/ — dx K., pravé kdyz K. [ —dx. (1.6)
—1 SImx -1 X

10Koho by viak toto zdiivodnéni zcela neuspokojilo, necht’ si vzpomene na Weierstrassovu vétu: funkce f je spojitd na
uzavieném, omezeném intervalu [a, b — §], je tedy na tomto intervalu omezend néjakou konstantou K, tj. | f(x)| < K, x €
[a, b — §]. Odtud plyne (snadno z definice nebo z pfislusnych tvrzeniCek druhého semestru), a je to geometricky zcela nazorné, ze

[P <K ((b-8) —a) < 0.
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K tomuto zavéru nam staci presné vySe uvedené znéni Véty 1.18, které pozaduje, aby srovnavané funkce
byly na intervalu [a, b) (v nasem piipadé [—1, 0)) nezaporné. Nyni si uz staci jen uvédomit (spocitat), ze
druhy z integralt v (1.6) diverguje. Tim padem diverguje i prvni z obou integrall (je tedy roven co); ten se
ovSem od integralu ze zadani (1.5) liSi pouze znaménkem, takze (1.5) také diverguje (je roven —o00).

Na uvedeném piikladé je dobre vidét, Ze na znaménku vlastné nezélezi; funkce klidné mtizou byt zaporné
a véta bude fungovat; podstatné je spise to, Ze je znaménko na celém intervalu stejné.'!

Shrneme-li dosavadni ivahy, mélo by byt zfejmé, Ze v LSK ,,na znaménku nezalezi* — a co presné tim
myslime. Mohli bychom tedy pfislusnym zptsobem upravit formulaci Véty 1.18. Pokud bychom ji chtéli
zformulovat obecnéji, pouze bychom si museli dit pozor na to, Ze limita A by mohla vyjit i zdpornd. Pfipad
(i) by tedy odpovidal A € (—o0,0) U (0, 00), ptipad (ii) by byl beze zmény a v piipadé (iii) bychom méli
A=—00V A=o0.

Proc jsme tedy LSK nezformulovali co nejobecnéji a neuSetfili si tim celé toto zdlouhavé vysvétlovani?
Je pro to nékolik divodi:

e Je prehlednéjsi napsat ,,necht’ f = Ona [a,b)* nez ,necht’ f na [a,b) neméni znaménko* a k tomu
vysvétlovat, co presné tim mame na mysli.

e Studium konvergence se obvykle d&li na dvé &asti: pro nezdporné funkce a pro funkce obecné.'> Obsah
celé této poznamky se ptitom ,,rozumi sdm sebou®, tj. mlcky se predpokladd, ze Ctenaf bude tyto
vysledky umét aplikovat i na nekladné funkce.

1.20 Umluva. V souladu s pfedchozi poznamkou budeme Limitni srovnavaci kritérium pouZivat v obecn&jii
verzi pro funkce f, g, které ,,neméni znaménko*; pripoustime tedy i nekladné funkce. Mame pfi tom na
paméti, Ze limita podilu obou funkci miZe vyjit i zapornd, a Ze tedy napriklad pro A € (—o0, 0) rovnéz
nastdva ekvivalence obou konvergenci: | ab f konverguje < konverguje fa g.

1.21 Poznamka. Limitni srovnavaci kritérium mame zformulovano v jistém smyslu nesymetricky: poZa-
dujeme totiz spojitost funkci f, g na polouzavieném intervalu [a, b) a limitu A pocitime v bod€ b zleva.
Mtzeme se ptat: A pro¢ neuvaZujeme intervaly ostatnich typu? A pro¢ nds nezajimd limita v bodé a
zprava? Cilem zbytku této pozndmky je odpoveédét na prvni otdzku; druhou otdzku zodpoviddm v pozndmce
ndasledujici.

e Polouzavreny interval (a, b]. Tvrzeni by mohlo byt vysloveno a dokazéano ,,zrcadlové®, tedy v situaci,
kdy bychom védéli, Ze funkce f, g jsou spojité na intervalu (a, b] a definovali bychom

W
A=

VSse ostatni miiZe zlistat beze zmény a vyslednd véta plati. To je takika trividlni a jsou dva zdkladni
zplisoby, jak si to uvédomit: Prvni z nich je, Ze se podivdme na dlikaz Véty 1.18 a prosté si v§imneme,
Ze se da snadno upravit pro symetrickou verzi, takZe i ta plati. Nebo mizZeme pouZit uz dokiazané;
tomu se vénuje poznamka nize.

1 Ani to ve skute¢nosti nenf tplné potieba. Stali predpokladat, Ze obé funkce, tedy f i g, jsou spojité a maji v [a, b) koneéné
mnoho nulovych bodi (takZe jen kone¢nékrit zméni znaménko).

12 Analogicky jako jsme to uz vidéli v prvnim semestru, kdy jsme se zajimali o konvergenci nekoneénych &iselnych fad: tehdy
jsme se zajimali o kritéria konvergence pro fady s nezdpornymi Cleny a pozdéji zv1ast' i o fady s ¢leny obecnymi.
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e Otevrieny interval (a, b). Jsme-li v situaci, kdy funkce f, g jsou spojité pouze na (a, b), miZzeme (a taky
to tak v praxi délame) interval rozdélit pomocnym bodem d € (a, b): vySetfujeme pak konvergenci
pres intervaly [d, b) (zde pouzijeme Vétu 1.18 v nasem znéni) a (a, d] (zde pouZijeme zrcadlovou
verzi z predchoziho bodu pozndmky).

S otevienymi intervaly si tedy poradime pomoci verzi Limitniho srovndvaciho kritéria pro oba typy
polouzavieného intervalu. Bylo by ponékud krkolomné tento (jednoduchy) postup formulovat do véty,
a proto nase formulace zGstava ,,jednostranna*.

e Uzavreny interval [a, b]. Pokud bychom ve Vété 1.18 uvazovali uzavieny interval [a, b] a funkce f, g
na tomto intervalu spojité, byla by otdzka konvergence prislusnych integralii zcela nezajimava. Oba
integraly by konvergovaly automaticky (viz pifimo diikaz Véty 1.18, v némz se mj. znovu vysvétluje,
Ze spojita funkce na uzavieném, omezeném intervalu ma kone¢ny Riemannuv integral). UvaZzovat
uzavieny, omezeny interval pri studiu konvergence Riemannova integrilu je tedy trividlni a nemusime
kvili tomu dokazovat nové véty.

1.22 Poznamka. Pojd’me se zamyslet nad otazkou, pro¢ nds ve Vété 1.18 nezajima limita v bod€ a (ani
v zadném jiném bod¢) a misto toho o v§em rozhoduje hodnota limity v bodé b zleva:

o S
A= xlgil, g(x)’

V predpokladech véty mame spojitost funkci f, g na [a, b); ona limita nds tedy zajima pravé v tom
krajnim bod¢ intervalu, ktery neni v intervalu obsazen. Zda se tedy, Ze (v tomto pripadé) prave bod b je ten
problematicky: na chovani funkci v jeho (levém) okoli zavisi vztah konvergenci obou integrali.

Jak ale mtize byt pro integraci ,,problematicky bod“? Vzdyt' vime, Ze hodnota (ani existence) integralu
nezéavisi na hodnoté funkce v jednom bodé! Ano, jde skute¢né o nepiesné vyjadreni a spravné bychom méli
fikat, Ze ,,problém je na levém okoli bodu 5.

Tolik k terminologii, nyni se ale zaméfme na podstatu véci. Jestlize je funkce f spojitd na intervalu
[a,b), je nutné spojitd na [a, d] pro libovolné d € (a,b)'* — a podle Weierstrassovy véty je tam i omezena.
Tim padem integral fad f je koneény pro libovolné d € (a, b).

Naproti tomu, funkce f nemusi byt omezend na (d,b): u bodu b mize rist do nekonecna, coz je
jisté diivod k pochybnostem o konvergenci integralu | ; f. Alternativné, pokud b = oo (kterouZto moz-
nost ve formulaci véty také pfipoustime), tj. integrujeme-li pres interval nekone¢né délky, mame divody
k pochybnostem o konvergenci integrdlu automaticky.

Je tedy snad jasné, Ze potize s konvergenci integrdlu mohou byt zpisobeny pouze chovanim funkce
v blizkosti bodu b: funkce miZe byt neomezend nebo miize byt b = oo."”

Odtud je snad také samoziejmé, Ze pokud bychom v Limitnim srovnavacim kritériu predpoklidali
spojitost funkei f, g na intervalu (a, b], museli bychom se zajimat o limitu jejich podilu v bodé a, nikoliv b.

13a to tim spie, Ze — jak vime z prvniho semestru — limita jakékoliv funkce v bodé b nezavisi na hodnoté piimo v onom bodg.

14Jako snadné cvicen{ si miizete dok4zat, Ze plati i opaénd implikace, tedy celkem f je spojitd na [a, b) < f je spojitd na [a, d]
pro vSechna d € (a, b).

SMiiZe pochopitelng nastat i oboji. Za pov§imnuti stoji, Ze i v takovém piipadé se miiZe stét, Ze integral konverguje (t&7ko to
vSak budete dokazovat pomoci Véty 1.18). DokaZete zkonstruovat pifklad nezdporné neomezené funkce f spojité na [0, 0o), pro
niz [;° f < 00?
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1.23 Poznamka. Odvod’me zrcadlovou verzi Véty 1.18 pouze s pouZitim verze uz dokdzané (tj. bez
zopakovani dikazu); predpokladejme tedy, ze funkce f, g jsou spojité na (a, b], a € R* a definujme A

rovnici
4 — lim S(x)
xay g(x)”

Pro ilustraci dokaZeme tfeba prvni bod véty; necht’ tedy A € (0, oo) a dokazme, Ze fab f konverguje, pravé
kdyz [ ab g konverguje:

Definujme pomocné funkce f(x) = f(—x) a g(x) = g(—x); ty jsou spojité na [—b, —a), takze pro né
muZeme aplikovat (nezménénou) Vétu 1.18, v niZ roli [a, b) hraje interval [—b, —a). Jest

A€ B ) B €I B
im = lim lim

A G0 T g T g — A S0

Podle Véty 1.18 tedy [~ 7 konverguje, pravé kdyz [~ & konverguje. Jednoduchou substituci oviem
zjistime, Ze
—— [ fwra - [ f

Podobné [ g = fab g. Tim padem fab =/ f konverguje, pravé kdyZ konverguje [eg= fab g, coZ
jsme chtéli dokazat.

i=[ f(—X)dx=‘
b

dt = —dx

1.24 Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujicich integralt:

| % 1 ® Inx
- dx, sm( )dx, dx.
o Sinx 1 x2 o 14+ x2

Reseni. Prvni integrand je funkce f(x) =

ktera je spojita na intervalu (0, 1], ,,problémovy bod*

sin x’
je tedy 0. Vime, Ze funkce sin x se v nule chové stejné jako x; vyjddfeno presné je to zndmou limitou
= 1. Je tedy prirozené srovnavat funkci f s funkci g(x) = <

sin X

limy . =

1
. sinx __ :
Jm =
+ x x—>04 SIn X

=1 € (0,00),

dx
sin X

ovSem diverguje (jak si Ize snadno spocitat). Zavér tedy je, Ze prvni vySetiovany integral diverguje.

a podle Limitniho srovnédvaciho kritéria tedy / 0 konverguje, pravé kdyZ konverguje integrél |, 01 %, ktery

Druhy integral snadno vySetiite pomoci srovnani s funkc1 5; je ziejmé, Ze problémovy bod je tentokrat
pouze oo. Integrdl konverguje. (Pfi vypoctu limity pouZijete Vetu o limité slozené funkce a stejnou zndmou
limitu jako v prvnim piikladé.)

Inx
14+x2°
je tedy nutno vysetfit piislu$nou limitu.'® Lze si ov§em vSimnout, Ze v tomto pifpadé mame problém na obou

Podivejme se podrobnéji na tfeti integral; oznatme f(x) = Jedna z mezi integralu je nekonecnd, a

stranach, nebot’ funkce In x neni definovana v bodé 0 (a integrand tedy nemiiZe byt v bodé nula spojity).
Musime tedy integral rozd€lit na dvé Casti, z nichZ kazdou vySetiime opét pomoci Limitniho srovndvaciho

16Tj. nekoneéno je vidycky ,,problémovy bod*.
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/°° Inx d /1 Inx d +/°° In x q (1.7)
X = X ——dx. .
o 1+ x2 o 1+ x2 N

Prvni scitanec vyfeSime srovndnim s funkei g(x) = In x:

kritéria:

In x

1
lim 11+—xz: lim S =1¢€(0,00).
x>0+ Inx  x—04 1+ x

Jsme tedy v situaci, kdy se oba integraly chovaji stejné; protoze fol In x dx konverguje (jak 1ze snadno
spocist),'” konverguje i prvni s¢itanec vyse.

Druhy scitanec v (1.7) lze vyfesit srovnanim s vhodnou funkci, kterd konverguje, ov§em ,,0 néco hife*
je to kvili logaritmu v Citateli, ktery zptisobuje, Ze integrand sice jde k nule dostatené rychle, ne

3

v 1 .
nez 17375 ) )
ale tak rychle jako —5. Jinymi slovy, srovndnim s — se nic nedozvime; skute¢né

Inx 2
. 1 2 . .
lim +1x = lim - lim Inx =1-00 = o0,
x—00 x—o00 | + x2 x>0
P

takZe podle Véty 12 konvergence | 1°° / implikuje konvergenci [ 1°° g, coZ je ndm k ni¢emu.
Misto toho provedeme srovnéni s funkei g(x) = —7. Integral [, g ,konverguje 0 néco pomaleji*,'®
takZe mame Sanci na dspéch, ktery se skutecné dostavi takto:

. f(x) . x3%Inx . xX32Yx . Inx
lim =lim ——=1lm ——--1lim —=1-0=0,
x—00 g(Xx) x—>o0 | + x2 x—o00 1 4+ x2 x—o00 ﬁ

takZe podle Limitniho srovndvaciho kritéria konvergence || 1°° g (kterd nastdva, jak lze ovéfit snadnym
vypoctem) implikuje konvergenci |’ 1°° f, aidruhy scitanec v rovnosti (1.7) konverguje; konverguje tedy cely
integral. A

P1i vySetfovani konvergence integrdlu v souvislosti s chovanim autonomnich rovnic se ob¢as da s vyhodou
vyuZzit nsledujici

1.25 Lemma.

(i) Necht' g je spojitd a nenulovd na [a,b] C R. Pak

b
/ — konverguje.
a 8

(it) Bud’ g spojitd na [a,b], g > Ona [a,b) a g(b) = 0. Necht’ g’ (b) € R. Pak

— =0
ag

17Vgimnéte si, Ze In x je na (0, 1) zdporn4, takZe striktn& vzato nespliiuje predpoklad Véty 1.18, kterou zde pouzivame. V jedné
z poznamek pod dikazem véty je vysvétleno, Ze to nevadi; sta¢i nim, Ze funkce na tom intervalu neméni znaménko.
13T0 je dano tim, Ze exponent ve jmenovateli je blize k hraniénimu pifpadu exponentu o = 1. Ten je, jak vime, nejvétsi, pro

n&jz integrél [ = dx diverguje.




KAPITOLA 1. ZOBECNENY RIEMANNUYV INTEGRAL 17

Diikaz. Dutikaz prvniho bodu je v podstaté trividlni: protoZe g je spojitd a nenulova, plati totéZipro 1/g —
oboji na intervalu [a, b]. Funkce 1/g je spojitd na [a, b], ma tam tedy Riemanntiv integral (ktery je, jak vime,
vzdy konecny).

Druhou ¢ést lemmatu dokazeme pomoci Limitniho srovnavaciho kritéria; funkci 1/g srovname s funkci
h(x) = 5 (vyuZijeme pfedpoklad g(b) = 0):

. o g(x)—gb) _
lim = lim m ——— =
x—b_ —— x—=>b_ X —b x—>b_ x—b

g_(b),

coZ je (podle predpokladu lemmatu) prvkem R. Podle Limitniho srovndvaciho kritéria tedy kazdopadné plati

implikace
/b 1 , /b dx
— konverguje =
a 8 a X —b

My ale vime (pripadné umime snadno spocitat), Zze druhy z uvedenych integrala diverguje, diverguje tedy i
ten prvni, coZ jsme méli dokdzat. []

konverguje.

1.26 Poznamka. Jako obvykle je dobré si uvédomit, Ze plati i zrcadlova verze bodu (ii) lemmatu. V uvedené
formulaci ,,jsou problémy*“ na okoli bodu b zleva (protoze tam se jmenovatel blizi nule). Druhou moZnost{
by bylo uvazovat situaci, kdy problémy nastdvaji na pravém okoli bodu a. M¢li byste byt schopni sami
napsat presnou formulaci této verze lemmatu. Jak jsme zvykli z jinych podobnych piipadii, nebudeme uz
v konkrétnich prikladech zdiraziiovat, Ze pouZivdme zrcadlovou verzi (budeme to povaZovat za ziejmé).

1.27 Priklad. Pro funkci g(x) = sinx se budeme zajimat o konvergenci integralu foﬂ é. Vime, Ze g ma
vlastni derivaci v obou krajnich bodech 0 i 7 (dokonce na R). Podle Lemmatu 1.25 tedy diverguje dokonce

kazdy z integrali
| T
/ — dx, / — dx,
0 Sin X % Sin X

tim spiSe tak diverguje integral pres cely interval (0, r). Zaroven jsme dostali navod na jesté jednodussi

zpusob feSeni prvniho piikladu v 1.24 (pouze zde mame integral pres (0, 1) misto (O, %) coZ neni podstatny
rozdil).

Podivejme se jesté na piiklad funkce g(x) = /x a integral fol é. ProtozZe g(0) = 0, g/, (0) = oo (jak
zjistime napfiklad lehkym vypoctem z definice derivace), lemma (zrcadlova verze bodu (ii)) ndm nefika
nic. My ovSem vime, Ze v tomto konkrétnim pfipadé integral konverguje, coZ miZeme ovérit prosté tak, Ze
spo¢teme jeho hodnotu. A

1.3 Pripomenuti rad

V prvnim semestru jsme se zabyvali nekone¢nymi ¢iselnymi fadami. Byla ddna posloupnost redlnych ¢isel
{a,}o2, amy jsme formdlni symbol

o0
ay+a+asz+ ..., resp. Zan (1.8)
n=1
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nazyvali (nekonecnou Ciselnou) fadou. Protoze z libovolné posloupnosti mizeme utvorit fadu a z fady
zase posloupnost, z formalniho hlediska mezi obéma pojmy neni rozdil. Dvé rizna znaleni pro stejny
typ matematického objektu zavadime kvili tomu, Ze pfi studiu fad nam jde o néco jiného nez pri studiu
posloupnosti; v praxi se tedy hodi mezi obéma pojmy rozliSovat.

Zatimco u posloupnosti nds obvykle zajimé chovani jednotlivych ¢lenti a zejména pak jeji limita, u fady
se zajimame o soucty jejich C€lend a v limitnim smyslu pak o soucet vsech jejich Clenti. Co presné tim
myslime, vyjadiuje definice sou¢tu nekone¢né fady (1.8): s € R* se nazve jejim souctem, pokud je limitou
souctd Casteénych sy :

N
s= lim sy = lim (a1 +a+...+ay)= lim Y a,.
N —o0 N—o0 N —o0
n=
Soucet fady — pokud existuje — zna¢ime stejnym symbolem jako fadu samu:
oo N
E a, =s = lim E ap
N—o0
n=1 n=
To je drobn4 kolize znaceni, kterd ovsem obvykle nevede k nedorozuménim. '’
Princip tedy je, Ze z posloupnosti a;, a,, as, ... utvofime novou posloupnost — posloupnost ¢4stecnych

souctli — jejiz limita nds bude zajimat:
ai, ay +ap, ay +az +as, ....

Pfi obecném studiu fad jsou tedy dvé podstatné slozky:

e Musime umeét scitat libovolny konecny pocet ¢lenti nasi fady, abychom mohli definovat posloupnost
casteCnych souctl. Cleny fady tedy musi byt obsazeny v néjaké algebraické struktuie s rozumnou
t h ti. Cl dy ted byt ob ké algebraické strukt
bindrni operacf ,,s¢itan{*.?’
e Musime mit rozumnou definici limity posloupnosti; tu aplikujeme na posloupnost ¢aste¢nych souctt, a
dostaneme soucet fady.”!

Jak si jisté vzpomindte, v prvnim semestru jsme se mdlokdy zajimali o konkrétni hodnotu souctu dané
fady; misto toho nés zajimala konvergence a divergence rad:

Rekneme, 7e fada Y02 | an je konvergenini, jestlize jeji soulet existuje a je konelny, tj. jestlize Y - ;.
V opacném pripad¢ fadu oznaCujeme jako divergentni.

Jisté také neni potfeba moc podrobné vysvétlovat, Ze se (ostatné jako vzdy) drzime urcité ,hantyrky*,
kterda ndm usnadiiuje komunikaci, a pritom nevede k nedorozuménim. Napriklad:

e O konvergentni fadé fikame také, Ze konverguje apod.

9Ponékud matoucim diisledkem této kolize je nicméné skuteénost, Ze symbol Y o2 | an md smysl pro libovolnou posloupnost
{an}° ,, tedy i pro takovou, Ze soucet fady Y oo, a neexistuje.

20V nagem piipadé je to t&leso R, pozd&ji viak budeme pracovat i s C, tj. budeme uvazovat fady komplexnich &isel.

21V nagem jde o limitu posloupnosti redlnych &isel, kterou jsme definovali na zac4tku prvniho semestru. Pozdgji definujeme

Vv

limitu posloupnosti v obecnéj$im kontextu, naptiklad i limitu posloupnosti komplexnich ¢isel.
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e Mizeme posouvat pocatecni index, ménit pismenka apod. Je ndm jasné, co rozumime tieba symbolem
[e9) oo 1
Zi=7 bi’ Zn=2 n(n—1) aPOd'

e PiSi-li ) 72, an, € R, mdm tim symbolem na mysli soucet fady, nikoliv fadu samu, kterd pochopitelné
neni prvkem mnoZiny redlnych Cisel.

Vzpomenime nékolik zdkladnich prikladi:

icka f flozlziv uje, ma totiz ény soucet, tj. ff:l;:oo;
Harmonické fada L diverguje, m4 totiZ nekoneény soudet, t 1

Geometrickd fada _-. | ¢" konverguje, pravé kdyZ |¢| < 1. M4 pak soucet Y -2, ¢" = ﬁ;

specidlng, fada Y o2 (—1)" diverguje, protoZe viibec nemd soudet;
e fady ) 77, = nebo Y 2 - konverguji atd.

Velmi struéné jsme se zabyvali také pojmy absolutni a relativni (neabsolutni) konvergence: Rekneme, Ze
fada ) 02 | a, je absolutné konvergenini, jestlize je konvergentni fada > oo | |an|. Rada, kter4 je konvergentni
a neni absolutné konvergentni, se nazyva relativné konvergentni (téZ neabsolutné konvergentni).

Relativné konvergentni fady skute¢né existuji, tento fakt je pfitom obvykle potfeba ovéfit pomoci
néjakého kritéria konvergence. Ne vSechna kritéria se vSak hodi na vySetfovani relativni konvergence; vlastné
jsme v prvnim semestru probrali jen jedno takové, a to kritérium Leibnizovo. Ostatn{ kritéria konvergence,
kterd jsme si uvedli, se tykaji pouze konvergence absolutni (resp. konvergence fad s nezapornymi ¢leny).>

Standardnim piikladem relativné konvergentni fady je

— (—1)"
2

Tato fada konverguje, coz velmi snadno plyne z Leibnizova kritéria konvergence. Nekonverguje ale absolutné,

s o0 =" _ o 1 _ X . . ¥ X < . v v .
nebot’ ) -~ , ‘T) =D n—1,; = 0. Obé tyto informace lze vyslovit soucasné konstatovanim, Ze fada je
relativné konvergentni.

Kromé kritérif konvergence (kterd zde nebudeme opakovat podrobné; kdo chce, muZe si je najit v prvnim
dilu skript) je pripomenout nékolik zakladnich faktd o radach:

e Konvergence fady nezdlezi na prvnich konecné mnoha clenech. (OvSem zdleZi na nich hodnota
pfipadného souctu.)

e Pro«a, B € R plati
o0 o0 o0
Y (@an+Bb))=a) an+ Y b,
n=1 n=1 n=1

m4-li pravd strana rovnosti smysl. (Tj. pokud oba souéty napravo existuji a daji se se&ist.>?)

e Nutnd podminka konvergence fady: Pokud ) 7, a, konverguje, pak lim,_,oc a, = 0. Ale pozor,
opacnd implikace neplati, o ¢emZ sv&dci tfeba Harmonickd fada (kterd diverguje, ,,ackoliv* jeji Cleny
jdou k nule).

22To se tykd srovndvaciho, podilového i odmocninového kritéria, i jejich limitnich verzi. Zmitiovali jsme se také o Raabeovu
kritériu; i to se tykd pouze fad s nezdpornymi Cleny.
2 Miize se stdt, Ze oba soulty existuji, seist se ale nedaji, napf. oo + (—o0).
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e Pokud Y 72 | a, konverguje absolutng, pak konverguje.

1.4 Vztah rady a integralu

Jeden z faktd, které jsme si uvedli bez diikkazu, a pritom jsme je v prvnim semestru hojné vyuzivali, je
nasledujici tvrzeni: Pro @ € R
21
E — konverguje <— a>1
n

n=1

Ackoliv existuje i elementérni dikaz,”* my vyuZijeme toho, Ze uz mame k dispozici teorii integralu, a poddme
mnohem prehledné;jsi a jednodussi dikaz. K tomu pouZijeme nésledujici kritérium konvergence pro fady
s nezdpornymi ¢leny, takzvané Integralni kritérium.

1.4.1 Znovu o Zobecnéném Riemannové integralu

Struc¢né opakovani definice a zdkladnich vlastnosti Zobecnéného Riemannova integralu lze najit v ¢asti 1.2.
Nyni pfedpokladejme, Ze mame spojitou nezapornou funkci f: [1,00) — R a podivejme se na geometricky
vyznam integralu

(ZR)f1 f(t)de. (1.9)

Protoze f = O na[l, 00), je funkce F definovana pro x € [1, co) predpisem

F(x)=/1 f(t)dt

neklesajici. To je intuitivné zfejmé a plyne to napiiklad ze Zdkladni véty kalkulu, kterd (diky predpokladu
spojitosti f) fikd, ze F' = f,atedy F’ = Ona[l, o0), takZe F je na tom intervalu neklesajici. Tim padem
existuje limita®

def.

o0 X
(ZR)/ f()dt = lim / f()dt = lim F(x).
1 X—>00 1 X—>00
Integral (1.9) tedy kazdopadné existuje, neni ov§em jasné, jestli ma kone¢nou hodnotu, nebo je roven
00. Opét se tedy ptame, jestli integral konverguje nebo diverguje. K hledani odpovédi na otazky tohoto typu
(pro rtizné konkrétni integraly) jsme uz dobfe vybaveni: kromé pocetnich metod k urCeni presné hodnoty
nékterych integrali mame také kritéria konvergence integralu z oddilu 1.2.

Geometricka predstava: Nyni se vSak zaméfime na jiny aspekt, a sice na hledani souvislosti mezi
konvergenci integrédlu tvaru (1.9) a jistych nekonecnych fad. Pojd’me si uvédomit, Ze — alespon intuitivné — se
jednd o velmi podobné problémy: geometrickd predstava souctu rady je totiZ stejnd jako predstava hodnoty
integrdlu (1.9):

Bud’ {a,}5% | néjakd posloupnost redlnych c¢isel. Jak vime, formdlné vzato neni takovd posloupnost nic
jiného nez funkce N — R. My si ov§em mtizeme rozsifit definici této funkce na cely interval [1, co) tak, Ze

vvvvvv

25Jak vime, limita monoténni funkce existuje autmaticky.
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hodnota funkce na intervalu [n,n + 1) je a,. Tj. definujeme funkci P : [1,00) — R predpisem

P(x) = an.

x €ln,n+1).

Funkce P je tedy po Castech konstantni, nékdy téZ ,,schodovitd®, funkce.

Y Y
®  posloupnost {a,}5, *— schodovité funkce P
[ ] @0
[ ] [ ] OO
[ ] @0
[ ] @0
[ ] &0
e R e R
1 2 3 4 5 6 7 = 1 2 3 4 5 6 7 T

Obrazek 1.1: Vztah posloupnosti {a, }o>, a pfislusné funkce P.

Vsimnéme si, Ze plocha pod grafem funkce P se sklada z obdélniki o Sifce jedna a vySce dané prislusSnym
¢lenem posloupnosti. Napfiiklad na intervalu [1, 2) ma pfislusny obdélnik vysku a;; plocha tohoto obdélnika
je tedy rovna presn€ a; — a stejné to funguje i1 déle: plocha obdélnika pod grafem funkce P na intervalu
[n,n + 1) je rovna a,. Vidime, Ze je souvislost mezi plochou pod grafem funkce P a souctem a; +a, + .. .
pro libovolné N plati

N N+1 0 oo
> a, :/ P()dr, atedy ) a, =/ P(t)dt.
n=1 1 n=1 1

Pro N = 7 je vySe uvedena rovnost zachycena na obrizku.

Yy
ai

7 8
Z:a,,,:/1 P(t)dt

n=1

ag
*—0

as Qa4

]

PO
Qg
@0 a7

1 2 3 4 5 6 7 8§ <

Obréazek 1.2: Vztah souctu fady a integralu funkce.

Snad se tedy podafilo ukézat, Ze sCitdni nekonecné fady je vlastné specidlni piipad integrace pomoci
Zobecnéného Riemannova integrélu: sta¢i zvolit vhodnou schodovitou funkci.

V tomto ptipadé jsme zacinali s nekonecnou Ciselnou fadu a prevedli ji na funkci; v jistém smyslu je ale
mozno postupovat i naopak, tj. funkci je mozno pftiradit posloupnost (resp. fadu). To obecné nemusi davat
nic rozumného: kdyZ funkci f: [1,00) — R pfifadime posloupnost {a,}7>, definovanou vzorcem

a, = f(n), neN,

(1.10)
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pak tato posloupnost Zidnym zptisobem neodrazi chovani funkce f mezi po sobé jdoucimi pfirozenymi ¢isly,
tj. na intervalech tvaru (n,n + 1), kde n € N. Mezi integrdlem | loo f(t)dt atadou Y 2 | a, tedy nemus{
byt Zddny rozumny vztah.

Funkce f mohla byt ,;schodovita®, v kterémzto piipadé by mezi obéma hodnotami nastala rovnost; také
ale mohla byt napfiklad nulova v kazdém pfirozeném cCisle a mit ,.kopecky‘“ uprostfed. Tieba pro funkci
f(x) = |sin(7rx)| bude posloupnost definovand vzorcem (1.10) konstantni nulovd, nebot” f(n) = 0 pro
viechnan € N. TakZze Y ., an = Y ,o; 0 = 0, zatimco | loo f(t)dt = oo, jak l1ze snadno vidét (integral je
souctem ploch nekone¢n€ mnoha stejné velkych kopeck).

Pokud ale budeme pozadovat, aby funkce f byla monoténni, podobné nezbednosti ji tim znemoZznime a
vztah mezi integrdlem a fadou bude dostatecné tésny. To je obsahem nésledujici véty.

1.4.2 Integralni kritérium konvergence

1.28 Véta (Integralni kritérium). Necht’ f: [1,00) — [0, 00) je libovolnd nerostouct funkce. Potom
o0 o0
Z f(n) konverguje <= (ZR) [ f(x)dx konverguje.
n=1 1

Diuikaz. ProtoZe funkce f je nerostouci a nezdpornd na [1,00), je f(1) = f = Ona[l,o0) (tj. f je navic
omezend), a tedy existuje jeji (obycejny) Riemanniv integral pies libovolny podinterval [a, b] C [1, 00).?°
Vsechny niZe se vyskytujici Riemannovy integraly pfes omezené intervaly tedy existuji.

Z toho, Ze f je nerostouci, ddle samoziejmé dostaneme, Ze je nerostouci na kazdém intervalu tvaru
[n,n 4+ 1], n = 1. Diky tomu pro libovolné n € N plati

Vtenn+1]: f(n)= f(t)= f(n+1),

takze (integraci pres interval [n,n + 1))

n+l1 n+1 n+1
f(n)=/ f(n)dtaf f(t)dt:/ fn+1)dr = f(n+1).

Tyto nerovnosti plati pro vSechna n, takZe nic nebrani tomu, abychom prvnich N z nich secetli (pro libovolné
N € N). Dostaneme

M=

f(n+1), 4.

N
Yrm=Y [ rwuz

n=1 n=1 n

N N+1
IOE BN

Il
-

f(n+1).

M=

1

3
Il
—-
3
Il

Posledni dvojice nerovnosti je — kromé praveé uvedeného jejiho ditkazu — jasné patrnd i z Obrazku 1.3: plocha
pod grafem funkce je shora odhadnuta jednim souctem a zdola odhadnuta posunutym souctem, v némz
prvni (nejvétsi) ¢len odstranime a pridame jeden ¢len nasledujici. ProtoZe jsme tyto nerovnosti dokazali pro

26Ve druhém semestru jsme si dokazali dvé riizné postacujici podminky pro existenci Riemannova integralu f pies interval
[a, b]: Castéji pouzivanou (a) spojitost [ na [a, b], ale také (b) monotonii a omezenost f na [a, b].
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Yy . 00
"@#(2) fatada )~ f(n)

' fatada > o, f(n+1)
1(3) f(2)l

1 2 3 4 5 6 7 877 12 '3 4 5 6 7

Obrézek 1.3: Horni odhad integrdlu fadou a naopak.

libovolné N € N, plati pro vSechna N € N. Mtzeme tedy zkusit vypocitat limity pro N — oo posloupnosti

o0

N o0 N+1 oo N
{Zf@)} , {/1 f(t)dt} a {Zf(nJr 1)} . (1.11)

N=1 N=1 N=1

Pokud tyto limity existuji, spliiuji podle trividlniho tvrzeni¢ka z prvniho semestru tytéZ nerovnosti jako jejich
N -té &leny. Prozatim pfedpoklddejme, Ze limity a také integral | 100 f opravdu existuji. Pak tedy plati*’

N

N+1 N
: S S :
lim E f(n) = Nh_rgo /1 f(t)dt = Nh_r)réQ nEZI f(n+1), 4.

N—o0 =
> fm) zf f@O)dt =) fn+1).
n=1 1 n=1

Posledni uvedend dvojice nerovnosti ihned ddva poZadovany vysledek: Pokud Y 72, f(n) < oo, pak i
/ 1°° f()dt < oo, a jedna implikace je dokdzana. Naopak, pokud | 1°° f(t)dt < oo, pak (podle druhé
nerovnosti vyse) jest Y oo, f(n+1) < oo, tedyiy oo, f(n) = f(1)+ Y 72, f(n+1) < co. Dikaz tedy
bude kompletni v okamZiku, kdy ov&fime existenci limit posloupnosti z (1.11) a existenci integralu |, 1°° f.

Ovéfme nejprve existenci limity prvni a tfeti uvedené posloupnosti (tyto limity jsou soucty prislus-
nych fad): ProtoZe funkce f je podle predpokladu nezdporn4, je jasné, Ze obé zminéné posloupnosti jsou
neklesajici,”® a majf tedy limity (at’ uZ vlastni, nebo nevlastn).

Zbyva ovéfit existenci limity prostiedni uvedené posloupnosti, resp. celého integralu. Uvazujme obvyklou
funkci F: [1,00) — R definovanou predpisem

F(x) = /1 @) dr.

Podobné jako v diikazu Véty 1.15 si uvédomime, Ze F je neklesajici,”” z &ehoZ ihned odvodime existenci

2"Fakt, 7e limita prostfedni posloupnosti ,.&dsteénych integrdld* je skute¢né uvedeny integril, je dokdzén v z4véru diikazu
pomoci Heineho véty.

2PFicitdme dal¥f a dalii nezdpornd &isla, takze Cdste¢né soudty se nikdy nezmensi.

2Kdybychom z predpokladti v&déli, Ze f je navic spojitd, mohli bychom pouZit argument z ,,opakovaci &asti 1.4.1: diky
spojitosti f* bychom totiZ ze Zdkladni véty kalkulu dostali rovnost F' = f. ProtoZe f = 0, tj. F’' = f je nezdporn4, je tedy F
neklesajici. Spojitost f vSak neni mezi pfedpoklady integralniho kritéria, takZe ZVK nelze takto pouZit.
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integrélu || 1°° f . Skutecné, méjme libovolné dva body x, y € [1,00) = Dr anecht x < y; pak

Foy-r [Cr- =120

protoZe integrand f je nezdporny a x < y. Dostali jsme tedy nerovnost F(y) — F(x) = 0, ekvivalentné
F(x) < F(y), takze F skutecné je neklesajici.
My ale vime, Ze monoténni funkce vZdy mé limitu, existuje tedy integral

(ZR)/lOo f(t)dt = xh—>n30 /1x f@)dt = xli_)lgo F(x).

To je skoro vSe, co jsme potiebovali. Ale pozor, potfebujeme dokdzat existenci limity posloupnosti:

N+1
lim f(@)dt = lim F(N +1).
N—o00

N—o0 1

Z Heineho véty, kterd d4va do souvislosti limitu funkce a limitu posloupnosti, oviem ihned plyne,* Ze

o
lim F(N +1)'Z lim F(x) :f F()dr.
N—o0 X—>00 1

Tim je diikaz Integralniho kritéria dokoncen. [

1.29 Disledek. Necht o € R. Pak Y oo, -% konverguje, pravé kdy? a > 1.

=1 po

Diikaz. Dikaz je piimocarou aplikaci predchozi véty. Na rozdil od nekonecné fady, u prislusného integrilu
jsme schopni spocitat jeho pfesnou hodnotu; ukdze se, Ze je tato hodnota kone¢nd pravé tehdy, kdyz o > 1:
. o R . . o2 . oo 1 _
Nejprve se podivejme na specidlni piipad, kdy o« = 1, tj. zajimdme se o konvergenci fady ) -, o=
>, %, tj. harmonické fady. Divergenci této fady jsme dokazali uz diive jinym zpiisobem; nyni ji dokdZeme
znovu pomoci integralniho kritéria, které aplikujeme na funkci f(x) = 1. Funkce f je na intervalu [1, o0)
nerostouci (dokonce klesajici) a ma tam kladné hodnoty, spliiuje tedy predpoklady kritéria, a to ndm tak fik4,

ze

o0

o0 [e.e]
1
f konverguje & E f(n) = E — konverguje.
[ n=1 n

n=1

Stacf tedy vySetfit konvergenci integralu || 1°° f, coz provedeme tak, Ze spocitdme jeho pfesnou hodnotu:

[ele} o0 dx
/ f:/ — =[Inx]{° = lim Inx —In1 = oo.
1 1 X X—>00

oo 1 31
n=1n"

Vysetiivse piipad o = 1, predpokladejme nyni opak, tj. Ze o # 1. Je zfejmé, Ze k vySetieni konvergence
fady > 07, ,%a pomoci integralniho kritéria je vhodné pouzit funkci f(x) = xio,, kterd je monotdnni a kladna

Integrél tedy diverguje, a podle vySe uvedené ekvivalence tedy diverguje i fada )

Do funkce F zde dosazujeme za x posloupnost {N + 1}%7 =, kterd jde do nekonecna. Tim je ovéfena podminka ,,(H1)*;
podminka ,,(H2)* z Heineho véty je v piipad€ limity v nekonecnu splnéna trividlné. Zopakujte si Heineho vétu a pfesvédcCte se, Ze
je zde pouZita korektnim zptisobem.

3'Mzme tedy novy a tipIné jiny diikaz zndmé skutecnosti, Ze harmonicka fada je divergentn.
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na [1, oo].*? Pocitejme tedy integral:

*d o 1= 100 1 0o, jelil—a >0,
/ —x=/ xrdr =[S —]" = (fim x'=—1) = Je
1 X 1 l—adt T—ax—oo =l jelil—a <0.

Vidime tedy, Ze uvazovany integral je (po zapocCteni piipadu @ = 1, kdy diverguje), konvergentni prave tehdy,
kdyZz 1 — o < 0 (v opatném pripadé jsme zjistili, Ze diverguje), tj., pravé kdyz o > 1. Podle integralniho
kritéria, které je forumlovéno jako ekvivalence, tedy fada Y oo, n% konverguje ptesné v tychz piipadech, tj.,
pravé kdyz o > 1, a dikaz je hotov. []
1.30 Poznamka. Predpokladem Véty 1.28 je, Ze funkce f: [1, 00) — [0c0) je nerostouci. To je pomérné
konkrétni situace, kterd zahrnuje tfi rizné predpoklady: (a) funkce je definovdna na intervalu [1, co),
(b) funkce je nezdapornd, (c) funkce je nerostouci. Je asi patrné, Ze véta se da zobecnit vzhledem ke vSem
témto predpokladiim. Ve vétsin¢€ takovych piipadl ¢inime tichou dohodu, Ze jsme opravnéni pouZivat
modifikovanou verzi véty, aniZ bychom explicitné podali ditkaz pro novou situaci. Bylo by samozfejmé mozné
vétu formulovat zcela obecné, abychom se vyhnuli nutnosti se takto domlouvat, to by v§ak mnohdy znamenalo
pritomnost mnoha parametrt navic vyskytujicich se ve formulaci obecné verze véty. V matematické kultute
je zcela standardni postup ve vhodnych piipadech zformulovat jednodussi (byt’ méné obecnou) verzi s tim,
Ze trivialni zobecnéni si Ctendf podle potieby umi dokdzat sim. V tomto konkrétnim piipad¢€ se podivame,

jak vySe uvedené predpoklady mizZeme zobecnit.

(a) Reknéme, Ze pomoci integralniho kritéria chceme vysetiit konvergenci fady >, ﬁ. Pfirozené se

s s v s . . N . 2, o0 . v_ s
nabizi pouzit funkci f definovanou jako f(x) = ﬁ a spocitat integral [~ f. (Ten vyjde nekonecny,
takze bychom radi vyslovili zavér, Ze dand fada diverguje.) PotiZ je v tom, Ze tato funkce nespliiuje

predpoklady: neni definovana na [1, 00).

Intuitivné je ale zcela zfejmé, Ze ona ,,1 “ nehraje diileZitou roli; véta by platila Gplné stejné, kdybychom
ji nahradili sedmickou a dikaz by byl zcela analogicky. Dostali bychom tak ,,posunutou verzi‘
Véty 1.28.

3

(b) Podstatou predpokladu nezdpornosti je, Ze funkce nemiiZe ,,ménit znaménko“. Stejné dobfe bychom
mohli dokdzat podobnou vétu, v niZ bychom misto nezdpornosti predpokladali nekladnost. Dokonce
by stacilo predpokladat, Ze je funkce nezdporna ,,az od jistého x(*. V praxi takové priklady snadno
rozpozndme a miZeme bez obav pouzit integralni kritérium i na né.

(c) Zalezi jen na tom, aby funkce byla monoténni, neni potfeba znat konkrétni smér. Budeme-li se
drzet predpokladu nezapornosti f, pak ta zajimava (netrivialni) situace nastava ve chvili, kdy f je
nerostouci. V piipadé, Ze by byla neklesajici, tvrzeni véty by ovSem platilo také; pak totiz ihned vidime
z obrazku (predstavte si ho!), Ze integral i fada jsou divergentni (s vyjimkou pfipadu, kdy f = 0 na
[1,00)).

Pokud bychom tedy chtéli zformulovat novou verzi véty, kterd je zobecnénd ve vSech trech vySe probranych
smyslech, mohlo by to vypadat napitiklad néjak takto:

32Je ovsem nerostouct, jak se 7ad4 v predpokladech integrélniho kritéria, pouze pokud a > 0; pokud ale o < 0, je divergence
vySetfované fady zfejma. A to napiiklad kvuli nesplnéni nutné podminky konvergence: pro o < 0 je limita lim,— o ,,La rizna
od nuly, a fada ) >, nla tedy nemize konvergovat. Nenf ale pfili§ dilezité tuto véc explicitné konstatovat v dikazu, protoze

integralni kritérium plati i tehdy, kdyZ v jeho pfedpokladech nahradime slovo ,nerostouci* slovem ,,monoténni*. To ov§em
znamend, Ze pomoci integrdlniho kritéria jsme opravnéni vysetfovat i piipad o < 0.
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Necht' K € 7, xo € R, K < x¢ a monotonni funkce f: [K,o0) — R je bud’to nezdpornd na [xq, 00)
nebo nekladnd na [xg, 00) (1. ,,0d xo ddl neméni znaménko ). Pak

e 0o
Z f(n) konverguje <= (ZR) / f(x)dx konverguje.
n=K K



Kapitola 2

Obycejné diferencialni rovnice

2.1 Uvod

Diferencidlni rovnice je takova rovnice, ve které neznamou je funkce a ve které se vyskytuje kromé funkce
samotné také jeji derivace (tfeba 1 vySSiho fddu). Neznamou (hledanou) funkci budeme obvykle znacit
pismenkem y a za proménnou této funkce obvykle zvolime x. Proménnou x miZeme, ale nemusime,
explicitné naznacit — z toho vyplyvaji dva rtizné zapisy pro kazdou rovnici (viz seznam prikladi niZe).
Podivejme se na nékolik piikladl diferencialnich rovnic:

(D) y' =1+ resp. Yi(x) =1+ ()%
2 y"+y=0, resp. y'(x) + y(x) = 0;

3) ¥y =1+0"% resp. Y'(@)y(x) =1+ ')
“4) y = h{%, resp. y'(x) = %;
Sy +2=x% resp. y'(x) + @ = x2.

Tyto rovnice jsou pomérné riiznorodé, minimalné jedno vSak maji vSechny spole¢né, a sice fakt, Ze
hledanou funkci je funkce jediné proménné — takové rovnice nazyvame obycejné diferencidlni rovnice. Lze
si ovSem predstavit i rovnice, ve kterych vystupuji funkce vice proménnych; pokud v néjaké takové rovnici
vystupuje kromé& funkce samotné také néjaka jeji parcidlni derivace (viz déle), pak hovotime o parcidlni
diferencidlni rovnici (PDR). Neni asi prekvapujici, Ze PDR jsou v néjakém smyslu komplikované;jsi nez
ODR, a dava tedy smysl zacit studium diferencidlnich rovnic prave t€mi obycejnymi.

V této kapitole se obycejné diferencidlni rovnice naucime klasifikovat a nékteré typy se naucime resit.
Hned na zacédtku tedy ddva smysl se ptét, co to znamend diferencidlni rovnici vyfesit; zjednoduSend odpovéd’
je, Ze to znamena najit (vSechna) feSeni. A co je to feSeni diferencidlni rovnice? Jak uz bylo feceno, ptijde
vzdy o néjakou funkci, a to konkrétné takovou, kterd splituje danou rovnici po dosazeni libovolného x
z jistého intervalu /; hovofime pak o feSeni rovnice na tomto intervalu /. K pojmu feSenf se jesté vratime,
necekejte ovSem, Ze by vds podrobnéjsi vyklad o tomto pojmu né€jak zvIast’ prekvapil: intuitivné je to jasné.

Prikladem feSeni rovnice (2) naSeho seznamu je tfeba funkce y(x) = sin x na R. Skute¢né, dosadime-li
do rovnice sin x za y a (jak je to nutné) (sinx)” = —sinx za y”, dostaneme

—sinx + sinx = 0,

27
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coz skute¢né plati pro libovolné x € R — jde tedy opravdu o feSeni na R. Podobné ov§em miZete ovéfit, Ze
feSenim téZe rovnice je také y(x) = cos x nebo tfeba y(x) = —sinx + 17 cos x.

2.1 Priklad. Jedna z nejjednodussich rovnic, jejiz jedno netrividlni feSeni kazdy zn4, je

y=y. 2.1)

Rovnice ndm tikd, Ze hledand funkce y je rovna svoji derivaci; nasim cilem muZe byt néjakou takovou funkci
najit (v idedlnim pripadé pak vSechny takové).

MuzZeme si v§Simnout, Ze jedna funkce spliiujici tuto podminku je konstantni nulova funkce: Dosazenim
konstantni nuly dostdvame (0) = 0, coZ skute¢né plati, nebot’ derivace konstantni funkce je nula. Toto
feSeni vSak jen obtizné proddme jako ,,netrividlni*. Je zvykem pouZivat v tomto ptipadé€ termin staciondrni
FeSeni — tak budeme oznaCovat libovolné konstantni feSenf diferencidlni rovnice.'

Jiné feseni — a zajimavéjsi — feSeni nasi rovnice je funkce y(x) = e* na R. Opravdu, dosadime-li za y
exponencidlu, dostaneme

(eX)/ — ex’

coz, jak dobfe vime, skutecné plati pro vSechna x € R. Dals$i moZnosti je tieba y(x) = —13e*. Je vlastné
vidét, Ze pro libovolnou konstantu C € R (tfeba pro 0, 1 nebo —13) je funkce

y(x) = Ce” (2.2)

feSenim nasi rovnice. (Pozdéji uvidime, Ze tohoto tvaru jsou ve skutecnosti vSechna feSeni (2.1).)

Vidime, Ze feSeni existuje nekone¢né mnoho (pro kazdé C € R jedno feSeni definované na R). Zadani
ulohy je ale moZné upfesnit udanim dalsich poZadavki na hledané feSeni. Standardnim zptisobem je zadat
tak zvanou pocdtecni podminku, tj. poZzadavek typu

y(x0) = yo.

Hleddme pak takové resSeni rovnice (2.1), které ma hodnotu v bodé xo rovnou y,. Toho 1ze obvykle dosdhnout
dosazenim pocatecni podminky do obecného tvaru feSeni, v naSem piipadé€ tedy do (2.2) dosadime x, za
X a yo za y; obdrZzime rovnost ¢isel (nebot’ zicastnéné funkce byly vyhodnoceny v bodé€ x() ve které
ovSem naddle figuruje parametr C. Toto C tedy interpretujeme jako nezndmou v obycejné ¢iselné rovnici
a vypocitame ho. Tim dostaneme uz konkrétni feSeni nasi rovnice, a to takové, které spliiuje pocate¢ni
podminku y(x¢) = Y.

Aby to bylo jasnéjsi, podivejme se na priklad s konkrétnimi Cisly: UvaZujme tfeba pocateCni podminku

y() =12 (2.3)

hleddme tedy takovou konstantu C, Ze ji piislusné feSeni y(x) = Ce* md v bodé¢ x = 1 hodnotu y = 2. To
jest, festme Ciselnou rovnici s nezndmou C':

y(1) = C -e', tojest,podle (2.3), 2=C -e.

'U nékterych rovnice nemusi samoziejmé existovat z4dné stacionarni feSeni; v jinych pifpadech jich naopak mize byt i
nekonec¢né mnoho.
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Vidime tedy, ze C = %, a feSeni spliiujici pocateéni podminku (2.3) je tedy

2
y(x)=--e". A
e

2.2 Poznamka (Co tedy miiZeme popsat pomoci diferencidlnich rovnic?). Velmi Casto se jedna o vyvoj
hodnoty néjaké veliCiny (tfeba velikosti populace nebo ceny néjakého zbozi) v zdvislosti na Case. Zde
samoziejmé onu veli¢inu interpretujeme jako zdvisle proménnou, zatimco nezavisle proménnd je Cas;
hovotime tedy o funkci. Jsme-li tedy postaveni pred otdzku, jak se v budoucnu bude vyvijet jista populace,
dava smysl hledat funkci, kterd udava velikost populace v daném case.

V praxi pak feSeni takové tlohy vypadad tak, Ze nejprve najdeme rovnici, kterd podle naseho ndzoru odraZzi
zakony, kterymi se velikost studované veliCiny fidi, a pak tuto rovnici fesSime. Obvykle timto zplisobem
dostaneme néjakou diferencidlni rovnici.

Napiiklad pri studiu velikosti populace miizeme vychazet z celkem smysluplného predpokladu, Ze ¢im
veétsi populace, tim rychlejsi rozmnoZovani. To jest, rychlost zmény (rtistu) populace je pfimo imérna
velikosti této populace. Oznacime-li tuto velikost v ¢ase ¢ symbolem y (¢), pfedchozi véta se d4 prelozit
takto:

y=a-y, resp. y(t)=a-y(),

kde a € R je parametr souvisejici s tim, jak rychle se studovany druh rozmnoZuje (ten musime urcit piipad
od pripadu). Tento model popula¢niho ristu tedy v fe¢i matematiky vyjadiuje nam intuitivné ziejmy fakt, Ze
¢im vetsi populace, tim vétsi je potencidl pro rozmnozovani, a tedy rychlost rdstu této populace.
Uvedeny populacni model (tzv. Malthustiv popula¢ni model) jist€ mé svd omezen{; jeho feSenim jsou
funkce tvaru
y(x) = Ce,

kde C € R je konstanta (podobné jako v piiklady vyse), kterd v tomto piipadé souvisi s ,,pocatecni velikosti‘
nasi populace (tj. s velikosti populace v né¢jakém momenté, kdy zndme jeji velikost, a od n€jZ déal nds zajima
budouci vyvoj). Vidime, Ze velikost populace s Casem roste exponencidlné (pokud a > 0), coz patrné nemiize
pokraCovat do nekonecna, nebot’ ve vSech znamych praktickych situacich mame pro tuto populaci jen
omezené mnoZstvi zdrojl (energie, prostor...). Toto omezeni bere v tivahu tak zvany Logisticky populacni
model (k nému se jesté¢ dostaneme v textu nize). Lze tedy oCekdvat, Ze ndS model bude redlnou situaci
popisovat relativné dobie v kraitkodobém horizontu, ale v horizontu dlouhodobéjsim se bude vice a vice
odchylovat od reality.

Hledéni nejvhodnéj$itho modelu vSak Casto neni otdzka pro matematika; naSim tukolem je reSit danou
rovnici (model). Do jaké miry tato rovnice souvisi s realitou se fe$i v piislusnych védnich oborech; asi ve
vSech piipadech pritom plati, Ze model predstavuje jen néjakou aproximaci skute¢nosti; odrazi jen nékteré
jeji aspekty, a to ne stoprocentné presné. Obvykle vSak lze najit takovy model, ktery dostateCné presné
(v zavislosti na kontextu) danou situaci popisuje.

Za zminku stoji, Ze libovolnd populace sestava z celo¢iselného poctu jedinci, a je tedy striktné vzato
nesmysl ji popisovat pomoci funkce jako exponencidla, kterd mize nabyvat necelo¢iselnych hodnot. Ve
vétsing pifpadi je ale populace tak velkd, Ze tato nepfesnost miiZe byt zanedbéna.’

T¥eba u zminéného Malthusova populaéniho modelu neni problém v tom, Ze dava i necelo&iselné podty jedinci, ale v tom, Ze
predpovidd neomezeny rist: nepfesnost plynouci z tohoto faktu je (alesponl pro dostate¢né velké populace, kde nim napiiklad staci

vvvvvv
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2.3 Poznamka (Proc fesit DR?). MtiZzeme se nyni ptat, pro¢ bychom méli fesit diferencidlni rovnici misto
toho, abychom prosté rovnou popsali studovanou veli¢inu funkci (tfeba vyvoj velikosti populace miiZzeme
popsat funkci, jejiz proménnd je Cas).

Odpovéd’ na tuto otazku je v samotné povaze piirodnich zdkont. Ty totiz vétSinou funguji tak, Ze jsme
schopni popisovat, které veliCiny a kratkodobé zmény téchto veli€in jsou si imérné, ale neumime a priori
popsat chovéni t&chto veli¢in v dlouhodob&jsim ¢asovém ramci.’

Vratime-li se k naSemu prikladu s populaci, miiZeme si uvédomit, Ze v nejjednodussim piipade (kdy
zanedbdavame vétsinu redlnych vlivil na velikost populace ptsobicich) je ,,rychlost ristu® této populace
pfimo umérna jeji velikosti. Tato jednoducha tuvaha tedy vede na diferencidlni rovnici

P'(t) = C- P(),

kde P(t) je velikost populace v Case t a P’(t) je tim padem rychlost ristu (¢asova zména) této populace (a
C je konstanta souvisejici napt. s rychlosti rozmnoZovéani). Tento jednoduchy vztah je intuitivni; a priori
z n¢j ovSem nenf jasné, jak pfesné vypadd hodnota funkce P v libovolném cCase .

Kdyby bylo jednoduché napsat rovnou piedpis pro funkci, kterou se dand veliina fidi, velka cCast
matematiky by viibec nebyla potieba. Treba v predchozim piikladé s ristem populace je ndm intuitivné jasné,
Ze ¢im vétsi populace, tim rychlejsi jeji rlist, a tedy rychlost ristu se bude zvétSovat. UZ ovSem viibec neni
jasné, pujde-li o riist exponencidlni (jak tomu skutecné je), nebo napiiklad kvadraticky (kvadraticka funkce
prece také ,roste ¢im dal tim rychleji®).

Obvykle se tedy nachdzime v situaci, kdy jsme schopni relativné dobte popsat krdtkodobé nebo lokdlni
chovéni naSich veli¢in a chceme si udé€lat co nejpresnéjsi predstavu o jejich chovani dlouhodobém nebo
globdlnim.

Déme-li dohromady dostate¢ny pocet kratkych c¢asovych intervald (o nichz podle predpokladu vime
dost), dostaneme interval dlouhy. Tato pfedstava pfipomind ideu urcitého integralu: jsme schopni secist
(zintegrovat) spoustu uzouckych sloupeckii pod grafem funkce. Z diivodu této analogie (a také z diivodu
zpusobu feseni, ktery obvykle zahrnuje integraci) se nékdy misto ,,fesit rovnici‘ fikd ,,integrovat rovnici®.
Informaci o dlouhodobém chovani studované veliCiny poskladdme (zintegrujeme) z infinitesimalnich kouskd.

2.1.1 Uhlikova metoda datovani

Voev o

Nez se podivame na sloZitéjsi diferencidlni rovnice a na jejich klasifikaci, pojd’'me se podivat na jeden
klasicky prakticky ptiklad, jimz je uhlikovd metoda datovéni. To je v archeologii a pfibuznych oborech
standardni metoda slouzici k odhadim stéif fosilnich (a jinych) nalezu.

Uhlikova metoda datovéni je zaloZena na skutecnosti, Ze v naSem prostiedi se pfirozené vyskytuji (kromé
jinych) nasledujici dva izotopy uhliku, a to 12C a *C, pii¢emz prvni z nich, 12C, je stabilni* a pfedstavuje
drtivou vétSinu uhliku v pifrodé. Druhy izotop, '#C, je mirn& radioaktivni, tj. rozpad4 se na niZ3i izotopy
dostatené rychle na to, aby to bylo méfitelné. Radioaktivni uhlik *C vznikd v atmosféfe piisobenim
kosmickych zafeni z dusiku. Zivé organismy tedy skrze proces dychani do sebe nasévaji '*C (vdzany v &ésti
oxidu uhlic¢itého ve vzduchu), a tento uhlik zlstava v jejich télech i po jejich smrti; od toho momentu uhlik
14C (nahromadény napiiklad v kostech apod.) podléhd rozpadu. Ve fosilnich nélezech kosti nasich piedki

3Toto plati i v jinych pfipadech, kdy nasi proménnou neni &as, nybrz napiiklad prostor, a my popisujeme tfeba silové pole —
tfeba to, jak4 sila pisobi na nabitou Castici v daném bod¢ prostoru.
“Tj. téméf nedochdzi ke §tépent jeho jader, a jeho mnoZstvi je v Case — i v fadu miliard let — taktka konstantn.
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je tedy méné '*C neZ v nasich vlastnich. A protoze '*C ubyv4 ndm zndmou rychlosti, jsme schopni pravé
z mnozstvi zbyvajictho '*C odhadnout staff ndlezu.

2.2 Ruzné typy diferencialnich rovnic
Nasleduje (neuplny) seznam riznych ¢lenéni rovnic:

e Obycejné diferencidlni rovnice (nezndmou je funkce jedné proménné) nebo parcidlni diferencidlni
rovnice (neznamou je funkce vice proménnych);

e Clen&ni podle Fddu rovnice: ¥ad rovnice je ¥4d nejvysii derivace, kterd se v rovnici vyskytuje. Rovnice
(1), (4) a (5) v tvodu této kapitoly jsou prvniho tadu, zbylé dvé jsou druhého fadu.

e Linedrni rovnice nebo nelinedrni rovnice: Linedrnim rovnicim, které jsou ovSem dosti specidlni,
vénujeme samostatny oddil; v ném je také podrobné vysvétleno, o co presné se jednd. Neptesné feCeno
se jednd o rovnice, které ,,se chovaji linedrné vzhledem k feSenim*, takZe feSeni tvofi n¢jaky linedrni
(vektorovy) prostor. Nelinedrni rovnice jsou pak vSechny rovnice, které nejsou linedrni.

e Existuji dalsi specidlni podkategorie obycejnych diferencidlnich rovnic. My se zaméfime zejména na
tzv. autonomni diferencidlni rovnice a obecnéji na rovnice se separovanymi proménnymi; existuje vSak
rada dalsich specidlnich pfipadi s prislusnymi metodami feSeni. Jesté jeden typ rovnic jsou rovnice,
které se nékdy nazyvaji trividlni; jejich feSeni neni nic jiného nez hledani primitivni funkce (tj. neurcity
integrél), a vlastné uZz je tedy zndme z druhého semestru.

766

Kromé toho se muZete setkat s ilohami s pocateéni podminkou a bez nf (toto ,,déleni* v§ak nesouvisi ani
tak s typem rovnice, jako spiSe s pozadavky zaddvajiciho).

Drtive nez podrobnéji vysvétlime nékteré zdkladni pojmy a vysledky obecné teorie diferencidlnich rovnic
(a také nékteré metody feSeni), podivejme se na dva relativné jednoduché piipady:’

(i) trividlni DR jsou tvaru y’ = h(x); tfeba y’ = 2x (feSenim je y(x) = x2);

(ii) autonomni DR jsou tvaru y’ = g(y); tieba rovnice (1) z Uvodu.

Trivialni DR  jsou rovnice tvaru
y' = h(x), resp. y'(x) = h(x). 2.4)

Prava strana této rovnice tedy zavisi pouze na x, explicitné nezavisi na y.
Hledat funkci y takovou, Ze plati y'(x) = h(x) neznamena nic jiného neZ hledat primitivni funkci k 4.
Skutecné, necht’

/h(x) dx = H(x).

To je ovSem jen jiny zapis pro H'(x) = h(x), tj. jde jen o jiny zptsob jak zapsat, Ze H je feSeni rovnice
(2.4). Libovolna primitivni funkce k / je tedy feSenim.

SViechny piipadné nejasnosti, napiiklad ohledn& pojmii jako feSeni rovnice, by se mély vyjasnit niZe v oddilu o obecné teorii
DR.
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Jsme pfitom zvykli, Ze primitivni funkci hleddme (tj. poCitdme neurcity integrdl) vZdy na néjakém
(otevieném) intervalu; to je v souladu s tim, co se dozvime o feSeni diferencidlni rovnice: vZdy totiZ musime
udat, na jakém intervalu se o feSeni jednd, a tento interval bude vZdy otevieny. VyluCujeme tedy pripady,
kdy by v defini¢nim oboru feseni ,,byla dira* (vadi ndm i jediny ,,chybéjici bod*).

Pripomenime si nyni disledek Zakladni véty kalkulu, ndm jiZ zndmy z druhého semestru.

Je-li f spojitd na (a,b), pak f md na (a,b) primitivni funkci. Je-li xo € (a, b) libovolny bod, pak
prikladem primitivni funkce k f na (a, b) je

X
F(x) = / f(%)dx.
X0
Pripomenime si také roli proménné: v uvedeném vyjadieni funkce F(x) proménnd x nevystupuje uvnitf
integrédlu, nybrZ jakozto horni mez tohoto integrdlu. Hlavni véc, ve které se uvedené tvrzeni od samotné
Zakladni véty kalkulu (tak, jak jsme si ji zformulovali v druhém semestru) spo¢iva v tom, Ze zde mame misto
uzavieného intervalu interval otevieny. Tvrzeni plati i pro polouzaviené intervaly, to nds ovSem momentalné
nezajima, protoze diferencidlni rovnice budeme fesit pouze na intervalech otevienych.
Z uvedeného tvrzeni snadno dostaneme nasledujici vétu.

2.4 Véta. Necht’ f je spojitd na intervalu (a,b) C R (a,b € R*), xo € (a, b). Potom iiloha s pocdtecni
podminkou
y'=f(x),  y(x0) = yo

md na intervalu (a, b) feseni
X

y(x) = yo -l—/ f(fc) dx.

X0

Diikaz. Podle Zéakladni véty kalkulu plati

%(yo-i-/xxf):f-

0
Oznacime-li tedy

F(X)=yo+/x:ﬁ

pak F'(x) = f(x) pro vSechna x € (a, b), tj. F spliiuje danou rovnici. Podle definice (urcity integral pies
degenerovany interval [xo, Xo] je nulovy) navic plati, Ze |, ;; ¢ f =0,atedy F(xo) = yo + 0. O

2.5 Priklad. Jaka je rovnice kiivky se sklonem
x + 10sin x,

kterd prochdzi bodem (7, 0) € R2?
Reseni. Uloha je naschvil vyjadiena ponékud enigmaticky. Ve skutenosti nejde o nic jiného neZ o feseni
rovnice ' = x 4+ 10sinx, v druhé Casti dlohy navic s pocatecni podminkou y () = 0. (Graf feSeni y
ma prochazet bodem (7, 0), coz znamend presné to samé, jako Ze hodnota tohoto feSeni v bodé = je 0, tj.
y(m) =0)

Vypocet lze provést tplné jednoduse: protoZe se jednd o trividlni diferencidlni rovnici (tj. prava strana
nezdvisi na y), staci prosté najit primitivni funkci k x 4+ 10 sin x a ta bude hledanym feSenim. (Obecné feSeni
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se z ni stane, kdyZ ji obohatime o integra¢ni konstantu, kterd miize nabyvat jakékoliv hodnoty.) Vypocitime

tedy neurcity integral:
2

(x + 10sinx) dx = % — 10cos x,

tj. obecné feseni je tvaru
2

y(x) = % —10cosx + C, kdeC €R.
Nyni mtizeme zohlednit pocatecni podminku; ma platit:

w2 w2
O=y(n):7—10cosn+C=7+10+C,

2

takZze C = —%- — 10 a hledané feSenf spliiujici po¢itecni podminku y () = 0 je tedy
x2 w2
=——10 ———10. A
y(x) > COS X >

Alternativni FeSeni ulohy s pocatecni podminkou spoc¢ivad v pifimé aplikaci Zdkladni véty kalkulu,
respektive véty vyse. Podle této véty plati, Ze hledané feSeni je

X X
y(x) =yo—|—/ f()?)d)?zO—l—/ ()~c+IOSin()~c))d)Z
X0 E

~2 x 2 2

=[x——1()cos(5c)] — X 10cosx — = —10. A
2 n 2 2

Autonomni DR jsou rovnice tvaru
Y=gk, resp.  y'(x)=gx). (2.5)

YR ARA

Postup pti hleddni feSeni je pfimocary: Staci rovnici vydélit jeji pravou stranou a pak (s pomoci véty
o substituci, kterou ov§em obvykle ani nezminiujeme) spocitat integrél na levé strané: rovnici

yx)y _ y'(x)dx
@) 1 integrovat podle x: /—g(y(x)) = / 1dx.

Na vznikly integrdl pouZijeme substituci y(x) = y, y'(x)dx = dy,° ¢imZ dostaneme

d
/ (_y) =x + C, kde C € R je integracni konstanta.
g

Uvedeny postup je obecny a musime si dit pozor na jedinou véc: nulové body funkce g; ty totiZ zpisobi, Ze
déleni rovnice funkci g () neni ekvivalentni dprava. Tento problém Ize obejit tak, Ze nulové body funkce g,

které odpovidaji staciondrnim feSenim rovnice, vySetiime zvlast'’. V zdsadé tak jde predevSim o to, jestli
umime vypocitat integral | %.
Prijemnou vlastnosti autonomnich rovnic je také to, Ze jsme Casto schopni ziskat celkem dobrou predstavu

%Novou integra¢ni proménnou zna¢ime opét y, coZ je sice uréitd kolize znaceni, k nedorozuméni ale nevede; vice viz Oddil 2.5.
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o prubézich feseni, aniz bychom pro né znali explicitni vyjadieni; jsme schopni zjistit pomérné dost i
o feSenich rovnic, kterd explicitné spocist neumime (nebo to dokonce nejde). Takovym metoddm budeme
tikat kvalitativni 7eSeni autonomnich rovnic a podivame se na né pozdéji (viz 2.6.2). Nyni uvadim jeden
priklad autonomni rovnice.

2.6 Priklad (Logisticky populacni model). Nasledujici rovnice odpovida takzvanému Logistickému popu-

laénimu modelu: 5

_ Y
yi=y- 10
Pro jednoduchost jsou zde zvoleny konkrétni konstanty, obecnd podoba Logistického populacniho modelu je
y' =ay —by? (mdme tedy a = 1 ab = 15), nebo spiSe p’ = ap — bp? (resp. p'(t) = ap(t) — b(p(1))?),
kde neznam4 p je funkce popisujici zdvislost velikosti populace na Case.
Vidime, Ze na rozdil od Malthusova popula¢niho modelu, ktery pfedpovidd neomezeny exponencidlni

rast velikosti populace, v tomto pfipadé mame dvé stacionarni fesent:

y’=y—y—2=y(1—iy)
10 10

takZe vidime, Ze stacionarni feseni jsou y = 0 (nulova populace tedy ziistane nulovad navzdy) a y = 10
(stabilni nenulova velikost populace).

Vsimnéme si mimochodem, Ze vzhledem k nasi interpretaci zkoumané funkce (jako velikosti jisté
populace) nds nezajimaji feSeni se zdpornymi hodnotami. Je zde ovSem také otazka smysluplnosti vysledku:
V redlné situaci je velikost populace vZdy celé Cislo a zde ptipoustime i necelé hodnoty funkce y. Je tedy
ziejmé, 7e se jednd o pouhou aproximaci. Tento problém prestane byt tak palCivy, interpretujeme-li y
napiiklad jako velikost populace v milionech. To, Ze y = 10 je (staciondrni) feSeni rovnice, ndm potom fika,
ze populace o 107 jedincich je stabilni.

Zkusme nyni tuto rovnici vyfesit. Pfedpokladejme, Ze y nenabyva hodnot 0 a 10; pak miZeme rovnici
vydglit jeji pravou stranou.” Dostaneme:

odkud integraci obou stran rovnice podle x (vzpomeiite, Ze levd y = y(x) je funkce x) dostavame rovnici

/%dx:/ldx.

Integrél vpravo je trividlni, vysledek je x + C,, kde C; je integracni konstanta; pocitejme tedy integral
vlevo: pomoci substituce y(x) = ¢ (odkud y’(x) dx = dr) a metody parcidlnich zlomkd mame

Ydy _fodr NI
/y(x)_%_ t_%_f /t—lO 'y(x)—lo‘JrCl’

kde C; € R je integracni konstanta.

"Pravi strana je za uvedeného predpokladu nenulova.
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Zpét k nasi rovnici: dostali jsme

y(x)
In|——|+C| = C,,
" y(x>—10‘+ st
takZe (oznacime-li C := C, — Cy)
y(x) — ex+C
y(x) =10 '

ProtoZe se jedna o popula¢ni model, mizeme uvazovat pouze kladné hodnoty y, situaci tedy rozdélime na
pouhé dva pripady:

(a) Pro y € (0, 10) je zlomek uvniti absolutni hodnoty zdporny, takZe dostivame rovnici

_ y(x) _ x4C
y(x)—10

(b) Pro y € (10, c0) je zlomek uvniti absolutni hodnoty kladny, takze dostivame rovnici

y(x) _ ,x+C
y(x)—10 N

Oba piipady naraz miizeme zapsat pomoci symbolu + takto:

y(x)—10 ’
odkud uZ snadno vyjadiime, Ze
_ £10-etC
YO = e
kde plati bud’to v obou piipadech minus nebo v obou pripadech plus. VSimnéte si, Ze bez ohledu na volbu
znaménka (a bez ohledu na volbu C € R) je zfejmé, Ze limy_, o, y(x) = 10. A A

Separované proménné: Zminili jsme dva z nejjednodussich typt diferencidlnich rovnic: rovnice trividlni
jsou tvaru y’ = h(x) a rovnice autonomni jsou tvaru y’ = g(y). Existuje spole¢né zobecnéni obou téchto
typll rovnic, a to tzv. rovnice se separovanymi proménnymi, které jsou tvaru

y'=h(x)g(y), resp.tvaru y'(x) = h(x)g(y(x)).

Je jasné, Ze jde skutecné o spolecné zobecnéni. Skute¢né, libovolnd trividlni rovnice je ve skute¢nosti
rovnice se separovanymi proménnymi pokud definujeme g = 1; pak h(x) = h(x) - 1 = h(x)g(y), takze
y" = h(x) je ekvivalentni y’ = h(x)g(y). Podobné libovolnou autonomni rovnici lze chapat jako rovnici se
separovanymi proménnymi, polozime-li # = 1; pak y’ = g(y) je ekvivalentni y" = h(x)g(y) a opét jde
0 rovnici se separovanymi proménnymi.

Vzhledem k tomu, Ze tfida rovnic se separovanymi proménnymi zahrnuje vSechny trividlni a vSechny
specidlnich typt. Tak tomu skutecné je, nejde vSak o neprekonatelny rozdil v obtiZnosti: i pro rovnice se
separovanymi proménnymi existuje algoritmicky (a vcelku piimocary) postup hledani (vSech) reSent.
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Nez se budeme vice zabyvat rovnicemi tohoto tvaru, hodi se probrat néco malo obecné teorie DR ,
k ¢emuZ se ovSem hodi také n€které zakladni poznatky o funkcich vice proménnych. Za¢neme tim druhym.

2.3 Vsuvka o funkcich dvou a vice proménnych

Uvod: Formalng vzato neni velky rozdil mezi funkci jediné proménné a funkci vice proménnych. V obou
pripadech jde o to, Ze funkce prifazuje jednoznacnou hodnotu kazdému prvku svého defini¢niho oboru;
v jednom piipade je tento defini¢ni obor podmnoZinou R (mdme-li funkci jedné proménné) a v druhém
pripadé je podmnoZinou R” (jde-li o funkci n promé&nnych). Napfiklad body v roving jsou tvaru (x, y) € R?,
jde tedy o uspotfddané dvojice Cisel (soufadnic) a kazdou souradnici chdpeme jako jednu nezdvisle proménnou.

Nekteré funkce vice proménnych jsou kazdému dobfe zndmy. Treba plocha P obdélnika o strandch délek
x a y je ddna predpisem

P(x,y)=x-y, kdex>0ay>0.

Je jasné, Ze tato plocha zdleZi na obou rozmérech (které jsou kladné), a nejednd se tedy o funkci jedné
proménné, nybrz dvou.
Povrch S (nedegenerovaného) kvadru o stranédch x, y,z > 0 je

S(x,y,z) =2xy +2yz + 2zx,

jde tedy o funkci tff promé&nnych. Defini¢énim oborem této funkce je mnoZina {(x, y,z) €e R3: x >0,y >
0,z > 0} = (0,00) x (0, 00) x (0, 00).°

Dalsim zajimavym prikladem muze byt funkce teploty v riznych bodech daného trojrozmérného télesa
nebo tieba mistnosti. Abychom jednoznacné urcili bod v mistnosti, potfebujeme tfi souradnice x, y, Z; teplota
je jejich funkci a miZeme ji zapisovat tieba T'(x, y, 2).

Narozdil od funkce jedné proménné, kterou jsme zvykli ztotoZiiovat s jejim dobfe predstavitelnym grafem
(ktery je podmnoZinou roviny, a odpovida mu tedy dvojrozmérny obrazek), u funkce tfi proménnych (jako je
teplota) si uz graf predstavit snadno neumime, protoZe bychom k tomu potiebovali Ctyfrozmérny obrazek.
Jedna moZnost je piedstavovat si barvu: ¢im teplejsi je vzduch v daném bodé mistnosti, tim ¢ervenéjsi si ho
piedstavujeme; pokud je teplota nizk4 pfedstavujeme si barvy v modré &4sti spektra.’

Alesponi u funkci dvou proménnych je vSak tvorba jednoduché predstavy stdle v moZnostech béZného
smrtelnika: Zatimco graf funkce jedné proménné miize vypadat jako obrazek horizontu s né¢jakym pohoiim,
graf funkce dvou proménnych je cely povrch tohoto pohoti. Tedy dvéma proménnym (,,zemépisné délce a
zemeépisné Sifce ‘) umime prifadit hodnotu (,,nadmotskou vySku*). Nadmorska vyska je tedy funkci téchto
dvou proménnych a samotny povrch krajiny je grafem této funkce.

Piesnéji: Rekneme-li, Ze f je funkce dvou proménnych, mdme oviem na mysli funkci dvou redlnych
proménnych, takze f je definovdna na n&jaké podmnoziné A € R? a ma hodnoty v R. PiSeme pak
f: A— R ahodnotu v bodé (x, y) € A zna¢ime podle o¢ekavani symbolem f(x, y).

8Tento fakt plyne z na$f interpretace, pfi niz x, y, z jsou délky stran kvadru, a jsou to tedy kladna &isla. Ze samotného vzorce,
ktery dava smysl i s nekladnymi hodnotami x, y, z, toto omezeni defini¢niho oboru samoziejmé neplyne. Je to podobné jako
u popula¢niho modelu, kde jsme se nestarali o feSeni se zdpornymi hodnotami (zdpornd velikost populace je stejné absurdni jako
nekladnd délka strany kvadru).

9Fyzici snad tuto konvenci pfekousnou; jsem si nicméné védom toho, 7e ve skute¢nosti ma modré svétlo vétsi energii nez
cervené.
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Jak vypada tfeba funkce f(x,y) = 7, si pfedstavime snadno
(konstantni funkce). Pfili§ tézkd predstava neni ani pro funkci
f(x,y) = x? + y?; ta je samoziejmé definovand na celém R?
(nic ndm nebrani za x, y dosadit libovolna realnd ¢isla). Graf této
funkce omezené na Ctverce [—2,2] x [—2,2] € R? zachycuje ob-
razek 2.1. Nasledujici obrazek 2.2 zachycuje funkci f(x,y) =
x + sin(x? + y?) na mnoZing [—4, 4] x [—4, 4].

vvvvvv

je tieba nasledujici funkce:
f(x,y) zlogy-sinx+ey2. (2.6)

Snadno si uvédomime, Ze maximalnim definicnim oborem této
funkce je R x (0, 00), tedy vSechny body, které v R? leZ ostie
nad osou x (je totiz potieba, aby y > 0, jinak nema smysl log y).

Obrizek 2.2: Cast grafu funkce f(x,y) = x + sin(x? + y?).

Parcialni derivace: I funkce vice proménnych Ize derivovat, situace je vS§ak komplikovanéjsi, a existuje
vice zplisobi, jak pojem derivace zobecnit. Chdpeme-li napiiklad ndm znamou derivaci jako smérnici tecny
ke grafu funkce, pro funkce dvou proménnych je potieba tuto predstavu zménit a brat v tivahu te¢nou rovinu
ke grafu funkce. (Graf sdm, stejné jako te¢n4 rovina v né&jakém jeho bodg, je podmnoZinou R3.) O sklonu
roviny v R? uz ale nelze dét jednoduchou vypovéd jedinym &islem; je potieba &isel dvou, a tedy nelze
napiiklad hovofit o smérnici te¢né roviny.

Nejsnaze pochopitelnym souvisejicim konceptem je asi parcialni derivace. Je-li f funkce dvou pro-
ménnych jako vyse a vratime-li se k nasi predstavé jejtho grafu jako reliéfu néjaké krajiny, pak si miZeme
predstavit, Ze néjakym bodem (a, b) na onom tzemi vedeme ez v zdpado-vychodnim sméru (tedy ve sméru
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osy x) a podivdme se na tento fez jako na funkci jedné proménné. Derivovanim této takzvané parcidlni
funkce dostaneme parcidlni derivaci funkce f v bodé (a, b) ve sméry osy x. Podobné dostaneme parcidlni
derivaci ve sméru y, pokud onen fez povedeme severo-jiZznim smérem.

Presnéji: Dosadime-li do f(x, y) za y néjakou pevnou hodnotu y,, obdrzime tak funkci jediné proménné
x,ato g(x) = f(x, yo), tzv. parcidlni funkci. Tu mizeme derivovat v jakémkoliv bodé x, takovém, Ze bod
(x0, Yo) lezi v definiénim oboru funkce f, a tim zptsobem definujeme parcidlni derivaci funkce f podle x
v bodé (x¢, yo):

%(XO,yo) = g'(x0) = lim g(x) —glxo) _ lim S (x, y0) — f(XOvYO).

—x0 X — Xo x—>xo X — Xo

Z vyse uvedené definice %(xo, Vo) je vidét, Ze ve skuteCnosti miZzeme vynechat dvahy o parcidlni funkci g
a pouZit pouze vyraz za posledni rovnosti. Analogicky miizeme (uz bez parcialni funkce) definovat parcidlni
derivaci funkce f podle y v bodé (xy, yo) takto:

of o S (xo,y) = f(xo. yo)
a—(XO,J’o) == lim :
y Yy—>Yo Y —Yo

Pro parcidlni derivace existuje celd fada riznych znaceni, z nichZ néktera se viibec nepodobaji tém, kterd
budeme pouzivat my. Pro nds budou béZna nasledujici oznaceni parcidlnich derivaci

df (xo. yo) — af

0
af(xo, Yo) = Ix a(xo, Yo)
a analogicky pro derivaci podle y:
0 af (xo, 0
—— f (X0, y0) = 07, yo) = —f(XO,J’O)-
dy dy dy

Je snad jasné, Ze mlizeme uvazovat i jiné proménné a piislusné znaceni by fungovalo analogicky.
Geometricky vyznam parcidlnich derivaci je intuitivné zfejmy: % (x0, Yo) popisuje rychlost ristu funkce
v bodé€ (xo, yo) ve sméru osy x; %(xo, Vo) odpovida ristu ve sméru osy y. Je jasné, Ze tato dvé Cisla uz

jednozna¢né uréuji kandiddta na te¢nou rovinu ke grafu funkce f v bod& (xg, yo. f(x0, ¥0)) € R3, a sice
graf funkce R dané predpisem

0 0
R(x. ¥) = /50, 30) + a(x —x0) + b(y — o), kdea = (xo. yo) ab = %(xo, Yo).

Jedna se tedy o rovinu s algebraickou rovnici (tvaru ax + by + cz = d):

daf (xo. yo) df (xo. yo) af (xo, yo) af (xo. yo)
z— X — Xo —

y = f(xo,¥0) — Yo
0x dy ax dy
] S — L —
konst. konst. Toto je také konstanta!

Praktické pocitani: V praxi se parcialni derivace vypocita velmi snadno, umime-li uz derivovat funkce
jedné proménné (coZ umime): staci totiz ty proménné, podle kterych zrovna nederivujeme (tedy vSechny az
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na tu jednu, podle nizZ derivujeme), chdpat jako konstanty — tim se de facto omezujeme na praci s parcidlni
funkci — a derivovat podle obvyklych vzorct.

Nejprve se podivejme na jednoduchou polynomiélni funkci, jako tfeba f(x, y) = x2 + y? a spo&téme
nejprve parcidlni derivaci podle x, pak podle y (v prvnim vypoctu tedy jako konstantu chapeme y, ve druhém
X):

P 0

) 9 2y oy 0= 2x:
0x dx

af (x, 9

U,y _ —(*+y?) =042y =2y.
ady dy

O néco slozit€jsi priklad nam poskytne funkce f(x, y) definovana predpisem (2.6):

f (x, d )

f(z;; ) = ﬁ(logy-smx +e”’) =logy - cosx +0;

Af (x, d 1

f(x y) — _(logy,sinx+ey2) = —Sinx+2y€y2.
dy dy y

Spojitost, eukleidovska metrika na R”: Pfipomeinime nejprve pojem spojitosti funkce jedné proménné.
Je-li ACR, f: A— Raa € A, pak funkce f je spojitda v bodé a, jestlize plati

Ve> 036 >0Vx € B(a,d): |f(x)— f(a)| <e, 2.7)

kde B(a,$) = (a —6,a + 9).
K tomu je potfeba dvou poznamek:

e V prvnim semestru jsme spojitost / v bod€ a definovali platnosti vztahu
lim f(x) = f(a),
xX—a

tj. ,,limita = hodnota®. Zarovein je ale snadné ukdzat (a my jsme tak ucinili), Ze tato definice je
ekvivalentni vyroku (2.7).

e Na prvni pohled konzistentné&jsi zapis by obsahoval ,, f(x) € B(f(a),&)“ misto ,,| f(x) — f(a)| < &*.
Alternativné bychom mohli psét ,,|]x —a| < §* misto ,.x € B(a,§)*; mixovat oba pfistupy v jednom
zapisu kazdopadné plisobi zvlastné. Tento ,,mixovany‘ zplsob zdpisu ma ale drobnou vyhodu v tom,
Ze az definujeme B(a,§) C R” pro a € R”, bude vyrok (2.7) definici spojitosti funkce n proménnych
f vbodé a € R”.

Jak vime, intuitivné vzato spojitost znamend, Ze v bodech blizkych a jsou hodnoty blizké f(a). Uplné
stejné to bude fungovat i pro funkce vice proménnych, tedy funkce definované na néjaké podmnoziné R”",
kde n = 2. Abychom to vSak byli schopni zformulovat, musime umét piesné fici, co znamend byt blizko
bodu a € R”. Musime tedy definovat vzdilenost mezi libovolnymi dvéma body v R”. To 1ze udélat mnoha
rliznymi zpGsoby, kanonicka je viak moZnost pouZit takzvanou eukleidovskou metriku'’ (vzddlenost), ktera
je intuitivné jasna a pocita se de facto pomoci Pythagorovy véty:

0Metrika je obecné zptisob méfeni ,,vzdalenosti*“; libovolna (abstraktni) mnoZina, je-li vybavena metrikou, se pak stidva
metrickym prostorem — abstraktni strukturou, o které se vice dozvite ve 4. semestru. Dulezitym postfehem je, Ze pravé schopnost
méfit vzdélenost je klicova pro definice pojmt jako je limita a spojitost. Tyto pojmy a souvisejici teorii je tedy mozné do znacné
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2.7 Definice (Eukleidovskd norma a metrika). Je-li n € N, definujeme eukleidovskou normu vektoru (bodu)
x = (x1,X2,...,Xx,) € R"” jako

x| = \/x?+x3+...+x2= (xf—i—x%—l—...—i—x,%)%.
Nyni definujeme eukleidovskou vzddlenost mezi body x, y € R” jako
[l = yII.
Pokud tedy x = (xq,X2,...,x4)ay = (y1, V2,..., Yn), pak vzddlenost mezi x a y je

lx =yl = 1(x1 = Y1, %2 — Y2 e ooy X — V) ||
= V1= y1)2+ (2= y2)2 + ...+ (X — Yn)?

V jednodimenziondlni teorii prvniho semestru jsme definovali pojmy okoli a prstencové okoli bodu.
Analogické pojmy miZeme definovat i ve vyssi dimenzi takto:

2.8 Definice (n-dimenziondlni koule). Necht' a = (ay,as,...,a,) € R" a§ > 0. Definujeme otevienou
n-dimenziondlni kouli se sttedem a a polomérem § jako

B(a,8) ={x e R": |x —a| < 8}.

2.9 Poznamka. e Kouli miizeme dle libosti nazyvat také okolim, je vSak dobré mit na paméti, Ze pojem
okoli miZe mit v nékterych kontextech (véetné kontextu teorie metrickych prostor) i obecné;jsi vyznam.
Chceme-li zobecnit také pojem prstencového okoli do vyssi dimenze, staci definovat P(a,d) =

B(a,é) \ {a}.

e Aby se vySe definovand ,.koule* odlisila od jinych typi koule (definovanych pomoci jiné metriky),
obcas se pro uptfesnéni ik ,,n-dimenziondlni eukleidovskd koule*.

e Je také dobré si vS§imnout, Ze B(a, §) se nazyva ,.koule“ v libovolné dimenzi, a to véetné dimenz{
1 a 2. Striktné vzato tedy otevieny interval v R je oteviend koule a totéZ plati o kruhu bez hrani¢ni
kruZnice v roving. Tato terminologie je zcela pfirozena!! a je standardni v fadé matematickych teorif a
i kdyZ se ji nebudeme drZet nijak kiecovité (interval budu nadéle nazyvat intervalem, kruh kruhem), je
dobré o ni védét.

Nyni jsme pfipraveni vyslovit definice spojitosti funkce vice proménnych:

2.10 Definice (Spojitost funkce n proménnych). Necht' n € N, a € R” anecht’ f: R” — R (tedy funkce
n proménnych). Rekneme, 7e f je spojitd v bodé a, jestlize plati (2.7).

Vsimnéme si, Ze pro n = 1 jde o pfesné stejnou definici jako vySe. Vyznam symbolu B(a, §), ktery se
v definici vyskytuje, interpretujeme rizné v zavislosti na hodnoté n. Pro n = 1 ma ten symbol pravé ten
vyznam, ktery jsme mu ddvali uz v 1. semestru. Pro n > 1 je definice B(a, §) uvedena vyse.

miry budovat v abstraktnich metrickych prostorech a v§echny takto ziskané vysledky se pak daji aplikovat v libovolném konkrétnim
pfipadé, napfiiklad v R, R”, ¢i v jinych konkrétnich prostorech, s nimiz se setkame.

"TOtevien4 koule je mnoZina v§ech bod#, jejichZ vzddlenost od daného stiedu je mensi neZ dany polomér. To je krdsna a
jednoduch4 definice a byla by $koda ji omezovat pouze na R3.
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2.11 Cviceni. Rozmyslete si, jakd by byla spravna definice limity funkce n proménnych. (Staci se podivat
na definici limity pro n = 1 a adaptovat ji i pro vyssi dimenzi stejné, jak jsme to praveé ucinili s definici
spojitosti.)

Jak poznat spojitou funkci #n proménnych: Pro spojitost (i limity) funkci vice proménnych plati ty samé
zakladni veéty jako v piipadé n = 1, a to navic se stejnymi dikazy. Projdete-li si znovu teorii 1. semestru,
snadno se o tom presveédcite. Plati tedy tvrzeni jako:

e jednoznacnost limity,

e aritmetika spojitosti,

e sloZeni spojitych je spojitd, '

e Heineho véta (pfisluSné upravend s posloupnostmi v R"),

vvvvvv

Také je jednoduché dokdzat nasledujici tvrzeni:

2.12 Tvrzeni. Necht' h: I — R a g: J — R jsou spojité funkce jedné proménné (definované na néjakych
podmnoZindch I, J C R). Potom funkce dvou proménnych fi: I xR — Ra f,: R x J — R definované
ndsledujicimi predpisy jsou spojité:

Jilx,y) =h(x),  falx.y) = g(y).

2.13 Poznamka. e Vsimnéme si, Ze funkce f; = f1(x,y) netrividlnim zpdsobem zavisi pouze na
proménné x, funkce fo = f>(x, y) zase pouze na y. Jde tedy vlastné o ,,umély zptsob*, jak z funkce
jedné proménné (tfeba g = g(y)) vyrobit funkci dvou proménnych ( f2(x, y) = g(v)). Utoviime-li
ale soucin téchto dvou funkci, dostaneme uz novou funkci, kterd netrividlnim zptisobem zavisi na
kazdé z obou proménnych: napiiklad

fx,y) = filx,y)- folx,y) = h(x) - g(»).

Podle pfedchoziho tvrzeni jsou funkce fi, f> spojité, a podle aritmetiky spojitosti (pro funkce vice
proménnych) je tedy spojitd i funkce f = f(x, y), ato na mnoZziné /I x J, kde je definovana.

e Je asi jasné, Ze podobné bychom mohli postupovat i v pripadé¢ funkci tii a vice proménnych. Tieba
funkce f(x1,x2,...,Xx,) := h(x;) je spojita atd.

e Tvrzeni 2.12 je zformulovéno jako implikace, plati vSak i implikace opacnd, kterd ma také snadny
dikaz. (Napriklad plati: pokud f(x,y) = g(y) a f je spojitd jako funkce dvou proménnych, pak g je
spojita funkce jedné proménné.)

12Upraveni véta o spojitosti slozené funkce méize mit vice podob. V nasem piipadé budeme uvazovat nasledujici verzi, v niz
vnéjsi funkce ma jedinou proménnou a pouze funkce vnitini jich mize mit vice: Necht’ (vnitini funkce) f: A C R" — R je
spojitd v bodé a = (ay,as,...,ay) € A. Necht’ (vnéjs$i funkce) g: B € R — R je spojitd v bodé f(a) € R. Potom funkce
(n-proménnych) g o f je spojitd v bodé a.

Diuikaz této véty je snadné cviCeni na -8 gymnastiku prvniho semestru.
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2.14 Priklad. 1) Funkce fi(x,y) = yx + sin(y) je spojitd, coZ plyne z vySe uvedenych faktl. Skutecné,
funkce (x, y) — x, (x,y) — y jsou spojité podle Tvrzeni S, takze podle ,aritmetiky spojitosti* je
spojitd i funkce, ktera vznikne jako jejich soucin, (x, y) + yx. Tvrzeni S dale implikuje spojitost
funkce (x, y) > sin(y) a opétovnym pouZzitim ,.aritmetiky spojitosti* (tentokrat pro soucet) dostaneme
spojitost funkce (x, y) — yx + sin(y), tj. funkce fi.

2) Spojita je také funkce

fo(x,y) = In(sin?(x - e”) + 1) + cos(/x + y);

dokaZeme to opét tim, Ze popiSeme ,,spojité atomy “ a postup jimzZ je z nich postupné utvorend (pomoci
aritmetickych operaci a sklddani). Nuze:

e Tvrzeni S dava spojitost nasledujicich predpist chapanych jako funkce dvou proménnych e”, 1,
Jx,y,(x,y) —~ x apod.
Aritmetika spojitosti davd spojitost funkci x - ¥ a /x + y.

Podle (upravené) véty o spojitosti'® slozené funkce jsou tedy spojité funkce sin*(x - e”) a
cos(Y/x + y).

Podle aritmetiky spojitosti je dale spojita funkce sin®(x - e”) + 1.

Véta o spojitosti slozené funkce nyni implikuje spojitost funkce In(sin*(x - e”) + 1).

e Konec¢né, aritmetika spojitosti dava spojitost funkce f>.
Viimnéte si, Ze funkce je definovand ve vSech bodech (x, y) € R?, je tedy spojitd na R2.

3) Uvazujte tieba funkci
fa(x, y) = X Gyt

a dokaZte jeji spojitost pomoci podobného rekurzivniho postupu, jaky jsme pouzili v predchozich
ptipadech. Pouzijte aritmetiku spojitosti, spojitost sloZzené funkce a Tvrzeni S. A

2.15 Poznamka. Je dobré si v§imnout, Ze funkce f3 z pfedchoziho pfikladu je definovdna na mnoziné R x [0, co) (musi byt
¥ = 0 kvili pfitomnosti /Y, jiné omezeni neni). Co tedy znamen4, kdyZ prohldsime, Ze ,, f3 je spojitd“*? Obvykle se takovym
konstatovanim mysli, Ze funkce je spojitd ve vSech bodech svého defini¢niho oboru. Co ale znamend spojitost f3 tfeba v bodé
(0, 0)? KdyzZ se nad touto otdzkou zamyslite vice, zjistite, Ze spojitost f3 v tomto bodé (ani v Zddném jiném bod¢€ osy x, ktera tvoii
,hranici“!* definiéniho oboru) neplati.

Podivame-li se na definici spojitosti funkce vice proménnych, jak jsme ji uvedli vySe, tedy na (2.7), v niZ symbol B(a, §)
chapeme jako kouli v R”, mizeme si uvédomit, Ze spojitost funkce f3 nikdy nemize platit.'> Pro¢ je to tak? V (2.7) se tvrdi
existence § > 0 takového, Ze jista nerovnost zahrnujici f(x) je splnéna pro vSechna x € B(a,§). V nasem piipade, kdy
a = (0,0) € R?, ale takové § nenajdeme, nebot’ at’ si vybereme sebemensi § > 0, vZdy budou v B(a,§) = B((0,0),4) i
néjaké body se zdpornou druhou soufadnici a v takovych funkce f3 neni definovédna; ona nerovnost tedy nemiize byt splnéna — a
pozadovany vyrok tedy neplati pro zddné § > 0. Nabizi se tedy otdzka, jestli 1ze definici spojitosti upravit takovym zptisobem, aby
mélo smysl se bavit i o spojitosti v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru. Odpovéd’ je kladna.

13viz pozndmku pod ¢arou 12

4Pojem hranice mnoZiny jsme si jesté nedefinovali. AZ ale probereme zéklady teorie metrickych prostorii, budeme moci
odstranit uvozovky, kterymi jsem prozatim slovo ,hranice* opatfil.

132 to bez ohledu na to, jak pfesné se funkce chova; podstatné je jen to, Ze jde o ,hrani¢ni bod* definiéniho oboru.
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V teorii funkci jedné proménné, kterou jsme probirali v prvnim semestru, jsme narazili na podobny problém: co napiiklad
znamen4 spojitost funkce x +— /x v bod& 0? Vyfesili jsme tuto technickou potiz zavedenim pojmu jednostranné spojitosti;
v piipadé +/x jsme pak mohli konstatovat, Ze sice neni v bod& 0 spojitd, je v ném ale spojita zprava. Spojitost 1/x na [0, co) pak
zahrnovala i tuto informaci.

Nyni jsme vSak ve sloZit&jsi situaci, protoze defini¢ni obor funkce f3 je ,,mnozina dimenze 2, a je jasné, Ze do bodu (0, 0)
miZeme uvnitf tohoto def. oboru doputovat v nekone¢né mnoha rtiznych smérech; tézko tedy piijdeme s piimou analogii pojmu
jednostranné limity, ktery jsme s vyhodou vyuZili v pfipad€ dimenze 1.

Spravnou odpovédi je tzv. spojitost vzhledem k mnoZiné:

2.16 Definice (Spojitost funkce vice proménnych vzhledem k mnozing). Necht n € N, D € R" a f: D — R je funkce (n
promé&nnych). Necht A € R” je libovolnd mnoZina a a € R” je libovolny bod. Rekneme, Ze funkce f je v bodé a spojitd
vzhledem k mnoZiné A, jestlize plati

Ve>036>0Vxe B@a,d)NA: |f(x)— fla)] <e.
Rikdme, 7e f je spojitd, je-1i f v kazdém bodé x € D ¢ spojitd vzhledem k D.

V nékterych pripadech tato definice pochopitelné ddva trividlni aZ absurdni vysledky, a to i pro funkce jediné proménné:

Napftiklad plati, Ze f(x) = % je spojitd v bod€ 0 vzhledem k mnoZiné [1, 2]. (Skutecné, zjistite, Ze pro libovolné & > 0 staci
vzit § = 1. Nevadi pak dokonce ani to, Ze 0 ¢ Dy.) Je to disledkem toho, Ze — intuitivné vzato — bod 0 je daleko od mnoZiny,
vzhledem k niZ testujeme spojitost v tom bodé¢.

Oblibena Dirichletova funkce je spojitd ve vSech raciondlnich bodech vzhledem k mnozZiné Q. Je také spojita ve vSech
iraciondlnich bodech vzhledem k mnoZiné R \ Q. (Snadné cviceni.)

Podobné muiZete ovéfit, Ze libovolna funkce f je spojitd v libovolném bodé x € Dy vzhledem k mnoZziné {x}. Ani to nenf
moc zajimavy vysledek.

Pokud ov§em budeme uvaZovat pouze spojitost vzhledem k D¢, dostaneme obvykle velmi rozumné vysledky, vCetné vét jako
aritmetika spojitosti, véta o spojitosti sloZzené funkce, Heineho véta atd.

Funkce f3 z Piikladu vyse je podle této definice spojitd. (Tj. spojitd ve viech bodech z Dy, vzhledem k D,.)

2.4 Zakladni pojmy a vysledky teorie ODR

Az dosud jsme uvazovali pouze nejjednodussi diferencidlni rovnice, a sice rovnice se separovanymi promeén-
nymi (specidln€ pak rovnice trividlni a rovnice autonomni), tedy obecné rovnice tvaru

V' =h(x)-g»), (2.8)

kde g, i jsou n€jaké funkce (jedné proménné). VSimnéme si, Ze f(x,y) = h(x)g(y) je prikladem funkce
dvou proménnych x, y; nicméné i pfes svobodu, kterou mame ve volbé funkci g, /i, ve tvaru soucinu
h(x)g(y) se daji vyjadfit jen n€které funkce dvou proménnych. Tfeba uz tak jednoducha funkce jako
f(x,y) = x 4+ y neni vonom ,sou¢inovém tvaru®. Je tedy zfejmé, Ze rovnice

y'=fx.p), (2.9)

Vv s

kde f je néjaka funkce dvou proménnych, je ostfe obecnéjsi tloha, neZ rovnice se separovanymi proménnymi
(2.8).
Nejobecnéjsi forma obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu je ale nésledujici, v niZ F je néjaka
funkce tif proménnych:
F(x,y,y)=0. (2.10)
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Vsimnéme si, Ze tento tvar je opravdu obecnéjsi: skutecné, libovolnou rovnici tvaru (2.9) miZzeme vyjadrit
také ve tvaru (2.10), a to pomoci funkce F(x, y,y’") = y' — f(x, y). Je hned vidét, Ze rovnice (2.9) a (2.10)
jsou ekvivalentni.

Ale je dobré si uvédomit, Ze ne kazda rovnice tvaru (2.10) se d4 vyjadrit ve tvaru (2.9). Tfeba s rovnici

sin(y)yx =0

(ktera je tvaru (2.10)) bude velmi tézké porizeni, do sndze uchopitelného tvaru (2.9) se ndm ji prevést
nepodafi. Vidime, Ze podstata rozdilu mezi obéma tvary je, Ze ten méné obecny z nich je ,rozfeSeny
vzhledem k derivaci®, coZ je ve skutecnosti hlavni diivod, pro¢ jsme schopni s rovnici rozumné pracovat.
Uplné obecnd oby&ejnd diferencidlni rovnice n-tého fadu je potom tvaru (kde F je funkce n + 2
proménnych)
F(x,y,y' . y®, . ...y®™)=o. (2.11)

2.17 Priklad (Rtzné volby F). VySe v podstaté tvrdime, Ze libovolnd obycejnd diferencidlni rovnice se
da — pti vhodné volbé funkce F' — napsat ve tvaru (2.11). Pojd’me si to ilustrovat na nékolika konkrétnich
prikladech rovnic; budeme uvazovat pét diferencidlnich rovnic, které jsme uvedli v samém tvodu tohoto
textu: ke kazdé z nich uddme odpovidajici funkci F.

Proménné této funkce F pii tom naschvdl oznaéime xi, x5, X3, . .., X,12, ¢ abychom zdiiraznili, Ze jde
o funkci vice proménnych ve zcela béZném smyslu. Teprve kdyZ za jeji proménné dosadime popotadé x, y,
y" atd. a polozime vysledek roven 0, dostaneme diferencialni rovnici.

V pravém sloupci nasledujiciho seznamu je vzdy diferencidlni rovnice, kterou dostaneme dosazenim Xx,
¥, ¥ (ptipadné i y”) do piislusné funkce F z levého sloupce.

F(x1,X2,Xx3) = X3 —bx; —a y' =a+ by?;
F(XI,XZ,X3,X4):)C4—}—_X2 y//+y:O,
F(x1,X2,X3,X4) = X4X2 —x% -1 y'y =1+ (y/)2§
XZ y2
F-x 9x 9x = X3 — 2 /:— ;
(x1, X2, x3) 3 12 y T
— X2 2 / y 2
F('x19-x29x3)_x3+__.x1 y + = = x-. A
X1 X

Vv

Nejobecnéjsi rovnice, kterou se seriézné zabyvame v této kapitole, je (2.9). Tim je vymezen predmét
studia.'” Pfisla tedy ta spravnd chvile feSeni diferencidlni rovnice definovat presné, aby bylo opravdu naprosto
jasné, o Cem se bavime, a co je naSim cilem. (Pojem feSeni definujeme pro nejobecnéjs$i moznou rovnici,
protoZe nds to nestoji nic navic.)

2.18 Definice (Reseni ODR).

e ReSenim diferencidlni rovnice (2.11) rozumime libovolnou funkci y definovanou na néjakém otevieném
intervalu /, pro kterou plati

Vx el: F(x,y(x),y'(x),y?x),....y™x)) =0.

Omisto x, y, y', ..., y™
178 vyjimkou oddilu o linedrnich diferencidlnich rovnicich vy3iiho fadu se budeme pohybovat vyhradné v tomto rdmci — tedy
v ramci rovnic prvniho fadu rozieSenych vzhledem k y’ (tj. rovnice (2.9)).
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Specilné: Refenim diferencidlni rovnice (2.9) je funkce y na I splitujici
Vxel:y'(x)= f(x,yx)).

Pokud I ¢ I jsou (riizné) oteviené intervaly, y je feSeni (2.11) na I, y je feSeni (2.11) na [ atato
reSeni se shoduji na / (tedy na mensim z obou intervalii, kde jsou definovana ob¢), fekneme, Ze y je
prodlouZenim reseni y na I .

s v oz

Reseni, které nemd zZadné prodlouzeni, nazyvame maximdlnim resenim.

2.19 Poznamka. (a) Pifmo z rovnice (2.9) plyne, Ze libovolné jeji feSeni y na intervalu / ma v libovolném

(b)

(c)

bodé¢ toho intervalu vlastni derivaci. Skutecné, pro vSechna x € [ totiZ plati

y'(x) = f(x,y(x)) € R,

nebot’ funkce (dvou proménnych) f ma hodnoty v R. Tvrzeni je tedy vlastné samoziejmé.
Zkuste si rozmyslet, Ze podobnym (ale pfece trochu jinym) argumentem dostaneme, Ze dokonce i

feSeni obecnéjsi rovnice (2.10) musi byt diferencovatelné (tj. mit vlastni derivaci).

Podobné jako pojem primitivni funkce, i pojem feSeni ODR uvazujeme vZdy na néjakém intervalu. Za
zdiraznéni ovSem stoji, Ze v pripadé DR uvazujeme zdsadné otevieny interval.

Jesté maly priklad k pojmu maximdlniho feSeni. Tieba funkce y;(x) = cos x na intervalu (0, 277)
(tedy s uméle omezenym defini¢nim oborem) je feSenim rovnice

Y'+y=0

na intervalu (0, 27) — jak se miiZete snadno presvédcit. Neni to vSak feSeni maximdlni, ma totiz
prodlouZeni. Piikladem takového prodlouzeni je funkce y,(x) = cos x na (0, 7): skutecné, obé funkce
se shoduji na mensim z obou intervald, tj. pfesnéji:

y1(x) = y2(x) pro vSechna x € (0, 2x).

Ani y, ale neni maximdlni feSeni; prodlouZeni jisté snadno najdete. Je jasné, Ze maximalni feSeni
(které je prodlouzenim y; i y,) je funkce y(x) = cosx na R. (Je jasné, Ze toto feSeni prodlouzeni
nemd: neni totiZ kam prodluzovat.)

2.20 Véta (ProdluZovani feSeni). KaZdé reseni rovnice (2.11), které neni maximdlni, se dd prodlouZit (rozsirit)

na maximdlni feSeni. (MuiZe existovat vice zpiisobii.)

2.21 Poznamka. V predchozi véteé je dilezitd poznamka, Ze miZe existovat vice zptisobu prodlouzeni. Ale
nemusi! Striktné vzato by tato skuteCnost neméla byt soucasti formulace véty, proto je v zavorce. Je to ale
natolik dilezita pozndmka, Ze ji radé€ji piSu uz tam.

Jak je vidét z praktickych vypoctd a z Picardovy véty o existenci a jednoznacnosti feSeni niZe, nékteré

rovnice umoznuji riizné€ nalepovat feseni, takze jednoznacnost prodlouZeni v nékterych piipadech nemusi byt
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zarucena. Naopak ty rovnice, které spliiuji predpoklad Picardovy véty, maji vSechna prodlouZeni jednoznacné
18

uréend.
2.22 Véta (Peanova véta o existenci feSeni). Necht’ je funkce f(x,y) spojitd pro (x,y) € (a,b) X (c,d).
Potom libovolnym bodem (xq, yo) € (a,b) x (c, d) prochdzi néjaké reseni rovnice

y' = f(x.y).

Poznamenejme, Ze v této vété miZeme sméle konstatovat existenci maximdalniho feSeni, protoZe (jak
vime z Véty 2.20) kazdé reSeni se d4 na maximalni prodlouZzit.

2.23 Véta (Picardova véta o existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht’ je spojitd jak f(x,y), tak i jeji
parcidlni derivace %);’y) ve vsech bodech (x,y) € (a,b) x (c,d). Potom libovolnym bodem (xg, Vo)
prochdzi maximdlni reSeni rovnice

y' = flx.y),

které je v obdélniku (a, b) x (c, d) urceno jednoznacné.

2.24 Poznamka. Nasledujici dvé formulace vyjdou nastejno (viz téz priklad v odstavci o trividlnich rovnicich
vyse):

e feleni rovnice y' = f(x, y) prochdzejici bodem (x¢, yo);
e feSeni rovnice y' = f(x, y) spliiujici pocatecni podminku y(xg) = yo.

K Picardové vété poznamendvam, Ze v ni mdme zaruCenu nejen existenci feSeni (jako tomu je uz za
slabsich predpokladii véty Peanovy), nybrz i ,,lokdlni* jednoznacnost tohoto feseni. Jiné vyjadfeni tohoto
faktu je tfeba ndsledujici:

Existuje prdvé jedno feseni y prochdzejici bodem (xq, Vo), jehoZ graf vede od hranice k hranici obdélniku
(a,b) x (c,d).

Toto feSenti je tedy ,,maximalni v obdélniku (a, b) X (c, d)* — a takové existuje jen jedno. Jesté jinymi,
nepiesnymi slovy:

«

Reseni se v onom obdélniku nemohou ,,vétvit“.

2.25 Priklad. Rovnice
Y =y (2.12)

nespliiuje podminku z Picardovy véty, tudiZ neni zarucena jednoznacnost maximalniho feSeni s danou
pocatecni podminkou. Vypocétem je skute¢né lehké ovérit, Ze na nulové staciondrni feSeni y = 0 lze riizné
lepit. Resent se tedy v bodech x mohou ,,vétvit* (v kazdém bodé osy x se ,,mohu rozhodnout, jestli se
odpojim, nebo budu dédle pokracovat konstantné ‘).

Pojd’me se na to podivat konkrétné. Je snadno vidét, Ze y = 0 je (staciondrni) feSeni rovnice, protoze
po dosazeni do rovnice dostaneme rovnost (0)" = 0, ktera plati; nulu zde pfitom chapeme jako konstantn{
nulovou funkci definovanou na celém R, takze se slusi konstatovat, Ze uvedend rovnost plati na R.

131 v takovych pifpadech se miiZe stat, Ze nase metoda feSenf vyZaduje na konci slepit dva kusy feSeni v jedno maximaln{ (apod.);
v takovych pripadech vsak 1ze lepit jedinym zptisobem, takZe se neporusi jednoznacnost feSeni. Naproti tomu kdyZ u nékterych
autonomnich rovnic nalepujeme na staciondrni feSent, Casto se miiZeme rozhodnout, jestli budeme pokracovat konstantnim fesenim,
nebo ne. Zde tedy jednoznacnost neni.



KAPITOLA 2. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE 47

Konstantni nula je tedy jedno feSeni a nyni vypocitime predpis pro feseni s hodnotami nenulovymi.
Predpokladejme tedy, Ze y # 0; pak mizeme celou rovnici vydélit jeji pravou stranou a bude to — za tohoto
predpokladu — ekvivalentni tprava:

y'(x) y'(x)dx

Vy(x) Vy(x)
Standardnim pouzitim véty o substituci podle piedpisu y = y(x), dy = y’(x) dx na levé strané rovnice
dostaneme f %, takze celkem mame

1dx.

=1, odkud integraci podle x /

dy . 3 2/3
/WZX+C1, t. Ey +C, =x+Cy,

kde C;, C; € R jsou integracni konstanty. Oznac¢ime-li C = C; — (3, je zfejmé, Ze pro C opét prichdzi
v tvahu libovolnd redln hodnota, piSeme tedy opét C € R.!" Po tipravé dostdvame

2 . 8

VP =Z(x+C), . y2=—(x+0C)>%
3 27

posledni tprava je ekvivalentni, coZ je ddno tim, Ze ,tfeti mocnina“ je bijekce R na R. TotéZ ovSem neplati

o druhé mocniné, resp. odmocniné, kterou na rovnici musime aplikovat nyni, abychom z ni konec¢né vyjadrili

y. Vzpomeneme si, Ze pro realné ¢islo a plati va? = |a|. Odtud

8 8
== C)3, . =4,/ — C)3.
|yl 27(x+ ) .oy 27(x+ )

Pouzitim dvojiho znaménka ,,“ mame pochopitelné na mysli to, Ze se aplikuje na celém defini¢nim oboru
y bud’to znaménko ,,+“, nebo na celém defini¢nim oboru ,,—*. TakZe feSeni jsou (pro libovolné pevné Cislo

() jak funkce
[8 _ E
y(x) = ﬁ(x +C)3, taki y(x)=- E(x + C)3. (2.13)

Na zacatku vypoctu jsme museli pfedpoklddat y # 0 (aby bylo moZno délit rovnici {/y), podivejme se
tedy, kdy vzorce (2.13) tuto podminku porusSuji: Je snadno vidét, Ze se tak stane pro x = —C. Navic, protozZe
do druhé odmocniny dosazujeme pouze nezdporné hodnoty, musi platit x + C = 0, celkem tedy uvedené
funkce rovnici fesi na intervalu x € (—C, 00). Jak uz jsme ovSem predeslali, tato feSeni nejsou maximalni,
neboli maji prodlouzeni; toto prodlouzeni ziskdme pomoci techniky lepeni.

Pro dané (pevné) C € R definujme ,,slepend* feseni takto:

) 0, pokud x € (—oo0,—C],

yilx) =

' ,/%(x+C)3, pokud x € (—C, 00).
0, pokud x € (—oo0, —C]

X) =
ya( _ %(x + C)3, pokud x € (—C, 00).

PToto je standardni zpisob, kterym dvé integracni konstanty (vzniknuvsi integracemi na kazdé strané rovnice) nahradime
konstantou jedinou. Viz téz 2.6.
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Jak vidime, pravé definované funkce y; a y, se lisi pouze ve znaménku pred odmocninou, zkontrolujeme
tedy jen napftiklad funkci y,.
Podle definice je Dy, = R, mdme tedy ukdzat, Ze y, je feSeni (2.12) na R, neboli Ze pro vSechna x € R

Y(x) = ¥ y2(x). (2.14)

Pro x z intervalu (—C, 00), kdy y,(x) = —,/%(x + C)3, tato rovnost plati podle vypoctu vySe. Pro

jest

x € (—o0,—C) je y2(x) = 0, tj. funkce y, je na tomto otevieném intervalu konstantni, a ma tedy na ném
nulovou derivaci. TakZe i na tomto intervalu rovnost (2.14) plati (to jsme ostatné védéli: nula je staciondrni
reSeni).

Zbyva tedy ovéfit (2.14) pfimo v bodé€ lepeni x = —C. Pro to si nejprve vSimnéme, Ze funkce y,
skute¢né byla — jak ocekdvame — slepena spojite, tj. ze je v bodé —C spojitd. (Predpokladam, ze Ctenéii je
tento bod jasny, pro jistotu ho ale asponi jednou uvedu podrobné.) Spojitost y, v bodé —C znamend platnost
rovnosti y,(—C) = limy_,_¢ y2(x), podivejme se tedy na onu limitu a rovnost ovéfme. Funkce y, je nalevo
od —C definovéna jinym vzorcem neZ napravo, dava proto smysl zaméfit se na obé jednostranné limity:

limC y2(x) = lim 0=0,

x—>—C_

8 8
1 = 1 —_ — 3 — [ (— 3 —
x—l>1£%+y2(x) x—l>1£nc+ ,/27(x+C) \/27( C+0) 0.

Celkem tedy y,(—C) = 0 = limy__¢ y2(x), a y, je v bodé —C spojita.
Nyni, kdyZ jsme si podrobné rozmysleli, Ze funkce y, je v bodé —C spojitd, pojd’me se konecné

podivat na derivaci. Funkce y, neni na Zddném (sebemensim) okoli bodu —C definovana ,,jednim vzorcem®,
nezbyva tedy neZ situaci opet nahlédnout zv1ast’ zleva a zprava: Funkce y, je konstantni na (—oo, —C], takze

(y2)_(=C) = 0. Naintervalu [-C, co) (véetné¢ —C, kde je nulovd) je rovna — / %(x + C)3. Jednoduchym

3 /
('—\/5§(X+'C)3)

tedy i derivace zprava je nulova. Je tedy (y2)_(=C) = (y2).(—=C) = 0, odkud y}(—C) = 0. Celkem tedy
y5,(—=C) =0 = J0 = 3/y>(=C), tj. rovnost (2.14) je opravdu splnéna i v bodé —C, a y, je tedy feSenim
nasi rovnice na celém R. (A protoZe v piipadé feSeni definovaného na R nepfichézi v dvahu prodlouZeni, jde

vypoctem zjistime, Ze

x=—C

automaticky o feSeni maximalni.) A

Na poslednim piikladé jsme vid€li podrobné rozepsanou techniku ,,lepeni®, a to i s dikazem, Ze takto
vznikla funkce skute¢né je feSenim. V praxi takto podrobnd zdiivodnéni ddvat nemusime, nebot’ sta¢i mit na
paméti, Ze plati nasledujici lemma, které nadm tik4, Ze obvykle 1ze bez obav lepit:

Lemma L. Necht’ ¢ € (a,b) anecht’ y: (a,b) — R je spojitd funkce, kterd fesi rovnici

y' = f(x,y)

jak na intervalu (a, c), tak i na intervalu (c,b). Oznacme yy = y(c) a predpoklddejme, Ze [ je spojitd
v bodé (c, yo). Pak y je FeSenim rovnice dokonce na celém (a, b).

Duikaz. ProtoZe y je podle predpokladu fesenim na (a, ¢) ina (c, b), vime, Ze pro libovolné x € (a,c)U(c, b)
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plati y'(x) = f(x, y(x)). K tomu, abychom véd¢li, Ze y je feSenim dané rovnice na celém (a, b), zbyva
tedy pouze ovéfit tuto rovnost pro x = c¢; jinymi slovy, chceme dokazat, ze plati y'(c¢) = f(c, y(c)).

ProtoZe y je podle pfedpokladu spojita v bodé€ ¢, podle Véty o limité derivace plati y’(c) = limy—. y'(x),
ma-li limita na pravé strané smysl. S vyuzitim toho, Ze y’'(x) = f(x, y(x)) pro x z néjakého prstencového
okoli ¢, tedy Ize pocitat takto:

V(@) = lim y'(x) = lim f(x, y(x)) = f(c, (),

kde posledni rovnost plyne ze véty o limité slozené funkce takto: Vnéjsi funkce f je podle predpokladu
lemmatu spojitd v bodé (c, y(c)), pficemzZ ob¢ vnitini funkce x > x a x — y(x) jsou spojité v bodé c.
Dostali jsme tedy y’(c) = f(c, y(c)), a y tedy skutecné je feSenim na celém intervalu (a, b). ]

Poznamka (Alternativni formulace). Necht’ y;: (a,xo) — R a y,: (x9,b) — R jsou Feseni rovnice

y' = f(x.y).

Necht’ limy_, x,_ y1(x) = yo = limy—x,, y2(x). Necht’ f je spojitd v bodé (xo, yo) € R2. Pak funkce

yi(x), x € (a,xo),
y(x) = { yo, X = Xo,

y2(x), x € (x0,D)

Je FeSenim rovnice na celém intervalu (a, b).

Neni t€Zké si rozmyslet, Ze v této formulaci x, hraje roli ¢ a y je ona spojitd funkce, kterd nejenze je
feSenim na (a, x¢) a na (xo, b) (to je jasné ihned), ale i ,,v bodé slepu*, zde tedy v bodé x¢. (To naopak neni
zfejmé piimo z toho vzorecku; je to totiZ jedind podstatnd Cast tvrzeni tohoto lemmatu.)

V obou formulacich je potfeba predpoklad spojitosti f v bod¢ slepu; tento predpoklad je podstatny a

jeho nesplnéni miZe znamenat nemoznost lepeni. To ilustruje nadsledujici jednoducha priklad.

Priklad. Uvazujme autonomni rovnici y’ = sgn y; prostudujeme vSechna maximalni feSeni a uvédomime
si, Ze nespojitost funkce sgn je pricinou nemoZznosti lepeni.

Stacionarni feSeni je jen jedno, a to y = 0. Déle existuji rizna feseni s kladnymi hodnotami; pokud
y(x) > 0, pak y'(x) = sgn(y(x)) = 1, 4. y(x) = x + C pro x € (—C, o0) (nakreslete si obrazek). Je
vidét, Ze limy . ¢, (x + C) = 0, a v bodé x = —C tedy lze uvazovat 0 moZnosti lepeni na staciondrni
feSeni: Skutecné, funkce
x € (—o0,—C],

O’
X
y) x+C, xe(C,o0)

je spojitd na R. ReSeni nasi rovnice to ale neni, protoze y’(—C) neexistuje; to proto, ze y’ (—C) = 0,
zatimco y', (—C) = 1, takZe oboustrannd derivace neexistuje. Reseni jakékoliv diferencidlni rovnice ale
musi mit ve vSech bodech svého definicniho oboru aspon prvni derivaci.

Je dobré si rozmyslet, pro€ tento priklad neni v rozporu s piedchozim lemmatem o lepeni. Zkuste si to
nejprve rozmyslet sami, spravnou odpovéd’ najdete v pozndmce pod arou.?’ A

20Zpozorovali jsme, Ze slepend funkce neni v tomto piipadé feSenim rovnice. Pfesto to neni v rozporu s lemmatem o lepeni.
Dtivodem je, Ze neni splnén predpoklad lemmatu o spojitosti funkce f v bod€ slepu. V nasem piipadé je f(x,y) = sgny atato
funkce nenf spojita v bodé slepu (x, y) = (=C, 0).
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2.5 Jak chapat pojem reseni DR

Uvazujme rovnici
yi=f(x,y), resp. y'(x) = f(x,y(x)), (R)

kde f: R? — R je spojitd funkce dvou proménnych (pro jednoduchost pfedpokldddme, Ze je definovand na
celém R?).

2.26 Otazka. Jak si mame ,,graficky predstavit®, Ze jistd funkce y = y(x) je feSenim této rovnice (feknéme
na néjakém intervalu I C R)?

Jakkoliv se to miiZe leckterému zacatecnikovi zdat nepravdépodobné, predstava je to docela snadna.
Vyjdéme z definice feSeni: co to vlastné znamen4, Ze funkce y je Feseni rovnice (R) na intervalu /?
Podle Definice 2.18 to znamena, Ze nastava rovnost

Y(x) = f(x, y(x)),

a to pro vSechna x z onoho intervalu /.

Je definice pojmu reSeni matouci? Pokud ten pocit ani trochu nemate, moznd miZete tento usek preskocit.
Mné osobné se ale zda, ze vySe uvedené vyjadieni definice 7eSeni diferenciélni rovnice,”! miZe docela

snadno piisobit poné¢kud matoucim dojmem. Je to, jako kdybychom si vzali algebraickou rovnici

X" +ap_ 1 x" '+ . 4 ax+ay=0 (2.15)
a nazvali jejim resenim kazdé Cislo x € C, pro které plati

Apx" + ap_ X" '+ .. 4+ ax +ay =0. (2.16)

Vypada to skoro jako tautologie, tedy vlastné prazdny vyrok. Pfi povrchnim pohledu je téZké pochopit, co se
vlastné definuje a pro¢. Copak nestacilo tu rovnici napsat jen jednou?

Dtivodem, pro¢ tato definice feSeni algebraické rovnice piisobi divné, podle mého ndzoru je, Ze nezndmou
v rovnici (2.15) zna¢ime stejnym symbolem x, jako feSeni v rovnici (2.16). Zapis obou rovnosti je tak zcela
stejny, presto kazdou z nich chapeme jinak:

e V prvni z nich ,,x “ hraje roli nezndmé, a hodnota levé strany tedy neni urcend: je jenom pripravena
mit pevnou konkrétni hodnotu v okamziku, kdy za x dosadime néjaké Cislo. (A v ten moment se ukaze,
jestli nastava nebo nenastdva rovnost, neboli jestli ono dosazené ¢islo je, ¢i neni fesSeni.)

e Naproti tomu v druhé rovnosti uz ,,x *“ intuitivn€ vnimame jako zastupny symbol pro nékteré konkrétni
feSeni — ma tedy urcitou hodnotu. Ona rovnost podle definice plati (protoZe jsme dosadili reseni
rovnice), takze leva strana samoziejmé musi mit jasné ur¢enou hodnotu, a to pravé hodnotu pravé
strany, tedy O.

2Ikteré je zcela standardni



KAPITOLA 2. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE 51

Rovnice vs. rovnost: JestliZe se shodneme na tom, Ze uloha ,,.x* (2.15) se lisi od tlohy téhoZ symbolu
v (2.16) — alespon intuitivné vzato — pak uz zbyva jen kricek k tomu, abychom vyslovili definici pojmu
FesSeni vhodn&jsim zplisobem.?” Jak jsme si pravé uvédomili, hlavnim problémem je totiZ svého druhu kolize
znaceni: tentyZ symbol zastava dvé rizné role.”® To je ovSem problém snadno feSitelny.
V piipadé algebraické rovnice miizeme podat Iépe srozumitelnou definici takto: Rekneme, Ze &islo y € C
je FeSenim rovnice
anx" + a1 x" '+ .. . +ax+a,=0

s neznamou x, jestlize plati rovnost
n n—1 —
any" +ap1y" +...+aiy +ao=0.

Vsimnéte si, Ze zde uz rozliSuji mezi rovnici a rovnosti:

e Rovnost je relace mezi dvéma matematickymi objekty.”* V kontextu matematické analyzy jsou
takovymi objekty tieba ¢isla, funkce, vektory, posloupnosti, mnoZiny jinych objekt atd.”> V tomto
pripad€ se bavime o rovnosti ¢isel; na obou stranadch symbolu rovnosti tedy musi stat konkrétni Cisla.

e Rovnice obsahuje nezndmou. My za ni miiZeme dosazovat rizné hodnoty a podle toho, jestli vysledna

rovnost>°

plati, ¢i neplati, rozpoznat ty hodnoty, které jsou feSenimi, od téch, které jimi nejsou. Rovnici
tedy miizeme interpretovat jako vyrokovou funkci: vyrokova funkce ma proménnou (jednu nebo vice) a
az do okamziku dosazeni za vSechny proménné postrada pravdivostni hodnotu. Okamzikem dosazeni

se z vyrokové funkce stava vyrok a teprve ten je bud’to pravdivy, nebo nepravdivy.

» VylepSena definice“ Doufdm, Ze vas pfedchozi tvahy zaujaly. Pfisel nicméné ¢as na to, abychom z nich
vyvodili néjaké relevantni zavéry.

Definice R (Reseni ODR — didakticky cistsi verze).
Rekneme, Ze funkce ¢ = ¢(x) je na intervalu I C R FeSenim rovnice

y' = f(x.y).

jestliZze pro vSechna x € I plati rovnost
¢'(x) = f(x,0(x)).

V praxi: Definice R je moZna snaz$i na pochopeni, existuje ale dobry divod, pro¢ jsme Definici 2.18
neuvedli timto zpisobem (tedy s riznymi symboly pro nezndmou a feSeni). Tim diivodem je jednoduse
kaZzdodenni matematickd praxe. Pfi studiu diferencidlnich rovnic symbolem ,,y *“ zcela béZn€ oznaCujeme

22A pokud se na tom neshodneme, nic se ned&je. I pfi studiu matematiky je fada véci otdzkou nazoru.

ZTento piipad kolize znageni bych oznaéil jako kolizi ,,mékkou*: striktn& vzato ni¢emu nevadi, presto se ale zd4, Ze to neni
v poradku. Zda se to nevhodné ptinejmensim z didaktického hlediska.

24Zjednodusend feceno rovnost mezi dvéma matematickymi objekty nastdva pravé tehdy, kdyZ viechno, co se dd pravdivé
prohlasit o jeden, je pravdivé i pro druhy.

ZVsechny tyto pojmy — jakoZ i viechny ostatni matematické objekty, s nimiZ se setkate — se dajf interpretovat jako mnoZiny, a
tak ve skuteCnosti jediny primitivni pojem, ktery nase matematicka teorie potiebuje, je mnozina. Vice se o tom dozvite v 5. rocniku
v kurzu Logika a teorie mnoZin.

26Dosazenim do rovnice za neznimou (viechny neznamé) dostdvame rovnost mezi dvéma &isly, popiipadé funkcemi atd.
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dokonce nejméné tii rtizné véci: kromé nezndmé a reseni jesté také druhou souradnici bodu v roviné, resp.
druhou proménnou funkce dvou proménnych (typické funkce f(x, y), ktera stoji na pravé stran€ rovnice
(R)). Tato rozsahld ,,mékkd kolize znaceni* md 1 své kladné stridnky: pomaha uvédomit si souvislosti a
vyrazné zjednoduSuje znadeni; k nedorozumén{ pfitom nedochdzi.?’

Vsimnéme si napfiklad samotného zédpisu diferencidlni rovnice

y' = f(x.y).

Na jeji levé strané mame derivaci y, tedy funkci jediné proménné; na pravé strané této rovnice stoji funkce
dvou proménnych f(x, y). Striktn& vzato tedy rovnost nemiZe nikdy nastat.”® My ov§em vime, jak mdme
(R) spravné chépat: prava strana obsahuje sloZzenou funkci, kterd ma ve vysledku jedinou proménnou x:

do vné&jsi funkce f(-,-) dosadime (x, y(x)),

tedy dvé funkce (x a y(x)) téZze proménné x. Vysledkem je proto funkce jediné proménné x.

2.6 Autonomni rovnice

V tomto oddilu se podivime na autonomni (obycejné diferencidlni) rovnice (1. fddu), tj. na rovnice tvaru
y' = g(y), kde g je spojitd na svém def. oboru. (A)

Jak uz jsem zminil, podivame se na dva zakladni zptsoby, jak pristupovat k feSeni téchto rovnic:

e Analytické reSeni: (A) chdpeme jako specidlni ptipad rovnice se separovanymi proménnymi, pro kterou
obvykle dovedeme najit explicitni vyjadfeni fesSent;

e kvalitativni feSeni: aniZ bychom se pokouseli zjistit explicitni pfedpis pro feseni, udélame si dobrou

predstavu o tom, jak riznd feseni této rovnice vypadaji, a budeme schopni nakreslit rozumny obrazek.

V této sekci se chei zaméfit na kvalitativni analyzu téchto rovnic, tedy na druhy z obou uvedenych pfistupti

— ten ndm umozni lépe pochopit nékteré souvislosti a chovani DR viibec, aniZ bychom pfi tom probirali

algoritmické postupy integrace rovnic. Za¢neme tim, Ze si odvodime néco malo obecné teorie, kterou pak
budeme moci pouZit na konkrétni ptiklady autonomnich rovnic.

2.6.1 Zakladni fakta o autonomnich rovnicich

2.27 Véta. Libovolné reseni rovnice (A) je monotonni.

Pripomenme, Ze monotonni znamena bud’to neklesajici na svém definicnim oboru nebo nerostouci na
svém definicnim oboru (nebo oboji soucasné, tj. konstantni).

Diikaz. Necht y = y(x) je néjaké feSeni rovnice (A) na jistém intervalu / C R. Uz dfive jsme ucinili
pozorovéni, Ze feSeni libovolné DR je diferencovatelné,” neboli ma vlastni derivaci, na svém defini¢nim
oboru, zde tedy na intervalu /.

27... zv145té ne, pokud si Clovék dobfe rozmysli obsah tohoto oddilu...

ZFunkce jedné proménné jsou objekty jiného typu neZ funkce proménnych dvou; rovnost tedy z principu nenastane.
2To bez vyjimky plati v kontextu tohoto kurzu analyzy pii nasi definici feSeni DR, nikoliv zcela obecné.
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Z 1. semestru ovSem vime, Ze funkce y, kterd m4 ve vSech bodech x € I derivaci, spliiuje

y je neklesajicinal <& Vxel:)y'(x)=0 a
y je nerostoucina I < Vx € 1:y'(x) <0.

Predpokladejme pro spor, Ze nase feSeni y neni na / ani neklesajici, ani nerostouci; podle vySe uvedenych
ekvivalenci to znamena presné to, ze existuji body a, b € I takové, Ze y’(a) > 0 (tedy y neni nerostouci) a
y'(b) < 0 (tedy y neni neklesajici).

Ziejmé a # b (nebot’ y'(a) # y’(b)). Mlizeme ale zjistit vic, totiz Ze

gy@) 2 Y@ #y'(0) 2 ey

obé rovnosti vySe plati, jak je naznaceno, diky tomu, Ze y je reSeni rovnice (A). Dostali jsme tedy, Ze
g(y(a)) # g(¥(b)), odkud plyne (podobné jako vyse), Ze také

y(a) # y(b).

Vzhledem k tomu, Ze pevné plati (podle nasi volby bodid @ a b) y’(a) > 0 > y’(b), musime se nachazet
v jedné z nésledujicich Ctyf situaci:

(1) a < b azaroven y(a) < y(b);
(ii) a < b a zéroven y(a) > y(b);
(iii) @ > b a zaroven y(a) < y(b);
(iv) a > b a zaroven y(a) > y(b).

Diikaz dokoncime pouze za predpokladu, Ze nastava (i); dikazy ve vSech ostatnich pfipadech jsou ovsem
zcela analogické. Nas cil je ukdzat, ze (i) vede ke sporu. ProtoZe spor nastava (s analogickym dukazem) i
v pripadech (ii)—(iv), vede nas pocatecni sporoptredpoklad, Ze y neni monotdnni, ke sporu ve vSech Ctyfech
moznych (pod)ptipadech, a y tedy monoténni byt musi, coZ je tvrzeni véty.
Predpokladejme tedy, Ze plati (i), tj. jsme v nasledujici situaci: y je feSeni (A) na intervalu 7, a,b € I a
plati
a<b, y@<y®d) a y'(a)>0>)y D). (2.17)

Spor odvodime nasledovné.
PoloZzme
Z:={tel:t>aazaroven y(t) = y(b)} a z:=infZ.

MnozZina Z je zdola omezend (Cislem a, jak vidno z definice) a neprazdnd (podle (2.17) totiZ obsahuje bod
b); ma tedy infimum, a bod z je dobfe definovan. Zaroven, protoze a je dolni zavora Z (opét pifimo podle
definice Z) a z je (podle definice infima’’) nejvétsi dolni zdvora Z, plati a < z.

Tvrdim, Ze z uvedenych fakti plyne y(z) = y(b). (Jinymi slovy z € Z.)
Dokazme toto tvrzeni: Z definice infima snadno plyne existence posloupnosti {t,}°2, < Z, spliujici
lim,_, o t, = inf Z = z. Funkce y, majic vlastni derivaci na /, je ovSem na [ spojita, tj. limy_,, y(x) =

30Pfipomeiite si, Ze infimum mnoZiny je (ekvivalentné) definovéno jako jeji nejvétsi dolni z4vora.
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v(2). Z Heineho definice spojitosti tedy dostdvame (druhd rovnost plyne z toho, Ze t,, € Z):

y(b) = lim y(b) = lim y(t) = lim y(x) = y(2).

konst. posl.

tedy y(z) = y(b),az € Z. A
Tvrzeni je dokdzdno; z néj a z rovnice (A) (resp. z toho, Ze y je jeji feSeni) plyne

V'(2) = gy(2)) = g(y (b)) = y'(b),

takZe (podle (2.17))
y'(z) =)'(b) <O.

Tvrzeni navic implikuje, Ze a # z, coZ spole¢né s ndm uz znamou informaci a < z davé, Ze a < z.
Odtud ovsem dale plyne’!, Ze existuje blizky bod u nalevo od z, v ném? je hodnota y véts7 nez y(z);
presnéji (zde pouzivame, Ze a < z, takZe interval (a, z) je neprazdny):

u € (a,2): yu) > y().

Tj. y(a) < B < y(u) kde B := y(z) = y(b) hraje roli ,,mezihodnoty“. ProtoZe y je spojitd, podle
Bolzanovy véty (o nabyvani mezihodnot) existuje bod w € (a, u), v némz y(w) = B.

Celkem tedy mdme w > a a y(w) = B = y(b), takze w € Z. Pfitom ale w < u < z = infZ, coZ
je spor, nebot’ jsme nasli prvek mnoziny Z, ktery je mensi nez jeji infimum. Timto sporem je dikaz véty
dokoncen. [

Diikaz této véty se zda komplikovany, dé se ale shrnout do nékolika stru¢nych bodt:
1) Predpokldadame pro spor, Ze néjaké feSeni (A) neni monoténni.

2) Postupné (s pouZitim rovnice) si uvédomime, Ze jsou jen 4 pfipady. BUNO diikaz provedeme jen
v prvnim z nich.

3) Definujeme mnoZinu Z a ukdZeme, Ze ma minimum z. Pozorujeme mj., Ze a < Z.
4) Podle (A) a protoze plati y(z) = y(b), mame y’(z) < 0.

5) To v kombinaci s faktem, Ze y(z) = y(b) > y(a) dava existenci bodu u € (a, z), v némZ je hodnota
v jesté vetsi.

6) Podle Bolzanovy véty musi existovat bod w mezi a a u, ze y(w) = y(z) = y(b).
7) Tedy w € Z aw < z = min Z; to je spor.

2.28 Poznamka. Véta 2.27 dava velmi silnou informaci o povaze libovolného feSeni libovolné autonomni
rovnice: na rozdil od ostatnich typt diferencialnich rovnic mame zaru¢enu monotonii takového fesen.

Vime-li tedy, Ze ur€ité feSeni dané autonomni rovnice je v néjakém bodé rostouci (md tam kladnou
derivaci), pak vime, Ze je zaruCené neklesajici na celém svém defini¢nim oboru. (A podobné to plati v ptipadé,
Ze je v néjakém bodé klesajici.)

31Snadné cviceni na definici derivace; je to ostatné taky intuitivng zfejmé.
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2.29 Priklad. Snadno se jejich feSenim presvédCite, Ze ne vSechna feSeni nésledujicich diferencidlnich

rovnic jsou monoténni:
/

y' = cosx, y'x =2y.
A

2.30 Lemma. Bud’ y reSeni autonomni rovnice (A) na intervalu (a,b) C R (kde a,b € R*). Necht’ ¢ € R
a funkce y = y(x) je definovdna predpisem

y(x) =y(x +o).
Pak y je reseni (A) na intervalu (a — c,b — c).

Diikaz. Staci ovérit, Ze y spliiuje rovnost (A) pro libovolné x € (a — ¢, b — ¢); méjme tedy takové x a

pocitejme:
~ / / / /
(F@) =& +e) =yx+e)-(x+e) =
=y'(x+c)=g((x+c) =g,
kde predposledni rovnost plati proto, Ze x + ¢ € (a,b) a y je na (a, b) feSenim (A). ]

2.31 Poznamka. Uvedené lemma vlastné fika, Ze kdyZ posunu né&jaké feseni jisté autonomni rovnice
o libovolnou konstantu doleva (resp. doprava), dostanu opét feSeni (stejné) rovnice.

Je dobré si to ddt do souvislosti s rovnicemi trividlnimi (viz vySe), jejichZ feSeni se zase ,,mohou libovolné
posouvat ve svislém sméru*:

e Je-li y reSeni rovnice y' = h(x), pak y(x) = y(x) 4+ C je také jeji reseni.
Tento fakt vime vlastné uz z prvniho a druhého semestru: primitivni funkce 1ze libovolné€ posouvat
nahoru a dolil (zde C je vlastné integracni konstanta).

e Je-li y reSeni rovnice y' = g(y), pak y(x) = y(x + c¢) je také jeji Feseni.
Toto je obsahem Lemmatu 2.30.

2.32 Pozorovani. UvaZujme reseni y tilohy s pocdtecni podminkou

y'=g(). y(xo) = yo.

Jestlize g(yo) > 0, pak y je neklesajici na D,
Jestlize g(yo) < 0, pak y je nerostouci na D,,.

Diikaz. Protoze y je feSeni nasi autonomni rovnice, které spliiuje danou pocatecni podminku, plati

y'(x0) = g(¥(x0)) = g(¥o) > 0,

kde druhd rovnost plati diky pocate¢ni podmince. Podle Véty 2.27 je y monoténni a z vySe uvedeného je
jasné, Ze neni nerostouci (ma totiZ kladnou derivaci v bod¢€ x¢). Musi tedy byt neklesajici. Dtikaz druhého
tvrzeni je analogicky. [
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2.33 Véta. Necht' g je spojitd na Dg. Necht’ g > 0 na (a,b), a,b € R*. Pokud a € R, necht’ ddle
g(a) = 0 a podobné pro b. Necht’ y je maximdlni feSeni autonomni rovnice (A) s pocdtecni podminkou
y(x0) = yo € (a,b). Pak (a,b) C H,, kde H,, je obor hodnot y.

2.34 Poznamka. Jsou-li splnény predpoklady véty a navic a,b € R, a priori neni vibec jasné, jestli y
nabyva hodnot a nebo b (nebo obou). V§imnéme si, Ze y; = a a y, = b jsou staciondrni feSeni. Jak tusime,
v nékterych piipadech se na a (resp. na b) da ,lepit”, jindy ne. V pripadech, kdy lepeni neni mozné, se
piislu$na hodnota v oboru hodnot y nevyskytne. Pokud lepeni napiiklad na b je mozné a y je maximalni
feSenf (tj. ,.,neskonci pfedCasné®), pak b € H, (jak je vidét napiiklad pfimo z ,,bodu slepu®).

Diikaz. Budeme hledat feSeni y = y(x) autonomni rovnice (A), které splituje danou pocate¢ni podminku
y(x0) = yo € (a,b), a to vlastné standardni poCetni metodou. Mame

Y'(x) = g(y(x)), x eD,.

Uvazujme nyni pouze takové body x € D, pro které y(x) € (a, b); takové jisté existuji, pfikladem je bod
Xo z pocatecni podminky. Méjme tedy libovolny takovy bod x; protoZze g > 0 na (a, b), mame g(y(x)) > 0
(neb y(x) € (a, b)). Pro takovéto x tedy mizeme rovnici délit g(y(x)):

e
g(y(x))

Integraci rovnosti podle x dostaneme

x takové, ze y(x) € (a, b).

y'(x) _
/g(y(x)) dr=x+G. Crek

kde na pravé stran¢ byla integrace snadna a na strané levé nyni pouzijeme substituci y(x) = y a y’(x)dx =
dy (samoziejmé bychom mohli volit i jiné pismenko neZ y, v pocetni praxi to ale neni zvykem):

ProtoZe pracujeme s obecnou funkci g, nelze ve vypoctu pokracovat , konkrétné‘‘. Misto toho ozna¢me G
primitivni funkci k é na (a, b); ta existuje, nebot’ g je na (a, b) spojita a kladnd, takZe totéz plati pro é
(v Zddném bodé nedélime nulou), a spojitd funkce ma primitivni funkci podle Zdkladni véty kalkulu. Tim
paddem mame

Gy))+C=x+C aoznatme C :=C, — C, € R.

Je zfejmé, Ze rozdil C obou integracnich konstant miiZe nabyvat jakékoliv redlné hodnoty, piSeme tedy
C € R. Zbyva ,vratit zpét substituci“ y(x) = y:

G(y(x)=x+C, C €R. (2.18)

Pro feSeni s hodnotami v (a, b)*? jsme tedy dostali rovnici pro y, kterd uz neni diferencialni (provedli jsme
totiZ integraci), a vyjadrit z ni explicitni pfedpis pro y znamend najit inverzni funkci ke G. To lze:

32Pfesnéji: pro x takovi, Ze y(x) € (a, b).
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Vime, Ze G je rostouci na (a, b), nebot’” jde o primitivni funkci k funkci é, ktera je na intervalu (a, b)
kladnd; jinymi slovy G’ = é > 0 na (a, b). Existuji proto limity?*

A:= lim G(y) a B:= lim G(y).
y—ay y—>b—
ProtoZe G je spojita®* zobrazuje interval (a, b) na interval podle Bolzanovy véty,* a to na interval (4, B),
coz je ziejmé z toho, Ze G je rostouci. Takze celkem dostdvame, Zze G : (a,b) — (A, B) je bijekce (je prosta,
protoZe je rostouci, a je na (A4, B)). Ma tedy inverzni funkci G™': (A4, B) — (a, b), kterd je (samozfejme)
také bijekci.
Nynfi jsme schopni dokoncit vypocet feSeni, ktery vySe dospél az k rovnici (2.18); dostdvame, Ze

G GH(x)=G1x+0C), .
y(x) =G x + C). (2.19)

Dostali jsme tedy, Ze feSeni rovnice (A), které ma hodnoty v intervalu (a, b), je posunutd (doleva, nebo
doprava — podle hodnoty C) bijekce G™1: (4, B) —> (a, b). Vyslo ndm (2.19), pfi¢emz mus{ byt x + C €
(A,B) = Dg-1,t.x € (A—C, B— C). Celkem jsme zjistili, Ze funkce

y:(A—C,B—C) —> (a,b), y(x)=G '(x+C) (2.20)

je obecné feSeni s hodnotami (v8emi) v (a, b) a Ze H,, = (a, b). To je v podstaté to, co jsme chtéli dokdzat.

Zbyva si uvédomit, Ze libovolné maximdlni feseni, ma-li néjaké své hodnoty v intervalu (a, b), musi uz
zahrnovat ve svém oboru hodnot cely interval (a, b) (a pfipadné i néco navic, coZ nds ovSem ted’ nezajima).
To lze dokazat pomoci dvahy, Ze kdyby feSeni y nenabyvalo vsech hodnot v (a, b), mohli bychom ho
prodlouZit podle vzorce (2.20) (pro vhodnou konstantu C'), cozZ by byl spor s jeho maximalitou. Podrobné&jsi
a presnéjsi vysvétleni této argumentace najdete v Pfiloze B. ]

2.35 Poznamka. Je snad jasné, Ze analogicka véta plati i v pfipadé, Ze ,,g > 0 nahradime predpokladem
»g < 0% jediny rozdil bude v tom, Ze prislusna feSeni budou nerostouci misto neklesajici. Mohli bychom
tedy Vétu 2.33 zformulovat s predpokladem g # 0 na (a, b): podle Bolzanovy véty je pak (spojitd) funkce g
bud’to kladnd na celém (a, b), nebo zdpornd na celém (a, b) (nemiize na tom intervalu zménit znaménko,
nebot’ v tom piipadé by musela byt v né¢jakém bodé (a, b) nulova).

2.36 Pozorovani. Necht’ g > 0 na intervalu (a,b), a € R*, g(b) = 0. Necht’ G je primitivni funkce k 1/g
na (a,b), kterd zobrazuje (a,b) na (A, B) (A, B € R*). Jestlize B < +00, pak md rovnice (A) FeSeni y,
pro néjz (a,b] € H,,.

Jestlie A > —oo, pak md rovnice (A) feseni y, pro néjZ [a,b) < H,,.

Plati-li oboji, tj. —00 < A < B < 00, pak existuje reSeni y, Ze [a,b] C H,,.

(Jinymi slovy: lze lepit na staciondrni feSeni y = b, resp. na y = a, resp. na oboji.)

Diikaz. Funkce g je kladna a spojita na (a, b), takze totéz plati pro 1/g (aritmetika spojitosti; nedélime

3Monoténni funkce vZdy md limitu — 1. semestr.
34Ma4 totiz v kazdém bodé y vlastni derivaci $.

33Co znamen4, Ze obraz je interval? Intuitivng to, Ze obraz ,;nemd zddnou diru*. Obsahem Bolzanovy véty je v podstaté pravé
to, Ze v obrazu spojité funkce nemohou byt ,.diry“: tj. viastnost nabyvdni mezihodnot.
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nulou). Proto G = [ 1/g existuje a je rostouci (md kladnou derivaci); zobrazuje tedy (a, b) na interval
((lim GO, lim G()) = (4, B)
y—>a4 y—>b_

(rovnost plyne z pfedpokladu, Ze G je na (A4, B)), odkud B = limy_,,_ G(y). V prvni ¢asti dikazu Véty 2.33
jsme vypocitali, Ze funkce tvaru
j(x) =G '(x +C)

(kde C € R je jakdkoliv konstanta) je (obecné) feSeni nasi rovnice (A), které zobrazuje (A — C, B — C) na
(a,b).
Protoze B — C € R, miiZzeme definovat (lepit)

y(x), pokudx € (A—C,B—-C),

X) =
) b, pokud x = B — C.

Je vidét, Zze H, = (a, b], takZe si sta¢i uvédomit, Ze y skutecné je feSenim (A). Je zfejmé, Ze y je feSenim na
(A—C, B—C),nebot’ se na tomto intervalu rovna (feSeni) y. Je feSenim i na intervalu (B — C, 00), protoZe
v predpokladech pozorovani stoji g(b) = 0. (Takze y’(x) = (b) = 0 = g(b) = g(y(x)) pro vSechna
x € (B — C, o), arovnice je na tomto intervalu splnéna.)

Korektnost lepeni: Musime tedy pouze ovéfit, Ze rovnice je splnéna v ,,bodé slepu® B — C, tj. Ze
Y (B —-C) = g(y(B — C)); hodnotu na pravé strané piitom zname: g(y(B — C)) = g(b) = 0, takZze
vlastné chceme dokazat, ze y'(B — C) = 0.

Trividlné je vidét, Ze y/ (B — C) = 0, nebot’ y je konstantni na [B — C, c0). Podivejme se tedy na
derivaci zleva: funkce y je evidentné spojitd, a to i v bodé B — C, takZe podle Véty o limité derivace a Véty
o limité sloZzené funkce (1. semestr) plati

VOLD . (A) . VOLSF . Spoj.
Y.(B—-C)' =" lim_ yx) = lim_ ghrx) = lim g(y) " g(b) =0.
x—>B—-C_ x—>B—-C_ y—b_

ProtoZze y' (B —C) =y, (B —-C) =0, je y'(B — C) = 0, a jsme hotovi: slepend funkce y je feSenim nasi
autonomni rovnice. Analogicky bychom mohli dokazat i zbyvajici dva body pozorovani, tedy lepeni na a a
lepeni na a i b (ve druhém piipadé bychom museli funkci y definovat pomoci vzorce o tfech fadcich (dva
body slepu). ]

2.37 Poznamka. Predchozi dikaz ma dveé ¢asti:

(1) Uvédomit si, Ze viibec pfichdzi v dvahu lepit: nekonstantni feeni y(x) = G~ (x + C) totiZ ,.dosdhne
hladiny »* ve vlastnim bod¢. Presnéji, limy_.p_c_ y(x) = b, kde B — C € R. K tomu pouZi-
vame predpoklad B < oo; konstanta C, kterd reprezentuje pravolevy posun naseho feSeni (viz téz
Lemma 2.30), je zde naopak nepodstatna a mtizeme si klidné predstavovat, ze C = 0.

(2) Vlastni lepeni: zde je podstatny predpoklad spojitosti g (tj. pravé strany rovnice) a nejdalezitéjsi
slozkou je Véta o limité derivace. Ze je viibec mozné ,,spojité lepit* je jasné a priori: mame jednu &ést,
v, kterd ma v jistém vlastnim bod¢ limitu zleva b a druhou ¢ast, konstantni b, kterd ma v tomtéz bodé
limitu zprava samoziejmé také . KdyZ na sebe tyto dvé spojité funkce napojime, dostaneme spojitou
funkci. Otazka je, jestli tato nova funkce spliiuje nasi rovnici i v onom bodé€ slepu.
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V druhé ¢asti diikazu se dokazuje, Ze tomu tak je. Je dobré si v§imnout, Ze tento typ argumentu s Vétou
o limité derivace bude fungovat ve vSech situacich, v nichz prava strana rovnice je spojita. V praxi tedy
lepeni obvykle nechdvame bez komentafe, méli bychom vSak mit na paméti, Ze za nim je argument
tohoto typu.

2.38 Lemma. Bud’ g spojitd na [a, b] a kladnd na (a,b) C R. Necht’ d € (a,b) (,, pomocny bod*). Bud’ y
maximdlni 7eSent (A), pro néjZ (a, b) C H,. Pak plati

(i) beH, & [;L<oo;

(ii) a € H, & fad < 0.

1
g

Diikaz. Dokazeme prvni bod. [

2.6.2 Kbyvalitativni reSeni autonomnich rovnic

2.7 Rovnice se separovanymi proménnymi

2.8 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Co jsou to linearni rovnice a proC zrovna je umime spolehlivé fesit? Odpovéd’ na tuto otdzku je celkem jasna
v ptipad€, Ze se jedna o linedrni rovnice algebraické, v nichZ neznama je ¢islo (a nikoliv funkce jako v naSem
pifpadg): Nezndma se totiZ v rovnici ,,vyskytuje jednoduchym zpisobem*, a d4 se tedy snadno ,,vypo&itat*.*
Obtiznéji fesitelné rovnice se poznaji podle toho, Ze se v nich nezndma vyskytuje jako argument sloZitéjSich
funkeci.

Podobné jako u rovnic Ciselnych to funguje i1 u téch diferencidlnich. Ale pozor, u diferenciélni rovnice —

£ 66

tfeba rovnice tvaru y’ = f(x, y) — mdme ndhle dvé ,proménné“, a to x a y, misto jedné. I zde ale plati, ze
. y.

Linearni diferencidlni rovnice maji vyhodu, Ze se v nich nezndma y vyskytuje relativné ,,jednoduchym
zptisobem*, a prave diky tomu jsou tyto rovnice vcelku dobfe feSitelné. Obvykle vlastné zéleZ{ jen na nasi
schopnosti pocitat integraly.’’

Jak pozname linearni DR: K tomu se hodi pomocny pojem stupné c¢lenu v rovnici. Jak vime, ¢leny
v rovnici jsou jednotlivé séitance, které se v ni vyskytuji; kazdy z téchto s¢itancid pfitom miZe vzniknout jako
souc¢in n€kolika vyrazd. Pro urCeni stupné daného Clenu staci secist vS§echny mocniny u y, y’, y”, y"”, .. ;
takZe naptiklad stupné €lent yx2, y'y”, y3y”x jsou 1, 2, 4. Pokud se v daném ¢lenu y (ani zadn4 derivace)
vibec nevyskytuje, definujeme jeho stuper jako 0. A pokud se y (nebo nékterd derivace) vyskytuje jako
argument slozitéjsi funkce (jako tfeba sin y nebo In(y’)), nechame stupeti onoho ¢lenu bez definice.

Linedrni diferencidlni rovnice se poznd podle toho, Ze obsahuje ¢leny nejvyse prvniho stupné.

2.39 Priklad. Rozhodnéte, které z nasledujicich rovnic jsou linedrni:

36Totéz plati i pro soustavy linedrnich rovnic s vice neznamymi. I v nich jsou neznimé vzajemné ,propleteny* jednoduchym
zpusobem, takZe se soustava da jednoduse feSit.

37Samoziejmé i zde mlizeme narazit: jak vime z druhého semestru, tilohy na vypodty integralu nejsou (narozdil od poéitani
derivaci) tak docela algoritmické; Casto je potfeba mit ndpad — a Casto to prosté vibec nejde. I tak se ale da fict, Ze jsme schopni
integrovat pomérné Sirokou $kdlu funkef.
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@ y'+y=0; (d) y+yy+x=0;
(b) y =14y € y'+y+x=1+e";
(©) ¥ + 532y = e*; (D) X2y 4 sinx )" +y = e +1337.

Reseni: Lineérni jsou pravé rovnice (a), (c), (f). VSechny ostatni uvedené rovnice obsahuji bud’to néjaky
Clen stupné vyssiho nez 1 nebo ¢len nedefinovaného stupné. A

Vv s

Podivejme se nyni na jeden moZny zpusob feseni nejjednodussich linedrnich DR. Budeme uvazovat
linedrni rovnici 1. fadu s konstantnimi koeficienty (vysvétleni viz nizZe).

2.40 Piiklad. Re¥me tlohu s po&itedni podminkou y’ + 5y = 7, y(2) = 3. Tato rovnice je evidentng
linearnf a je prvniho ¥4du; pro ilustraci ji viak vyfe$ime pfirozenym zptisobem?, aniz bychom aplikovali
standardni algoritmus k feSeni t&chto rovnic, ktery si ukdZeme dale.** Upravami postupné dostidvame:

y ' =17-5y = % je stacionarni feSeni.

Pokud y # %, je dale ekvivalentni:

=1 Nyni aplikujeme [(...) dx.

Je dobré si rozmyslet, jak pfesné chdpat integraci levé strany rovnice podle proménné x; pfi povrchnim
pohledu se totiz zd4, Ze leva strana na x vibec nezdvisi. My ovSem vime, Ze y je ve skutenosti funkce y(x),
takZe vlevo integrujeme funkci - s(yx()x)’ a dava tedy dobry smysl pouZit sustituci podle vzoru y = y(x),
dy = y’(x) dx. Pak uz je pochopitelné, Ze nim vyjde toto:

1
—gln|7—5y| =x+C

|7 _ 5y| — e—5x—5C

7T—5y = +e € . ¢ Polozme K = +e7°C.

Nyni si v§imnéme, Ze K miiZe, podle nasi volby + ¢i — a nasi volby konstanty C, nabyvat v§ech nenulovych
hodnot, tj. K € R \ {0}. Pro K = 0 ale dostdvdame 7 — 5y = 0, tedy y = 7/5, coZ je nami dfive zakdzané
(kvuli déleni nulou) stacionarni feSeni. Nyni ho tedy zahrneme zpét do naSich tvah tim, Ze povolime i
K =0:

7—5y=K-e >, K e R,

y(X)=—§(K-e‘5x—7), xeR, K eR.

Za vysvétleni mozna stoji posledni zdpis ,,x € R, K € R*. To je potfeba chdpat tak, Ze pro libovolné
K € R nam vyse uvedeny vzorec pro y(x) da néjaké jedno feSeni nasi rovnice; toto feSeni je definovano
a rovnici splituje ve vSech bodech x € R. Téch fesent je tedy nekonecné mnoho — pro kazdou hodnotu K
mame jiné a to je (v pripadé této rovnice) definovdno na celém R.

3Bstandardnim zpisobem feseni rovnic se separovanymi proménnymi
¥metoda variace konstanty a metoda integra¢niho faktoru
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Zbyva ze vsech nalezenych feseni najit to, které spliiuje danou pocate¢ni podminku y(2) = 3; jde tedy
o to urcit prislusnou konstantu K. To je snadné (do predpisu pro feSeni dosadime x = 2):

3=y(Q) = —é(K-e_IO —7).

odkud uZ snadno vypocitdme, e K = —8¢!°, a feeni nasi dlohy s po&dte¢ni podminkou je tedy tato
konkrétni funkce definovand pro x € R:

8-el0™>¥ 17
5 .

y(x) = —l(— 8e'?- e —7) = A

5

Mohlo by se tedy zdat, Ze linedrni rovnice se daji snadno reSit docela pfirozenym postupem, pii némz

vlastné nenf tolik co vymyslet. Rychle se vSak ukéze, Ze nové, pro linedrni rovnice specifické, zptisoby feseni
jsou potieba: tfeba hned rovnici

y' + 5y = Tx, (2.21)

Vv,

ktera se nezdd o mnoho tézsi nez ta, kterou jsme pred chvili vyfesili, uz analogickym postupem nezdoldame.

Skutecné, dostali bychom totiz
/

y =
7x — 5y
a v tento okamzik se zasekneme, protoze viibec neni jasné, jak bychom méli integrovat levou stranu podle
x: explicitni pfitomnost proménné x ndm totiZ zabranuje snadno pouZit substituci, jako jsme to ucinili
v pfedchozim piikladé.

1

Je tedy patrné, Ze rovnici (2.21) — pokud to viibec rozumné 1ze — musime fesit jinym zptisobem. Nastésti
to skute¢né lze a dokonce existuji hned dvé celkem jednoduché metody, jak tuto (a taky vSechny ostatni
linearni rovnice 1. fadu) resit:

e metoda variace konstanty;
e metoda integraniho faktoru.
Obé metody probereme, nejprve si vSak upfesnime, jakymi rovnicemi se vlastné chceme zabyvat. A zminime

néco malo souvisejici teorie.

2.8.1 Vsuvka o prostorech funkci

2.41 Znaceni. Bud'tea,b € R*,a < b,k € N a I C R libovolny interval. PouZivime nasledujici znaceni
mnozin funkci.

e Znacime C((a,b)) = {f: (a,b) — R: f jespojitd na (a, b)} a analogicky pro jiné typy intervali
(uzavieny, polouzavieny). Lze tézZ psat C (/) pro mnoZzinu vSech funkci spojitych na intervalu /.

e Znatime C'((a,b)) = {f: (a,b) — R: f’je spojitd na (a,b)}. Je zfejmé, Ze ekvivalentné lze psat

C'((a,b)) ={f: (a,b) > R: f' € C((a,b))}.

e Znaéime C¥((a,b)) = {f: (a.b) > R: f® e C((a,b))}. Jde o zobecnéni predchoziho piipadu;
pro k = 1 jsem tedy napsal tutéz definici dvakrat.)



KAPITOLA 2. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE 62

o Znatime C®((a,b)) = {f: (a,b) = R: Vk e N: f® e C((a, b))}

Interval jiného typu (uzavieny, polouzavieny) miZzeme uvazovat ve vSech pfipadech, pfi praci s derivaci
v krajnich bodech je pochopitelné potieba uvazovat derivace jednostranné. Pokud médme, jako vySe, otevieny
interval (a, b), je zvykem vynechdvat jeden par zavorek a psat C(a, b) misto C((a, b)) apod.

Tyto definice by nemély byt t€Zké na pochopeni, moznd ale pomiZe je prelozit do Cestiny:

e C(a,b) je mnozina viech funkci spojitych na (a, b).*’
e C*(a,b) je mnozina viech funkci se spojitou k-tou derivaci na (a, b).
e C*(a,b) je mnoZina vSech funkci se spojitymi derivacemi vSech radi.

2.42 Poznamka. Pravé uvedené znaceni je zcela standardni a miiZete na néj narazit v riznych oblastech vyssi
matematiky. Ve skuteCnosti existuje celd fada dalSich tfid funkci, které se znaci riiznymi jinymi pismenky
s indexy (tfeba prostory L, wkp HP Lip, Cy, C®, D, atd.). Tyto prostory funkci (a fada dal$ich) maji
riznorodé vlastnosti a tomu odpovidé riznorodost jejich aplikaci.

2.43 Pozorovani. Necht’ a,b € R*, a < b. Plati ndsledujici inkluze:
C(a,b)2CYa,b) 2 C%(a,b)2...2Ck@a,b)D...2 C®(a,b).

Diikaz. Dokazme prvni z uvedenych inkluzi C!(a,b) € C(a,b); mame tedy dokdzat, Ze kdykoliv f €
C'(a,b), pak f € C(a,b).*" Budiz tedy déna libovolna funkce f € C!(a,b), tj. (podle definice C'(a, b))
libovolna funkce se spojitou prvni derivaci. OvSem jestlize f’ je spojitd na (a, b), je automaticky v kazdém
bod& konecn4 neboli vlastni.*> Ma-li funkce v néjakém bodé& vlastni derivaci, je v tom bodé& spojita (1.
semestr), takZze f je spojitd v kazdém bodé¢ (a, b), tj. f € C(a,b), a jsme hotovi.

Zcela stejné se dokaze libovolnd dalsi inkluze tvaru C¥(a,b) € C*(a, b) (k = 2):Je-li f € C, pak
o = (f (k_l))/ je vlastni (diky své spojitosti), takze f*~1 je spojitd (opét podle onoho tvrzeni z 1. sem.),
tj. f € C¥(a,b).

Zbyva dokazat inkluzi posledni, tj. Ze C®°(a,b) C C*(a,b) pro libovolné k € N. K tomu si stadf
porddné uvédomit, jak je mnozina C *°(a, b) definovana:

C®(a,b)={f:(a,b) > R: Vk e N: f® ¢ C(a,b)}
={f:(a,b) >R: VkeN: f e Cka,b)}

o0

() {f: (@b)>R: feCa.b)

k=1

Ck(a,b).

I
D)

k

Il
_

Z toho uz je pozadovana inkluze jasnd, protoze prunik je podmnozinou kazdé z ,,pronikanych‘ mnozin.
Vsimnéte si, Ze prvni uvedend rovnost je prosté definice C*°(a, b) a posledni rovnost je zcela trividlni (na
pfedposlednim fddku méme prosté jen neSikovné zapsané totéZz, co na fadku poslednim).

40A definovanych presné na (a, b); tatdz poznimka plati i na zbyvajici piipady.

“IPfipomeiite si, e A C B znamen4 toté%, co vyrok Vx: x € A = x € B.

#8pojitost ,,funkci s nekoneénymi hodnotami* jsme nijak nedefinovali a nikdy ji neuvazujeme. Jestlize se tedy v definici
C(a, b) pozaduje spojitost derivaci, mysli se tim automaticky i to, Ze tyto derivace jsou kone¢né.
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Za pozornost stoji pouze rovnost tfeti, kterou je dobré si porddné rozmyslet. Viz nasledujici pozndmku.
[

2.44 Poznamka. MnoZina vSech prvkii spliiujicich néjakou ,,sadu podminek “ je rovna priniku odpovidajici
»sady mnoZin “, z nichZ kazdd je definovdna jednou z téchto podminek.
Jako priklad na toto tvrzeni lze pouZzit nasledujici zfejmou rovnost:

{(xeR:x=1lArx<5}={xeR:x=>1}N{xeR:x <5}

Zde na levé stran¢ mame mnozinu vSech prvki x, které soucasné spliuji dvé podminky (ato x > 1 ax < 5).
Napravo mame prinik dvou mnozin, z nichZ jedna je uréena prvni podminkou a druhd druhou podminkou.
V tomto kontextu je ziejmé, Ze rovnost plati, zvl4St’ pokud ji napiSeme takto:

[1,5) = [1,00) N (—00,5).

Podminky, které uvaZzujeme, v§ak pochopitelné nemusi byt pouze dvé, miize jich byt i nekone¢né mnoho;
presnéji, pomoci univerzalniho kvantifikatoru jsme schopni zapsat nekone¢né mnoho vztahti do jediného
vyroku. Napfiiklad plati (rozmyslete si):

1 = 1
A:{xe]Ri: VneN:x<—}:ﬂ{xe]R{:x<—}. (2.22)
n M n

Pojd’me jesté o kousek dél a definujme nyni druhou mnoZinu redlnych ¢isel pomoci negace podminky
pouZité v (2.22). Je jasné, Ze musime dostat komplement mnoZiny A do R, tj. R \ A. Plat{*’

1 * 1
B:{xeR: EInEN:xZ—}zu {xeR:xZ—}.
n n
n=1
Vidite tedy, a snadno si rozmyslite, Ze zatimco univerzalni kvantifikdtor V ,,se preloZi“ na (), existenéni
kvantifikdtor 3 ,,se prelozi* na | J. Z cviénych divodi si také rozmyslete, Ze A = (—o0,0] a B = (0, 00).
Vratime-li se nyni k pfedchozimu dikazu, ona diskutovana rovnost

{f:(a.b) >R: VkeN: f e C¥a.b)} = ({f: (a.b) > R: [ € C¥a.b)}
k=1

by uZ nyni méla byt zfejma.

2.45 Lemma. Opatiime-li mnoZiny C(a,b), C*(a,b) (k € N), C*®(a, b) pFirozenymi operacemi + (s&itdni
funkci), c- (ndsobeni skaldrem), jednd se o vektorové prostory (roli O hraje pochopitelné konstantni nulovd
funkce na (a,b)).

Diuikaz. Vsechny uvedené mnoZiny jsou podmnoZinami mnoZiny vSech funkcf intervalu (a, ) do R, o niZ je
snadné ukdzat, Ze (opatiime-li ji uvedenymi operacemi) jde o vektorovy prostor. (Podrobné ovétreni vSech
axiomu vektorového prostoru je trividlni cvieni z linearni algebry — staci prosté projit ty axiomy jeden po

“Pfipomeiite si, Ze vyrok s kvantifikitory negujeme tak, Ze kazdy z kvantifiktorG nahradime ,.opaénym* a znegujeme
zavérecny vyrok.
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druhém a ujistit se, Ze plati.) Jak zndmo z linedrni algebry, libovolna podmnoZina vektorového prostoru je
sama vektorovym prostorem, praveé kdyz je uzaviena na obé vektorové operace; chceme-li tedy dokazat,
Ze napiiklad C(a, b) je vektorovy prostor, staci ndim uvédomit si, Ze kdykoliv f,g € C(a,b) ac € R,
pak f +ge C(a,b)ac- f € C(a,b). Mnozina C(a, b) tedy je uzaviena na vektorové operace, takze je
vektorovym prostorem. (VSimnéte si, Ze zde pouzivadme aritmetiku limit, respektive ,,aritmetiku spojitosti*:
soulet spojitych je spojitd apod.)

UkaZeme nyni, Ze pro libovolné k € N je C*(a, b) vektorovy prostor. K tomu si indukei dokdZeme
jednoduché pomocné tvrzeni: pro libovolné k € N plati (f + g)® = f® 4 ¢® 3 (c. /)P = f®
(oboji za predpokladu, Ze prava strana rovnosti ma smysl). Nuze, pro k = 1 tyto vzorce zname z prvniho
semestru. Pfedpokladejme tedy, Ze vzorce plati pro jisté k a dokazme jejich platnost pro k + 1: Necht’ tedy
£ g existuji a daji se sedist.**

S+ = ((f +9®) = (@ +gD) = (FO) + (W) = & 4 g%,

Podobné také
(C . f)(k-i-l) — ((C . f)(k))/ I:P (C . f(k))/ —c. (f(k))/ —c. f(k+1)-

Vezméme tedy libovolné funkce f, g € C*(a, b) alibovolny skaldr ¢ € R. Podle definice je f &, g® e

C(a,b), takze i
(f+9® =P+ ecCb)

astejndi(c- f)® =c. f® e C(a,b), coz oviem (opét podle definice) znamen4 presné to, Ze funkce
f 4+ gac- f jsouprvky C¥(a,b), takze mnoZzina C¥(a, b) je uzaviend na vektorové operace, a jde tedy
o vektorovy podprostor (vektorového prostoru vSech redlnych funkei na (a, b)).

Zbyva dokazat, ze i C*°(a, b) je vektorovy prostor. Bud’te tedy dany libovolné funkce f, g € C*(a, b)
a libovolny skalar ¢ € R. Mame

f.g €C®(a.b) = () C*a.b).
k=1

tj., je-li ddno libovolné k € N, pak f.g € C¥(a,b). Protoze (jak jsme vyse dokézali indukci) C*(a, b)
je vektorovy prostor, jest f + g.c - f € C¥(a,b). To plati pro libovolné k € N, takze celkem Vk €
N: f+g.c-f eCka,b), odkud

f+g.cf e [)Ca.b)=C>(.b).
k=1

I mnozina C*°(a, b) je tak uzaviend na vektorové operace, jde tedy o vektorovy prostor, a diikaz je dokoncen.
O

2.8.2 O LDR 1. radu obecné

Nyni si upfesnime, jaké pfesné rovnice nds budou zajimat:

#Podrobnéjii by bylo rovnosti dokazovat v libovolném bodé x € (a, b); na zdvér bychom pochopitelné prohldsili, Ze x bylo
libovolné, takze vzorec plati na celém intervalu (a, b).
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2.46 Uloha (Linearni diferencidlni rovnice 1. fadu). Necht P, g jsou spojité funkce na jistém intervalu
(a,b) C R (kde a, b € R*). Budeme fesit rovnice tvaru

Y+ p(x)y =q(x) (L1)

Chceme umeét fesit rovnice ve tvaru (L1) a pripadné nékteré dalsi, které se do tvaru (L1) daji prevést.
Nejprve dvé zdkladni tvrzeni o vlastnostech reSeni (L1):

2.47 Lemma.
(i) Necht y je Feseni rovnice (L1)na (a,b). Pak y € C'(a,b).

(ii) Necht p € C(a,b) a zobrazeni L je pro y € C'(a,b) definovdno predpisem

L(y) =y + py.
Pak L: C'(a,b) — C(a,b) je linedrni zobrazeni (mezi vektorovymi prostory funkci).

Diikaz. (i): Predpokladejme, Ze pro x € (a, b) je splnéna rovnost

y'(x) + p(x)y(x) = q(x).

(Tj. y je feSeni (L.1) na intervalu (a, b).) Pro vSechna x € (a, b) tedy plati

y'(x) = q(x) = p(x) - y(x) €R,
€R eR €R
neboli y’(x) je vlastni, a y je proto spojitd, na (a, b).
Nyni se na nasi rovnici podivejme znovu, tentokrat bez proménnych. Jest

/

y =9 —

Spoj. s

{~

. y ,
N——
. Spoj.

<
&.
&

takZe (podle ,,aritmetiky spojitosti‘) je y’ spojitd na (a, b), tj. y € C(a, b).

(ii): Je jasné, ze kdykoliv y € C!(a,b), pak L(y) = y' + p-y € C(a,b) (opét diky ,,aritmetice
spojitosti). Tedy skute¢né L: C'(a,b) — C(a,b). Zbyva tedy pouze ovéfit linearitu L.

Bud'te tedy y,z € C'(a,b) aa, B € R. Pak plati

L(xy + Bz) = (ozy+,3z)/—|-p-(ocy—|—/3z)
= ay’ + Bz’ +apy + Bpz
= a(y' + py) + B + p2)
=alL(y) + BL(2). O

2.48 Véta. Necht’ a,b € R*, a < b anecht’ p,q € C(a,b), xo € (a,b) a yo € R. Pak existuje prdavé
Jjedno maximdlni feseni rovnice (LL1) s pocdtecni podminkou y(x¢) = yo. Toto reSent je definované na celém
intervalu (a, b).
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2.49 Poznamka. Podrobny diikaz této véty vynechdme, v hrubych rysech se nicméné dokazuje takto:
Jednoznacnost a existence feseni je snadnym disledkem Picardovy véty (rozmyslete si).

Dulezita soucast tvrzeni této vety vSak je onen dodatek: feSeni je definovano na celém intervalu (a, b),
tedy na maximalnim moZzném intervalu, kde to viibec pfichdzi v ivahu (vzhledem k defini¢nimu oboru (a, b)
funkcei p, g, které v rovnici vystupuji). K dikazu toho jsou zapotiebi dvé slozky:

e Maximalni feSeni se nemtiZe ,,zastavit nékde uprostied*; musi mit bud’to nekone¢nou limitu, nebo
musi byt definovdno az do krajniho bodu intervalu (a, ). Formalnéji se toto (pon¢kud nepiesné
tvrzeni) da fici tak, Ze maximdlni feSeni ,,na obou koncich opusti* libovolny uzavieny omezeny
obdélnik obsazeny v mnoziné (a, b) x R.

e Reseni nemiize mit singularitu uvnitt intervalu (a, b); singularita (tj. nekoneén4 limita) miiZe byt pouze
u krajnich bodi toho intervalu. Tento fakt se dokaze pomoci Sikovného odhadu rychlosti ristu: feSeni
linedrni rovnice zkratka nemuze rist (klesat) dostate¢né rychle na to, aby se dostalo do nekonecna
(minus nekone&na) uvnitf (a, b).* Tento odhad se nazyva Gronwallovo lemma a my ho z &asovych
divodid vynechavame.

2.8.3 Metoda integracniho faktoru

2.8.4 Metoda variace konstanty
2.9 Linearni diferencialni rovnice vyssich radu
V tomto oddilu budeme studovat nasledujici diferencidlni rovnici:*°
y® 4, 1y®Y 4 ay +aoy = f(1), (Ln)

kde ag,ay,...,a,—1 € R afunkce f je spojitd na jistém intervalu (a,b) C R (pfipoustime a,b € R*).
Nejucenéjsi nazev pro tuto rovnici je linedrni (obycejnd) diferencidlni rovnice n-tého rdadu s konstantnimi
koeficienty. Pokud f = 0, miZeme navic predstavit piivlastek homogenni, tj. s nulovou pravou stranou.

Pojd’me probrat ostatni slova ve vyse uvedeném dlouhém ndzvu rovnice (Ln). Linearita je obsahem
nasledujiciho lemmatu: leva strana rovnice se chova jako linedrni zobrazeni, které funkci y pfifadi jinou
funkci. Rovnice je obycejnd, protoZze neznamou je funkce jediné proménné (jiné rovnice nés ani nezajimaji,
takZe tento privlastek uvadim v zavorce). Jde o diferencidlni rovnici n-tého rddu, nebot’ nejvyssi derivace
v rovnici se vyskytujici je derivace n-td. A konecné rovnice ma konstantni koeficienty ag,ay,...,an—1.
Obecnéji bychom misto ¢isel mohli uvazovat (nekonstantni) funkce; takova situace je vSak pfirozené
slozitéjsi, a my se ji nebudeme zabyvat.

2.50 Lemma.
(i) Kazdé reSeni rovnice (Ln) je tridy C" na svém definicnim oboru.

(ii) Zobrazeni L, které funkci y priradi funkci

L) =y 4+ a,_1y" D+ ... +a1y +aoy, (2.23)

4Snad ani nenf potieba zde konstatovat, Ze toto je pouze nepfesné vyjadieni, které, doufejme, davé aspoii n&jakou predstavu.
46V tomto oddilu budeme nezavisle proménnou znacit ¢ misto x.
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je linedrni, L: C"(a,b) — C(a,b).

Diikaz. Postup je stejny jako v pripadé Lemmatu 2.47. Budiz y néjaké feseni rovnice (Ln) definované na
intervalu (a, b). Tj. pro kazdé t € (a, b) jest

YO = a1y — o=y (1) —aoy (t) + f(1),

odkud (y”~V(1))" = y™(¢) € R, tj. funkce y*~D md na (a, b) vlastni derivaci, a je tedy spojitd. To jinak
fe¢eno znamend, 7e y € C" !(a, b), a podle Pozorovani 2.43 je spojitd nejen y 1 ale i viechny nizsf
derivace a také sama funkce y. ProtoZe (podle predpokladi, které jsme uvedli hned pod rovnici (Ln)) je
spojita i funkce f, je spojitd funkce na pravé strané, a tedy i ta na strané levé, v platné rovnosti

(n—1) _

y("):f—an_ly c.o—apy —apy.

To ovSem znamend, Ze skutecné y € C"(a, b), jak jsme chtéli dokazat.

Druhy bod lemmatu je jasny z ,linearity derivovani®, tj. ze vzorce (ag + Bh) = ag’ + B, a z faktu,
ze pro libovolnou funkci y € C"(a, b) (nikoliv nezbytn€ feSeni nasi rovnice) jsou vSechny s¢itance vpravo
v rovnosti (2.23) (alespon) spojité funkce (takze i L(y) je spojita podle ,,aritmetiky spojitosti*). [

2.51 Véta (Existence a jednoznacnost feSeni (Ln)). Necht' f € C(a,b) aty € (a,b) (kdea,b € R*, a < b).
Necht’ jsou ddle ddna Cisla 2y, 21, ..., 2n—1 € R. Pak existuje prdvé jedno maximdlni reseni y rovnice (L.n)
splitujici pocdtecni podminky

y(to) = z0, Y'(0) =21, ..., y(n_l)(lo) = Zpn-1-

Toto maximdlni FeSeni je zarucené definovdno na celém intervalu (a, b).
Diikaz. Vynechame. O

2.52 Poznamka. VSimnéme si, Ze pro n = 1 je posledni véta slabsi nez Véta 2.48, kterd pripousti i
nekonstantni koeficienty.

2.9.1 Prostor reseni

Nyni zndme nékteré zakladni vlastnosti rovnice (Ln). Zejména jsme upresnili, co vlastné znamen4 jeji
linearita, a uvedli jsme nékteré vlastnosti jejich feSeni (existuji a vzdy jsou tfidy C"). Protoze tusime, Ze
feseni bude obvykle ,,mnoho*, priSel nyni Cas se zamyslet nad tim, jak se v nich vyznat. U¢ené feceno:
popiSeme strukturu mnoZiny feSeni rovnice (Ln).

2.53 Poznamka. Bud’te X, Y vektorové prostory a L: X — Y linedrni zobrazeni. Pak
KerL = L7'({0}) = {x € X: L(x) =0}, ,jadro L*,

je vektorovy podprostor prostoru X.

Diikaz. Jde o snadné cviceni z linearni algebry. Jest Ker L € X a X je vektorovy prostor, takze staci dokazat
uzavienost mnoziny Ker L na vektorové operace prostoru X . Necht’ tedy x, y € Ker L a «, 8 jsou skalary.
Pak

L(ax + By) =aL(x)+ BL(y) =a-0+8-0=0,
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aax + By € Ker L. Il

Pro naSe ucely bude X = C"(R),Y = C(R) a L: X — Y bude definované (2.23), tj. bude to leva
strana studované rovnice (Ln). S t€mito definicemi rovnost

L(y)=0

neni nic jiného nez obecnd homogenni linedrni DR n-tého fadu s konst. koef. (tj. verze (Ln) s nulovou pravou
stranou f = 0). Podle definice jadra linearniho zobrazeni je Ker L = {y € X : L(y) = 0} mnoZina vSech
feSeni této (homogenni) rovnice, kterd jsou prvky prostoru X = C"(R). Podle Véty 2.51 jsou ale vSechna
maximdlni feSenf rovnice L(y) = 0 definovadna na celém R*’ a jsou tiidy C” podle Lemmatu 2.50, takZe
Ker L obsahuje skute¢né vSechna.

2.54 Véta. Necht’ ag,ay,...,a,—1 € R (koeficienty). VSechna maximdlni feseni homogenni rovnice
(n) (n—1) ’ _
vy 4+ ap—1y +...4+a1y +apy =0 (Hn)

Jsou definovdna na R a spolecné tvori vektorovy podprostor prostoru C"(R). Tento podprostor md dimenzi
n.

76

Necht’ y, je néjaké (konkrétni) maximdlni feSeni rovnice (Ln) (,,partikuldrni feSeni*). Pak mnoZina
v§ech maximdlnich reseni rovnice (Ln) je

{ Yp + Yn: yn je FeSeni homogenni rovnice (Hn)}.

2.55 Poznamka. Nejpodstatnéjsim sdélenim prvni Casti véty je, Ze prostor feSeni ma dimenzi presné
n, tedy rovnu fadu rovnice. Skutecnost, Ze feSeni homogenni rovnice tvofi vektorovy prostor, uz vime
z Pozndmky 2.53.

Druha Cast véty fikd presné to, Ze libovolné maximadlni feSeni (,,nehomogenni‘‘) rovnice (Ln) je ve tvaru
souctu y, + yp. Abychom tedy nasli v§echna maximalni feSeni, stac¢i k tomu dvé véci:

e najit jedno maximalni feSeni y, t€to nehomogenni rovnice; to se zove ,,partikularni feSeni®;
e najit vsechna feseni prislusné homogenni rovnice (Hn).

Diikaz. Oznacme L(y) levou stranu rovnice (Hn) (stejné jako vyse). Podle Lemmatu 2.50 je L: C*(R) —
C(R) linearni zobrazeni. TotéZ lemma nam fika také to, Ze kazdé feSeni (Hn) je tiidy C” na svém defini¢nim
oboru. Véta 2.51 déle implikuje, Ze kazdé maximdalni feSeni (Hn) je definované na R. Z téchto informaci cel-
kem vyplyva, Ze vSechna maximdlni feSeni nasi rovnice (Hn) jsou prvky C”(R), jsou tedy prvky defini¢niho
oboru zobrazeni L; a protoZe jde o feSeni rovnice (Hn), kazdé z nich spliiuje rovnost L(y) = 0. Tj.

KerL ={y € C"(R): L(y) = 0} = {y: y je maximalni feSeni (Hn)}.

Podle Pozndmky 2.53 tedy mnoZina v§ech maximdlnich feSeni (Hn) tvofi vektorovy prostor (nebot’ jadro
libovolného linedrniho zobrazeni je vektorovy prostor).*®

4Tyéta 2.51 fikd, Ze maximdlni feSeni jsou definovand na intervalu (a, b), coZ je interval, na ném? je definovand (a spojit4)
funkce pravé strany f. V pfipadé homogenni rovnice je oviem f = 0, takze (a,b) = R.
“8Uvedené vysvétleni tohoto faktu se miize zdat piili§ sloZité. Nestacilo by Fict prosté, Ze (Hn) je ekvivalentni rovnici L(y) = 0,
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Pojd’me nyni dokazat, ze dim(Ker L) = n; k tomu staci najit n-prvkovou bazi Ker L. Podle Véty 2.51

existuji maximdlni feSeni (Hn) yq, v2,..., y, € C"(R) spliujici ndsledujici pocatecni podminky:
y1(0) =1 ¥2(0) =0 30 =0 - y(0)=0
y1(0) =0 y2(0) =1 30 =0 - y(0)=0
y{(0) =0 y) (0) =0 30 =1 - y{{(O) =0 (2.24)
WO =0 WO =0 PO =0 - V=1
Je jasné, Ze mezi feSenimi yq, y,, ..., Y, nejsou Zadnd dvé stejna. Nyni ukdZeme, Ze jsou dokonce linearné
nezavisla a generuji Ker L. Tj. dokazeme, Ze {y1, 2, ..., Vn} je baze Ker L, ¢imZ bude hotov ditkkaz prvni

Casti véty.

Linedrni nezdvislost: Bud'te ¢y, ¢3, ..., ¢, € R libovolné koeficienty linedrni kombinace takové, Ze
c1y1+cyr2+ ...+ cpyn =0. (2.25)
Podle definice linearn{ nezavislosti mnoZziny vektoru staci dokazat, Ze nutné ¢y = c, = ... = ¢, = 0.

Dosad’me t = 0 do rovnosti funkci (2.25). Dostaneme

c1Y1(0) + c2y2(0) + ... + ¢, y,(0) = 0, tj. podle (2.24)
c1-14+¢c-0+...4¢,-0=0,

neboli ¢; = 0. Nyni rovnost (2.25) zderivujeme:
! / / /
ayptey,+...+cny, =0,
a dosazenim ¢ = 0 dostdvame

c1y1(0) + c2y5(0) + ... 4+ ¢»y,(0) =0, tj. podle (2.24)
Cl'O+C2'1+...+Cn'0:0,

takZe ¢, = 0. Opakovanim tohoto triku postupné dostaneme i ¢z = 0, ¢4 = 0 atd. aZ po

1y D0) + 8 0) + ..+ ey D(0) = 0, . podle (2.24)
C1'0+C2'0+...+Cn'1 =0,

takze 1 ¢, = 0. Dostali jsme tedy, Ze ¢c; = ¢, = ... = ¢, = 0, takZe vektory (funkce) yi, ¥2,..., Vn
opravdu jsou linedrné nezdvislé.

Generovdni: K tomu, abychom védéli, Ze mnozina B := {y1, y», ..., V,} je bdze Ker L, zbyva dokazat,
ze B generuje Ker L. Budiz tedy dén libovolny prvek w € Ker L; chceme najit koeficienty linearni kombinace

kterou (z definice) spliiuji pravé vSechny prvky Ker L? Odpovéd’ je, Ze nestacilo. Ony rovnice totizZ nejsou ekvivalentni, nebot’
(Hn) nenese zaddnou apriorni informaci o defini¢nim oboru a kvalité feSeni, zatimco v rovnici L(y) = 0 jsou implicitné obsaZeny
pozadavky, Ze feSeni musi byt prvek defini¢niho oboru L, tedy prostoru C”(R). Nastésti plati nesamoziejmy fakt, Ze libovolné

maximalni feSeni (Hn) skutecné je tfidy C” a je def. na R —tj. je prvkem C"(R).
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C1,C2,...,cp € Rtakové, Ze c1y1 + coya + ...+ Chyn = w.
Definujme ¢isla
ci =w0), c=w0), ... cn=w""10)

a uvazujme funkci
yi=cayi1+cey:+ ...+ Cuyn.

Vime, Ze y je maximalni feSeni (Hn), nebot” se jednd o linedrni kombinaci maximadlnich feSeni. Pojd’me se
podivat, jaké pocatecni podminky (v bodé r = 0) toto reSeni spliuje:

y(0) = c1y1(0) + c2y2(0) + ... cpyn(0) = c; = w(0);
¥'(0) = ¢191(0) + €295(0) + ... cuy,(0) = 2 = w'(0);

a tak dale az po

y00) = "0 + 233"V (0) ey (0) = 60 = wO D (0);

Dostdvame tedy, Ze y spliuje tutéz sadu pocatecnich podminek jako w; obé funkce jsou pfitom maximalni
feSeni rovnice (Hn). Podle Véty 2.51 vSak pro takovouto sadu pocateCnich podminek existuje prdvé jedno
maximalni feSeni, a musi tedy platit y = w.

Funkce y byla ovSem definovana jako jistd linedrni kombinace yy, y,, ..., Vn, takZe i naSe predem dané
(libovolné) feseni w je (tou samou) jejich linedrni kombinaci. Tim je dokdzdno, Ze skutecné B generuje
Ker L, a je to tedy béze.

Druhd cast véty: Bud’ y, urCité maximalni feSeni rovnice (Ln). Pfipomenime, Ze pravd strana rovnice, tedy
funkce f je definovand (a spojitd) na jistém intervalu (a, b) € R, nikoliv nezbytné€ na R. Podle Véty 2.51 je
feSeni y, definovdno na celém tomto (a, b) (je totiZ maximdlni). Ozna¢me

= {yp + Yn: yn je maximalni feSeni (Hn)},

A
B := {y: y je maximalni feSeni (Ln)}.

Mame dokazat, Ze A = B, coZ uCinime skrze dikaz jedné i druhé inkluze.

DokaZzme nejprve inkluzi A € B; bud’ tedy dén libovolny prvek y € A, chceme y € B. Podle definice
Aje y tvaruy = y, + yp, kde y; je né€jaké maximdlni feSeni homogenni rovnice. VSimnéme si, Ze feSeni
homogenni rovnice yj, je definovdno na celém R, kdeZto y, na (a, b); soucet y, + yp je tedy definovan na
(a,b).

Uvazujme linedrni zobrazeni L definované stejnym vzorcem jako vyse, tj. jako leva strana rovnice (Ln)
(resp. (Hn)), ovSem tentokrat jako zobrazeni L: C"(a,b) — C(a, b).” Pak

L(y)=L(yp+yn) =Lyp) +Ln)=f+0= 1"

kde posledni rovnost plyne z toho, Ze y, (resp. y;) je feSenim rovnice s pravou stranou f (resp. 0); takze y
je feSeni (Ln),a y € B.

“misto L: C*(R) — C(R)
S0V yrazem L(y;) mame pochopiteln& na mysli L(yj|4,5)), nebot’ do L nyni dosazujeme funkce definované na (a, b) misto
pavodniho R.
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Zbyva dokdazat inkluzi B € A; zvolme tedy libovolny prvek y € B a dokazme, Ze y € A. Tj. chceme
dokdzat, Ze y je tvaru y, + yp. Definujme tedy y, = y — y,. Tato funkce y;, je definovand na (a, b), protoze
ob¢ funkce y 1 y, jsou definované pravé na tomto intervalu (jakoZto maximalni feSeni (Ln)). Dokazme
nejprve, Ze jde o feSeni homogenni rovnice (Hn).”! To plyne z jednoduchého vypoctu

L(yn)=L(y—yp)=L(y)—L(yp)=f—-f=0.

Podle Véty 2.20 existuje prodlouZeni feseni y, na maximalni feSeni y, (pokud (a,b) = R, poloZme prosté
yi = yn).>% Plati
Yo+t =Yp+In=Yp+ QY —yp) =,
kde prvni rovnost nastdvd diky tomu, Ze y, + y, je def. pravé na (a, b), na kterémZto intervalu ovSem plati
yn = Jn, nebot’ yy, je prodlouzeni 7.5 Reseni y je tedy skutené tvaru Yp + Yn, kde yj, je maximalni feSeni
ptislu§né homogenni rovnice, tj. y € A, a jsme hotovi.
Dokazali jsme A € B i B C A, nastava tedy rovnost A = B, a diikaz véty je dokoncen. O

2.56 Poznamka. Pravé dokazana véta nam fika, Ze dimenze (vektorového) prostoru maximalnich feSeni
rovnice (Hn) je pravé n, tedy presné fad této rovnice. Tedy:

e Pokud yq, 5, ..., y, jsou linedrné nezavisla maximalni feSeni (Hn), pak mnozina {yy, y2,..., yn} je
baze prostoru v§ech max. feSeni.

e Libovolnou takovou bazi nazyvame fundamentdlni systém rovnice (Hn).

Véta 2.54 dédle znamen4, Ze fesit libovolnou (typicky nehomogenni) rovnici tvaru
Y +a,y" Y 4t ary +agy = f(21) (Ln)
1ze ve dvou krocich:
(i) Najdeme fundamentalni systém prisluSné homogenni rovnice (tj. rovnice (Hn)).

(i1) Najdeme jedno (partikuldrni) maximadlni feSeni y, rovnice s pravou stranou, tj. rovnice (Ln).

Libovolné maximadlni feSeni (Ln) je potom tvaru y, + ys, kde y; je né€jaké max. feSeni (Hn), tj. libovolna
linearni kombinace prvku FS.
Jinymi slovy: najdeme-li FS prislusné homogenni rovnice, necht’ je to {y1, 2, ..., Vn}, Zndme uz vlastné
v§echna jeji feSeni: jsou tvaru
Yh=C1y1+C2y2+ ...+ CnYn.

Poté (nebo pred tim) staci najit jedno jediné maximalni feSeni nasi ,,nehomogenni* rovnice (Ln) a okamzité
zname 1 vSechna ostatni feSenti.

>1Pokud jsme nahodou v situaci, Ze (a, b) = R, pak je toto feSeni j automaticky maximalni (nebot’ neni kam ho prodlouZit);
v opa¢ném piipadé ov§em maximdln{ neni, protoZe maximalni feSeni homogenni rovnice jsou definovana vZdy na celém R podle
Véty 2.51.

2Toto prodlouZeni je, jak snadno plyne z Véty 2.51, jednoznacné uréené a definované na R, to nds oviem v tento moment
nezajima.

337krdtka jde o sérii rovnosti mezi funkcemi definovanymi na (a, b); to plati i pro soudet na levé strané prvni rovnosti, nebot’
yn je sice def. na R, y, ale pouze na (a, b).
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2.9.2 Hledani fundamentalniho systému

Tato ¢ast obsahuje pfedevsim tvahy, které vedou k odvozeni algoritmu na hledani fundamentalniho systému
(neboli baze prostoru feseni) rovnice

y® 4oa,_ 1y 4+ ay +agy = 0. (Hn)

Kdo se zajima pouze o samotny algoritmus, miZe pieskocit na zavér tohoto oddilu a precist si pouze odstavce
,»Shrnuti““ a ,,Algoritmus k uréeni FS*.
Pojd’me se zamyslet, jestli se (asponl v nékterych ptipadech) nékterd feSeni nedaji uhodnout, resp. odvodit.
Je-li A € R libovolné pevné ¢islo, uvazujme funkci

y(r)=e, reR (2.26)
a vSimnéme si, jak vypadaji jeji derivace:
y/([) — )keM, y”([) — Azelt, y///(t) — A3e)tt atd.

Je tedy snadné tuto funkci dosadit do rovnice (Hn), tj. provést ,,zkousku“.>* Dostaneme (pro vSechna ¢ € R)

rovnost:
Are*M +a, MM 4t a et +agett =0 o

MM+ an A+t aidtag) =0 & (2.27)
A"t g, A"+t ag=0;

vidime tedy, Ze funkce y = e*! je feSenim (Hn), pravé kdyZ A je kofenem polynomu na levé strané posledni
rovnice vySe. Tato dvaha ddvéd vzniknout novému pojmu.

Charakteristicky polynom: vyraz
A = A"+ a, A"+ +a ) +a (2.28)

se nazyva charakteristicky polynom rovnice (Hn); zna¢ime ho y(A).

Je snadno vidét, jak utvoifme polynom (2.28) z piislu$né rovnice: jednoduse y™ nahradime A" a tak
déle; y’ nahradime A a kone¢né y nahradime konstantou 1 (takZe z aoy vznikne konstanta ag). VSimnéme si,
Ze samoziejmé stuperi jejiho charakteristického polynomu je roven rddu rovnice, tj. n.

Oznacime-li — jak jsme zvykli — L(y) levou stranu rovnice, jejiz charakteristicky polynom je y(A),
vypocet (2.27) dava

L(ekt) — ekt . X(A)v

odkud je jesté 1épe vidét, ze

e* jefefeni (Hn) < L(e*) =0 < y(1) =0, tj. A je kofen .

>4Zkousku obvykle provadime pro feseni nebo kandidaty na fesent, které jsme dostali néjakym postupem, ktery dava dobrou
Sanci (popiipadé dokonce jistotu), Ze vysledek je feSeni. Metodu ,,pokus, omyl mezi takové postupy obvykle nepocitime, nic
nam ovSem nebrani do rovnice dosadit jakoukoliv funkci a podivat se, jestli ndhodou nejde o feseni.
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Jednonasobné realné koreny: V situacich, kdy charakteristicky polynom ma » riznych redlnych kofent

A1, Az, ..., Ay € R, ndm tedy vyse uvedend tivaha da n riznych feSeni rovnice (Hn), a to
A A An
y1(t) = e*t, ya(t) = e, L., yu(t) = et (2.29)
Jak vime z Véty 2.54, dimenze prostoru feSeni (Hn) je pfesné n, a tedy mnozina {y1, y5,..., V,} ma ten
spravny pocet prvkl k tomu, aby mohla tvofit FS. Musime ale ovéfit, Ze uvedené funkce yy, 5, ..., y, jsou

linedrné nezavislé (pokud tomu tak je, pak uZz jisté tvori bazi).

2.57 Pozorovani. Necht’ A1, A,, ..., A, € R jsou riznd. Pak funkce y1, ya, ..., Yn definované rovnostmi
(2.29) jsou linedrné nezdvislé.”

Diikaz. UvaZzujme néjakou takovou linearni kombinaci funkci (2.29), ktera da konstantni nulovou funkei, tj.
méjme koeficienty ¢y, ca, ..., c, € R takové, Ze plati rovnost (funkcf)

ciy1r+cy,+...+cpys =0 nakR.

Ukédzeme, Ze pak nutné ¢y = ¢, = ... = ¢, = 0, ¢imZ bude dokdzédna linearni nezavislost funkci

)’1,y2,~--,yn~
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze Ay > A, > ... > A,. Pak pro vSechna ¢ € R,

0=c1y1(t) +coya(t) + ...+ cnyn(t)
= creM + cre® + .+ eyt

= ex‘t(cl + cze(b_)”)t + ...+ cnea”_)“)t),
odkud (protoZe e*'* #£ 0, ¢ € R) vidime, Ze
c1 + cpeP2A0E L e eMnmADE — 0 pa R,

takZe limita tohoto soudtu je také rovna 0; limitu v§ak upravime pomoci aritmetiky limity a dostaneme:*°

0= lim (c; + cpeM2Aut Ly cne()“”_)“)t) =ci+c-04...4c¢,-0.

t—>0o0

Tedy ¢; = 0. Nyni tedy miiZeme ignorovat prvni s¢itanec z nasi linearni kombinace a analogickym postupem
dostaneme i ¢, = 0. Takto pokracujeme, az se ukdZe, Ze skutecné vSechny koeficienty linearni kombinace
jsou nulové, a nase funkce tedy jsou linedrné nezavislé. ]

Vicenasobné realné koreny: Uvazujme nyni napiiklad rovnici
y'=2y'+y =0 (2.30)

jeji charakteristicky polynom je
A2—20+1=(QA—-1)72

33jakozto prvky vektorového prostoru se standardnimi operacemi séitdni funkci a nasobeni funkce redlnym &islem (skaldrem)
OVEimnéme si, Ze lim; oo e#2741)% = 0, protoze A1 > A,. Podobn& i pro dali &leny.
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jehoz jedinym kofenem je ¢islo 1. Na zdkladé tivah na zacatku této Casti tedy vidime, Ze funkce

y() = et =

je feSenim nasi rovnice. Uhodli jsme tedy jedno feSeni; rovnice je ale fadu dveé. To znamenad, Ze jeji (libovolny)
fundamentélni systém ma dva prvky.

Zkusime tedy najit jeSté€ jiné feSeni neZ y,. Vezméme tfeba funkci y,(r) = 7e’, o niZ se snadno
presvédéime, Ze je feSenim: mlizeme provést zkousku, jednodussi vSak je vzpomenout si, Ze mame linedarni
rovnici, takZe ndsobek feseni (Cislem) je opét feSeni. Tedy mnoZina {yi, vy} = {e’, 7e'} obsahuje dvé riiznd
feseni. Je ale snad jasné, Ze nejde o FS: snadno totiz najdeme netrividlni linedrni kombinaci obou funkci,
kterd je nulov4, napt. 7y; — y, = 0 — jinak feCeno, prvky této mnoZiny nejsou linedrné nezavislé, a nemohou
tedy tvorit bazi (cehokoliv).

Abychom ziskali FS rovnice (2.30), musime pfijit s né¢im originalnim; pro néjaky parametr A € R tedy
vyzkousime funkci
y(1) = te*.

Derivace této funkce jsou ndsledujici:

V'(t) =M+ Atet, Y1) = het + A(eM + Ater!) = 20eM + APtet
y"(t) = 2A%eM + A% (eM + Ate) = 32%eM + A3tet  atd.

MiiZeme si viimnout, Ze se opakované vyskytuje vyraz te*, neboli y(z). Vy3e uvedené se tedy dé prepsat
takto:

V() =eM +Ay@), y'(t) =21 +A%2p(1), y"(t) =32%M + A3y(r) atd.
Je snadno vidét (a matematickou indukci bychom mohli dokédzat), Ze obecné pron € N jest
y® (1) = nA" LM 4+ A"y (1),
odkud plyne, Ze po dosazeni funkce y () = te** do levé strany rovnice (Hn) (tu znaéime L(y)), dostaneme

L) =any™ @) + an1y" V@) + ...+ a2y" (1) + a1y'(t) + aoy(t)
= ay(nA"TeM + X"y (1)) + an—1 ((n — DA 2 + A"y (1))
+ ot ax(2heM + 22y (1) +ar (et + Ay(r))
= (an A" @y - (n—DA"E o an 20 +ay)et +
+ (a,,/\” +ap A+ a P ad+ ao)y(t)
= 1) M+ x() -y @),

kde y je charakteristicky polynom nasi rovnice a y’ je derivace tohoto polynomu.’’ Pokud je tedy &islo A

37 Ale pozor, zde bychom se méli zastavit. Derivacemi se ndm to tu jen hemz{, dosud to v§ak vzdy byly pouze derivace podle
proménné ¢ (resp. x v piedchozich oddilech tohoto textu). V pifpadé ' mame oviem na mysli derivaci polynomu y v proménné A
podle této proménné, neboli y' = J%. Takze napiiklad pro y(A) = A* +2A2 + 6 mame na mysli y'(1) = 3A2 + 4A. Nenf potieba
dumat nad tim, pro¢ se zde nahle vyskytla derivace podle zcela jiné promeénné; Ze jde o derivaci polynomu y podle jeho proménné
A, je totiz vidét az a posteriori. Provedli jsme néjaky vypocet, konkrétné dosazeni funkce y do levé strany rovnice, a po vhodném
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kofenem obou polynomt y, x’, pak jsou oba s¢itance na konci vypoctu nulové, tj.
L(y) =0, kdykoliv x(1)=y'(A)=0;

plati navic i opa¢nd implikace, nebot’ funkce e** a y(¢) = te** jsou linedrné nezavislé.
7. druhého semestru ale v podstaté vime, ze y(A1) = y'(1) = 0, pravé kdyz A je kofen polynomu y
s ndsobnosti nejméné 2. (Tento fakt je podrobné vysvétlen niZe (drobnéjsi text).) Celkem tedy dostdvame

2.58 Tvrzeni. Funkce y(t) = te*" je feSenim rovnice (Hn) (na R), prdavé kdyz ¢islo A je aspori dvojndsobny
koren charakteristického polynomu rovnice.

Diikaz. ,,<=": Necht’ A je aspon dvojnasobny koren charakteristického polynomu y nasi rovnice. Potom
(podle vypoctu vySe v textu) jest

L(te*) = Yy V)e* + y(Mter =0-e* +0-te* =0,

kde L(y) je levé strana rovnice. Tedy te?? je fesent.
,= “: Naopak, necht’ y(¢) = ter je fesent; pak

X (e + x(Mtet = L(te*') = 0,
tedy linedrni kombinace funkci e*’ a te* s koeficienty x’(1) a y(1) je nulova. ProtoZe jsou viak tyto
funkce linedrné nezdvislé,’® musi byt oba koeficienty nulové, neboli y’(1) = (1) = 0, a A je tedy asponi
dvojnasobnym kofenem polynomu y. ]

2.59 Pozorovani. Bud’ P polynom nad R (resp. polynomidlni funkce), a € R &islo. Pak NVJE:
(i) Cislo a je koFen ndsobnosti n € N polynomu P;
(ii) P(a) = P'(a) = P"(a) = ... = P" Y (a) = 0a zdroveii P™ (a) # 0.
Specidlné:
e pokud a je koien ndsobnosti 1, pak P(a) = 0a P’(a) # 0;
e pokud a je koien ndsobnosti 2, pak P(a) = P'(a) =0a P"(a) # 0;
e pokud a je koFen ndsobnosti 3, pak P(a) = P'(a) = P"(a) = 0a PP (a) # 0;
e atd.

Diikaz. ()= (ii)“: Stacf si vzpomenout, Ze pokud a je kofen P nasobnosti 1, pak existuje polynom Q takovy, Ze

P(x)=(x—-a)"-Q(x) a Qa)#0.
Nyni ovSem dostdvame postupné:
P'(x) =n(x—a)"™"- Q(x) + (x —a)" - Q'(x),
P"(x) = n(n—1)(x —a)"?- Q(x) +2n(x —a)"™" - Q'(x) + (x —a)" - 0"(x),

P"(x) =nn—1)n-2)(x —a)" - Q(x) +3n(n —)(x —a)"?- Q'(x)
+3n(x—a)" 1 0"(x)+ (x —a)" - 0" (x) atd.

v , v o . 4 . . e , . N v . d
pfeskupeni a vytknuti ¢lent se — jakoby ndhodou — objevily néjaké polynomy. A my jsme si v§imli, Ze jde o y a ' = d—f.

587To je snadné cviteni. Podobné jako vyse se zamyslete, co se d&je s limitami v +00 jejich linedrni kombinace ¢y -e* + ¢, -re??;
snadno si uvédomite, Ze obé limity jsou nulové, pravé kdyz c; = ¢, = 0.
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Zde samoziejmé prvni rovnost plati, pokud n = 1, druhd rovnost plati, pokud n > 2, teti rovnost plati, pokud n > 3 atd. Pokud
vam uvedené vzorce pfipominaji binomickou vétu (v§imnéte si koeficient), neni to ndhoda, plati totizZ tzv. Leibnizovo pravidlo
pro vypocet n-té derivace soucinu dvou funkei:

(-0 =Y (Z)f“‘)g(”"‘).

k=0

Polozime-li f(x) = (x —a)" a g(x) = Q(x), je vidét, Ze tfi vySe uvedené vypolty derivace P jsou jen specidlni piipady
Leibnizova vzorce.””

Pro nds je podstatné si v§imnout, Ze pokud P derivujeme nejvySe (n — 1)-krdt (tedy o jedna ménékrat, nez je nasobnost korenu
a), potom z vysledku vzdy lze vytknout (x — a). Skute¢né, napiiklad pokud n = 4, je skute¢né mozné z vySe uvedeného vyjadien{
P""(x) vytknout (x — a) (a ze vSech niZ§ich derivaci také). Odtud je vidét, Ze vSechny derivace P aZ do f4du n — 1 jsou v bodé a
nulové. Zaroveri si snadno miZeme vS§imnout, Ze hned derivace n-td bude v bodé a nenulova. Tim je pozorovani dokazéano.

,»(1i1)=(1)““: Druhou implikaci je nyni snadné dokdzat nepiimo; tj. dokdZeme jeji obménu. Predpokladejme tedy, Ze neplati (i)
a dokazme negaci (ii).

Co znamend, Ze neplati (i)? To, Ze Cislo a neni kofenem nédsobnosti # polynomu P. Bud’to tedy viibec neni kofenem P, nebo
jde o kofen jiné ndsobnosti. Pokud neni kofenem, pak P(a) # 0, a (ii) neplati, protozZe (at’ uz je n jakékoliv pfirozené Cislo) z (ii)
kazdopdadné plyne P(a) = 0.

Predpokladejme tedy, Ze nastava druhd moznost, tj. a sice je kofenem P, jeho nasobnost k je ale riznd od n. V tom piipadé
podle uz dokazané implikace (i)=(ii) plati

P@=P@=P'@=..=P*Vay=0 a P®@) #£0,
takZe nemiZe platit (ii), protoZe pak by ona ,,série nul“ byla dlouhd n a ne k. O

Jiny diikaz. Pfi studiu Taylorova polynomu jsme si uvédomili, Ze pro libovolny polynom P stupné nejvyse m a pro libovolny
boda € R jest P = T,,f *?_tj. polynom (pfesnéji: polynomidlni funkce definovan na R polynomem) je roven svému Taylorovu
polynomu aspoii takového fadu, jako je stupeii P. Podrobné rozepsano to znamend nasledujici rovnost, kde na pravé strané neni
nic jiného neZ TaylorGv polynom fadu m funkce P v bod€ a.

P//(a)
2!

P (a)

(x—a)>+...+
m!

P(x) = P(a) + P'(a)(x —a) + (x —a)™.

Je-li a kofenem P, pak P musi byt délitelny pfislu§Snym kofenovym Cinitelem (x — a), tj. prvni ¢len ve vySe uvedeném vyjadieni
P je nulovy a po vytknuti (x — a) dostdvame

P’ (a P™(a
P(x) = (x — a)(P/(a) + 25 )(x —a)+...+ %(x — a)m_l).

Nyni se zamysleme, co nastdv4, je-li a vicendsobnym, naptiklad dvojndsobnym, kofenem P. V tom piipadé je P délitelny nejen
(x — a), ale dokonce i (x — a)?, a z posledni rovnice je zfejmé, Ze to nutné znamend P’(a) = 0, aby ze zdvorky napravo $la

vytknout ,,dalsi kopie* kofenového Cinitele (x — a):

P"(a) P (a) m—
T+...+T(x—a) 2).

P(x) = (x - a?(

(s

Je jasné, Ze v pripadé vyssi ndsobnosti kofene miiZeme pokracovat analogickym zptisobem: aby §lo znovu vytknout kofenovy
Cinitel (x — @), musi byt i nasledujici derivace P nulova atd. Tim je tedy znovu a jinak dokazana implikace (i)=>(ii).

Opacna implikace je pfi této metodé dikazu podobné snadna jako u predchoziho dikazu. Stejné jako vySe vyjadiime P

»Diikaz tohoto vzorce je celkem snadné cviceni na kombina¢ni &fsla a matematickou indukci.
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pomoci jeho Taylorova polynomu dostatecné vysokého fadu (a to fadu m = st(P)). Pokud plati (ii), pak

(n—1) (n)
P(x)=P(a)+ P'(a)(x —a)+ ...+ P—(a)(x —a)" ' 4+ P—(a)(x —a) + ...
(n—1)! n!
(n)
=0+0(x—a)+...+L(x—a)"_1+P (a)(x—a)”+...
(n—1)! n!
(n) (m)
=04+0+...+0+ F '(a)(x—a)”—l—...—I—P—‘(a)(x—a)m
n! m!
; p(n)(a) p(n+1)(a) p(m)(a) e
=(x—a) ( = TEY (x—a)—}—...—i—T(x—a) ),

odkud je okamZité ziejmé, Ze a je kotfen ndsobnosti aspoil n; podivame-li se v§ak porddné na nas predpoklad (ii), pfipomeneme si,
7e P™(a) # 0, a tedy polynom v zdvorce na poslednim fadku vypo&tu uz nemd &islo a mezi svymi kofeny: dosadime-li totiz do
néj a za proménnou x, dostaneme

P™W(@) pPrth(g) P™(q)

pr D) @a—a)+...+ -

. P™(a)
ol

(a—a)y™™" +0+...4+0#0.

Strucné feceno, v tomto diikazu implikace (ii)=>(i) jde o to, Ze z Taylorova polynomu P fadu st(P) v bod€ a (tedy, jak vime,
jen z jinak zapsaného polynomu P) Ize vytknout n ,kopii* kofenového Cinitele (x — @) a ani o jednu vice. To je ovSem trividlni,
protoZe podle predpokladu nulovosti P(a), P’(a), ..., P®~V je prvnich n s¢itanct nulovych a prvni nenulovy je a7 s¢itanec
%(x — a)" a pak ptipadné néjaké dalsi, u nichZ je exponent u (x — a) jesté vyssi. To jest, vSechny Cleny, z nichZ obecné
nelze vytknout (x — a)”, jsou za predpokladu (ii) nulové. TakZe (x — a)” vytknout Ize, a jsme hotovi. O

Je snadné si uvédomit, Ze feSeni e*! a re*! jsou linedarné nezdvisla. Dokonce ale, pfiddme-li dalsi feSeni
,.prislu§nd* jinym kofenim charakteristického polynomu, linedrni nezavislost se op&t neporusi.®” Pokud jde
o dvojnédsobné koreny, jsme tedy plné€ spokojeni; kazdému takovému kotenu jsme schopni priradit dva prvky
fundamentalniho systému. Jinymi slovy, méa-li charakteristicky polynom vSechny kofeny nasobnosti nejvyse
dva, jsme nyni schopni napsat fundamentélni systém rovnice.

Pokud jisty kofen A charakteristického polynomu y ma dokonce nasobnost 3 (nebo vyssi), musime pro
néj najit tii prvky (nebo vice) fundamentalniho systému. Lze ukézat, Ze pro nasobnost k jsou témi spravnymi
reSenimi funkce

eM, t

ekt, tze)”, e tk_leh.
Koreny z C \ R: O néco slozit€jsi situace nastava v piipadé€, Ze charakteristicky polynom ma nékteré
kofeny komplexni.®! Pfipometfite si, Ze kdykoliv

A b ap A"V L ad + ag

je polynom s realnymi koeficienty (tj. dn_1, ...,ao € R)a A = a + bi je jeho kofen, potomi A = a — bi je
koten tohoto polynomu; tj. komplexni kofeny se vyskytuji v komplexné sdruZenych dvojicich.

Kdyz davame dohromady fundamentélni systém néjaké rovnice, musime pamatovat na to, abychom za
kazdou dvojici komplexnich kofend dodali dvé funkce do FS. A samoziejmé také nesmime zapomenout

%0To 1ze ukézat analogickym postupem, jako jsme to uéinili vyse s funkcemi e?1?, ... e*

., e*n’: stadi viechna feSeni sefadit podle
asymptotické rychlosti riistu (resp. poklesu): napiiklad ,,e?* > t2e’ > te! > e’ > te™3' > e¢~3'* apod. Podrobny diikaz oviem
vynechdme pro absenci novych myslenek. Navic existuje obecné&jsi diikaz pomoci tzv. Wronského determinantu, wronskidnu.
Slozitost této metody je pro nds zvladdnutelnd, vénovat se ji ale nebudeme.

811 redlna &isla jsou komplexni; pochopitelné timto vyjadfenim mame na mysli kofeny s netrividlni imagindrni &sti, neboli
koteny z C \ R.



KAPITOLA 2. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE 78

na nasobnost. Je-li A = a + bi (b # 0) koren ndsobnosti k € N charakteristického polynomu (a tedy i
A = a — bi je kofen ndsobnosti k), pak do FS zapocitime nasledujicich 2k funkci:

e® cosbt, e sinbt, te® cosht, te® sinbt, ..., t* e cosbt, t*'e* sinbt.

Pro zdjemce nasleduje drobnym textem vysvétleni, pro¢ prave tyto funkce; podrobné diikazy ale vynechame.

Pracujeme-li pouze v redlném oboru (coZ pro nds obycejné plati), je velmi tézZké dokdzat, Ze uvedené funkce skute¢né jsou
feSeni nasi rovnice, a to navic linearné nezdvisla. Pro pohodInéjsi dikaz je vhodné pracovat s komplexnimi funkcemi redlné
proménné a piislusné uzpiisobit znacnou ¢ast dosud uvedené teorie diferencidlnich rovnic. To zni jako velkd komplikace, je to ale

jednodussi, neZ se na prvni pohled zd4. Idea, ktera zahrnuje praci s komplexnimi funkcemi, je nasledujici:
ProdisloA € C,A = a + bi (kde a, b € R) definujeme komplexni funkci (redlné proménné ¢t € R)

Y (t) = e* (cos bt + isinbt).

Z tak zvanych Eulerovych vzorct spojujicich komplexni exponencidlu s funkcemi sin a cos plyne, Ze ve skuteCnosti y, (t) =
e@t+br — oA tento fakt oviem neni potfeba k tomu, abychom mohli v Gvahdch pokradovat. V§imnéme si, 7e y;: R — C, je to
tedy funkce jedné redlné proménné (kterou znacime ¢) a ma komplexni hodnoty, tj. md redlnou a imagindrni slozku. Chceme-li
funkci y, derivovat, stai pfirozenym zptisobem derivovat redlnou i imagindrni slozku zvIast’, tj.

(72(1)) = (e cosbt + ie® sinbr)) = (e cosbr) + i(e sinbr)'.

Tento vypocet nyni mtize pokraovat uz podle nim dobfe znamych pravidel pro derivovéni redlnych funkci; celkem snadno se
doberete k zavéru, Ze

(7a(0)" = Aya(0). 2.31)

Pokud znate komplexni exponencidlu a Eulerovy vzorce, je tento zavér véru malo prekvapivy, nebot’ netika nic jiného nez
(e*) = Le* (A € C) - to je kazdopddné v souladu s nasi zkuenosti s redlnou exponencialou, platnost tohoto vztahu je ndam
ddvno zndma pro A € R. Znovu ov§em opakuji, Ze znalost t€chto souvislosti zde neni potfeba, rovnost (2.31) se dd odvodit i zcela
elementarnim vypoctem na par fadkd (cviceni pro vas).

Je celkem jasné, Ze opakovanym derivovanim ndm rovnost (2.31)dd pron € N

(2 @)™ = A"y2(0), neboli  y™ =27y,
takze dosazenim y, do levé strany rovnice (Hn) dostaneme
L) =y + an-1yf ™
=A"ya + an1 A" s+ .+ arAyy Faoys
= M +an A"V aih+ag) v,

x(A)

odkud je snadno vidét, Ze pokud A je kofen charakteristického polynomu y, pak L(y;) = 0, neboli y, je feSeni nasi rovnice.

+...+aiy, +aoyr

(i) Jako nezndmou diferencidlni rovnice nyni pouzijeme komplexni funkci redlné proménné (misto funkce redlné, jako tomu
bylo dosud), tj. y: R — C misto R — R.

(i) Tim padem mame y = y; + iy;, kde y1: R - R a y,: R — R; nebo jinak, y; = Re(y) y, = Im(y).

(iil) Derivaci definujeme pfedpisem y’ := y{ + iy5; jinak feCeno, derivovat funkci R — € znamend zv148t" derivovat obé jeji
slozky (tedy redlnou a imagindrni). TakZe sta¢i umét derivovat funkce redlné, a to my umime.

(iv) Indukcf se snadno ukdZe, Ze i derivace vys§ich ¥adi probihaji po slozkach: y® = yi") +1 yé"). Podobné snadno se ukaze,

7e dokonce pro dvé funkce y,z: R — C plati (y + 2)® = y® 4+ z jak jsme zvykli.

(v) Dale si uvédomime, jak funguje ndsobeni komplexniho ¢isla redlnym: pro a, «, 8 € R plati a(e + i) = ax + afi. Jiny
zapis téhoz je, Ze pro libovolné A € C jest Re(ad) = a Re(A) aIm(aA) = aIm(X). (VSimnéte si, Ze tyto rovnosti obecné
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(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

(69

(xi)

(xii)

(xiii)

(xiv)

neplati pro komplexni a.) Stejné funguje i nasobeni komplexni funkce redlnym skaldrem: Re(a - y) = a Re(y) a stejné pro
Im.

UvaZovana diferencialni rovnice bude formalné stéle stejnd, tedy (Hn); nyni ov§em hleddme y: R — C. Abychom mohli
definovat takovéto feSeni nasi rovnice, musime védet, co to vlastné znamend takovou funkci (opakovang) derivovat; to je
uvedeno v predchozich bodech.

Pomocnd definice fedeni: Rekneme, Ze y: R — C je komplexni Feseni (Hn), jestlize V¢ € R jest
YO + an-1y" V@) + -+ @y (@) + agy(n) = 0.

To vypada jako docela obycejna definice feSeni (definovaného na R misto obecného intervalu /) této konkrétni rovnice;
rozdil oproti Definici 2.18 je ale hlavné v tom, Ze zde uvazujeme jiny typ nezndmé (a to funkci R — C), a derivace
v rovnosti se vyskytujici maji proto jiny vyznam (definovany vyse).

Nyni si v§imneme, Ze kdyz jisté konkrétni komplexni feseni y: R — C mad vSechny hodnoty redlné (to se muze stat:
neredlné komplexni hodnoty jsou sice povolené, ale ne povinné), pak y je redlnd funkce a je ve skutecnosti feSenim rovnice
(Hn) v béZzném smyslu Definice 2.18.

Podobné jako dfive si levou stranu rovnice oznac¢ime
L(y) =y (0) + a1y V0 + ..+ a1y (1) + aoy ).

Nyni ov§em chdpeme L jako zobrazeni na prostoru komplexnich funkci redlné proménné se spojitou n-tou derivaci; tento
vektorovy prostor je nad télesem C a oznac¢ime ho C”(R; C). S¢itani funkci funguje stejné, jak jsme zvykli: seCteme
redlnou i imagindrni sloZku. Ndsobeni funkci skaldrem se 1i§f pouze v tom sméru, Ze skaldry jsou nyni obecné komplexnt,
nikoliv pouze redlné.

Je tedy Dy = C"(R;C) a ve skuteCnosti L: C"(R;C) — C(R;C), kde cilovy prostor je samoziejmé komplexn{
vektorovy prostor spojitych funkci R — C. Co je podstatné, opét se snadno ukaze, Ze L je linearni zobrazeni. K tomu se
pouZije uz diive vysloveny postieh, Ze pro y = y; + iy» (kde y1, y, jsou redlné funkce) je y™ = yf") +1i yg’). Staci

zcela ptimocate ovéfit, 7e L(w -y + f-2) = - L(y) + B - L(z) pro libovolnd &isla o, B € C a funkce y,z € C"(R; C).

Nynfi je tedy zfejmé, Ze funkce y: R — C je komplexni feSeni (Hn), pravé kdyz L(y) = 0, neboli y € Ker(L). Vidime
tedy, Ze vSechna komplexni feseni této rovnice tvoii vektorovy podprostor Ker(L) prostoru C"(R; C). Specidlné tedy
libovolnd linedrni kombinace takovych feSeni je opét feSend.

Zptisobem uz diive neformalné naznaCenym ukazeme, Ze pro A = a + bi je funkce
y(t) = e?(cos(bt) + isin(ht))

komplexnim feSenim nasi rovnice, pravé kdyZ A je kofen charakteristického polynomu. ProtoZe nés ale zajima situace, kdy
A € C\ R (4. b # 0), funkce y, neni redlna (j. nema vSechny hodnoty redlné). Kdyby redlnd byla, védéli bychom, Ze jde
o feSeni ve standardnim smyslu Definice 2.18, a byli bychom hotovi; takto vime pouze, Ze se jednd o komplexni feSeni ve
smyslu vyse uvedené pomocné definice.

Pfipomenime, Ze ackoliv se nyni divime na komplexn{ feSen{, rovnici (Hn) uvazujeme stdle v ptivodnim tvaru, takZe vSechny
koeficienty ay, .. ., a,—1 jsou redlna Cisla. TakZe i piislusny charakteristicky polynom y, ktery ma tytéz koeficienty, ma
koeficienty redlné. My ovSem vime, Ze vSechny komplexni kofeny polynomu s redlnymi kofeny se vyskytuji v komplexné
sdruZenych dvojicich: tj., je-li A = a + bi kofen, pak také A = a — bi je kofen.

Méme tedy dva rGizné kofeny A = a + bi a A = a — bi charakteristického polynomu y. Tém podle vySe uvedenych tvah
odpovidaji dvé rizna komplexni feSent:

ya(t) = e®(cos(bt) + isin(bt)) a
yz(t) = e* (cos(—bt) + isin(—bt)) = e (cos(br) — isin(br)).
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(xv) ZavereCny trik spocivd v tom, Ze misto funkci y; a y; do FS nasi rovnice zafadime jejich vhodné linedrni kombinace,
zvolené tak, aby §lo o redlné funkce. Definujeme:

i) = 20O

o) — yx(@)
2 - i '

2i
Vidime, ze
y1(t) = e cos(bt) a yo(t) = e sin(bt). (2.32)

Je dobré si povS§imnout podobnosti s definici hyperbolickych funkeci, to vS§ak momentédlné€ neni podstatné.

(xvi) Zbyva dat dohromady vSechny vyse uvedené postfehy a uvédomit si, Ze o funkcich y;, y» vime ndsledujici:
e Protoze jsou to linedrni kombinace komplexnich feseni rovnice (Hn), jde opét o komplexni feseni této rovnice (vime,
Ze komplexni feseni tvoi{ vektorovy prostor);
e funkce ale maji redlné hodnoty (to je zjevné z (2.32)), takZe jde soucasné o feseni (Hn) ve standardnim smyslu (to
jsme si uvédomili vyse);

e je navic zfejmé, Ze funkce y;, y, jsou linedrné nezavislé.

Shrnuti: V predchozich odstavcich jsme nahlédli, Ze feSeni rovnice (Hn), kterou v této ¢asti studujeme,
souvisi s kofeny charakteristického polynomu (2.28) této rovnice. Postupné jsme probrali v§echny zdkladn{
moznosti, jak miZou vypadat kofeny polynomu a pro kazdou z nich jsme popsali pfislusna maximalni feseni
diferencidlni rovnice. Pojd’me si ziskané poznatky struéné shrnout.

e Charakteristicky polynom ma stupen rovny fadu rovnice, jiz pfislusi. My studujeme obecnou rovnici
n-tého fadu, prislusSny polynom je tedy stupné n (kde n je pfirozené Cislo).

e 7 Véty 2.54 vime, Ze mnoZina maximdlnich feSeni rovnice (Hn) je vektorovy prostor dimenze n, kde n
je tad rovnice. Béaze tohoto prostoru (libovolnd) ma tedy presné n prvki. (Kazdou bazi prostoru feseni
nazyvame fundamentalni systém (FS) rovnice.)

e Pamatujeme si obecny poznatek o polynomech, Ze soucet vsech ndasobnosti vsech jeho korenii je roven
stupni polynomu. Soucet nasobnosti kofent polynomu stupné n je tak presné n.

e K nalezeni néjakého FS nasi rovnice by tedy stacilo ke kaZzdému kotfenu char. polynomu pfitadit pravé
tolik maximélnich feSeni nasi diferencidlni rovnice, kolik je ndsobnost onoho kofenu; samoziejme ale
nestaci ta feSeni prifadit néjakym libovolnym zptisobem. Musi to byt tak, aby:

(a) se zadné reSeni neopakovalo;

(b) atato feSeni byla dokonce linedrné nezavisla.
Splnéni pozadavku (a) sta¢i na to, abychom timto zptisobem ziskali pfesné tolik feSeni diferencialni
rovnice, kolik je soucet nasobnosti v§ech kofent char. polynomu, tj. n. Ve skutecnosti ale potiebujeme

jesté vic, a to splnéni (b) — potom téchto n riiznych feSeni tvoii bazi n-dimenzionédlniho (jak vime)
prostoru vSech feseni (Hn).

e Je-li tedy A kofen nasobnosti k char. polynomu, chceme mu vhodnym zpiisobem pfiradit k maximalnich
feSeni nasi DR. Tento vhodny zptisob nyni shrneme.

Jesté jednou zdlraziuji, Ze libovolny fundamentdlni systém md prdvé tolik prvku, kolik je rdd prislusné
rovnice.
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Algoritmus k urceni FS: Pokud A je redlny koren char. polynomu rovnice (Hn), ktery ma nasobnost k, do
hledaného FS zapocitame téchto k funkci.

At

eM, tem, tze)tt

B 4

Pokud A = a + bi (kde a,b € R, b > 0) je komplexni koren char. polynomu, ktery ma nasobnost
k,paki A = a — bi je kofen nasobnosti k. Do hledaného FS pro tyto dva komplexni kofeny zapocitame
nasledujicich 2k funkci.

e cosbt, e® sinbt, te® cosht, te* sinbt, ..., t* 1e* cosbt, t*"1e* sinbt.

Lze dokézat, Ze kazda z uvedenych funkci je maximdlni feSeni nasi DR a Ze tato vSech n téchto feSeni
(kde n je tad rovnice, resp. stupeii char. polynomu) spolecné tvoii linedrné nezdvislou mnozinu, a tedy FS
rovnice.”

2.60 Priklad. Najdéme vSechna maximalni feseni rovnice
y/// _ 7y// + 11y/ _ Sy — O.

Jde o linedrni diferencidlni rovnici 3. fadu s konstantnimi koeficienty; protoZe jeji prava strana je nulova,
je tato rovnice navic homogenni. Proto jeji maximalni feSeni tvofi cely linearni prostor, a to nejlepsi, co
muzeme udélat, abychom ho popsali, je najit jeho bazi, neboli fundamentélni systém této rovnice.

Rovnice mé charakteristicky polynom

y(A) =A>=TA% + 111 —5.
Neni t€zké si v§Simnout, Ze jeden jeho koren je 1 a po déleni y(A) kofenovym Cinitelem (A — 1) dostaneme
A=A -DA*=61+5 =A-1)*1-5),

takZe char. polynom rovnice ma dvojndsobny kofen 1 a jednondsobny kofen 5. Tomu odpovida nésledujici
FS:
{et’ tet, 85’},

takZe obecné reSeni rovnice je linedrni kombinaci téchto tf{ funkci, tj. je tvaru
y(t) = cre' + cate’ +cze®, teR, c1,c2,03 €R. A
2.61 Priklad. Najdéme vSechna maximalni feSeni rovnice
Y@ +4y" +8y" +8y +4y =0.
Jde o homogenni rovnici 4. fddu, FS tedy bude mit 4 prvky. Charakteristicky polynom rovnice je stupné 4 a

je to
A 403 + 812 + 81 + 4.

92Fakt, Ze jde o feSent, jsme pomérn& podrobné naznadili vyse. Line4rni nezdvislost jsme dokdzali pouze pro rizné jednondsobné
redlné kofeny a naznacili pro obecné redlné koteny.
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Ponechme nyni stranou skutecnost, Ze urcit kofeny kvartického polynomu nemusi byt snadné,*® zde ndm jde
pouze o ilustraci. MZeme si v§Simnout, Ze

AY 4423 +8A%2 + 81 +4 = (A% + 21 +2)%
odkud uZ snadno dostaneme findlni rozklad na kofenové Cinitele
) 2 . 2
(=G = D) (A + G+ D)

Charakteristicky polynom nasi rovnice ma tedy dva komplexni kofeny. Ty jsou automaticky komplexné

sdruzené, neboli lisi se pouze znaménkem imaginarni ¢asti, protoZe polynom ma pouze redlné koeficienty.
V tomto pfipadé€ jsou oba koreny dvojndsobné. Podle naSeho algoritmu tedy dostdvame ndsledujici FS:

{e_’ cost, e 'sint, te ' cost, te™! Sint}.
Obecné maximalni feSeni je proto tvaru
y(t) = cie " cost + cre sint + cste ' cost + cute 'sint, t €R, A

kde ¢y, ¢2, c3, ¢4 € R jsou konstanty (koeficienty linedrni kombinace).

2.9.3 Variace konstant

Stoji za povSimnuti, Ze v poslednich ptikladech predchozi sekce se vyskytovalo vice konstant: v okamziku,
kdy jsme ziskali fundamentdlni systém homogenni rovnice tvaru (Hn), jsme mohli konstatovat — a taky jsme
tak uCinili — Ze maximalni feSeni rovnice jsou pravé vSechny linedrni kombinace prvka FS. Tyto linearn{
kombinace maji néjaké koeficienty, a to jsou ty konstanty, o nichz je feC a kterych je vice nez jedna (pro
rovnici fadu asponi 2): je jich pravé tolik, kolik je prvkia FS (jejichz linedrni kombinaci délame), tj. pravé
tolik, kolik je fad rovnice.

Podobné jako u metody variace konstanty pro linedrni rovnice 1. fadu je moZné tyto konstanty zacit
povazovat za funkce (provést ,,variaci téchto konstant*) a pokusit se urcit, jak se tyto funkce musi chovat,
abychom dostali feSen{ ptivodni rovnice (L.n) (s netrividlni pravou stranou).

2.9.4 Specialni prava strana

Metoda variace konstant sice vede k cili obecné, miiZze v§ak byt velmi pracnd (nékdy piilis). Vznikly proto
zpusoby, jak si v nékterych piipadech uSetfit praci; jednim z nich je identifikovat tzv. specidlni pravou stranu
a podle ,.kucharky*, kterou za nas odvodili (a jeji platnost dokazali) jini, urCit v jakém tvaru musi byt néjaké
feSeni nasi rovnice. Nedostaneme tedy feSeni naservirované na stiibrném podnose, uz ale neptjde o hledan{
jehly v kupce sena, vlastné nam postaci urcit konkrétni hodnoty nékolika neurcitych koeficientii a dostaneme
konkrétni — partikuldrni — feSeni. Jak vime z Véty 2.54, pro nehomogenni rovnici® ndm staéi zn4t prostor
feSeni pfislusné rovnice homogenni a partikuldrni feSeni nasi rovnice ,,s pravou stranou‘‘. Zminénd metoda
hledéni partikuldrniho feSeni je obsahem nésledujici véty.

83Jak vime, obecné vzorce pro polynomy 4. sice jesté existuji (zatfmco pro stupefi 5 uZ ne), vzorce jsou ale sloZité a asto navic
davaji vysledek (tj. kofeny) ve velmi sloZitém tvaru.
%4Podrobnéji: stale je fe¢ o linedrni diferencidlni rovnici (vy$§iho fadu) s konstantnimi koeficienty.
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2.62 Véta. Necht' 1, v € R jsou c¢isla, P, Q jsou polynomy a necht’ (pravd strana rovnice je tvaru)
f(@) = e (P(t) cos(vt) + Q(t) sin(v1)).
Pak existuje ( ,,partikuldrni “) reSent rovnice (Ln), tj. rovnice
y® 4a,_y® Y+t ary +agy = f(),

ve tvaru
yp(t) = 1" (R(t) cos(vt) 4+ S(1) sin(vt)),

kde R, S jsou polynomy stupné nejvyse max{st(P), st(Q)} am € N U {0} je ndsobnost ¢isla i + vi jakoZto
korene charakteristického polynomu x(A) prislusné homogenni rovnice.



Priloha A

Dodatek k zobecnénému Riemannovu integralu

A.1 Korektnost definice

V tomto dodatku doplnime Pozndmku 1.3, kde se mj. diskutuje definice zobecnéného Riemannova integralu
pies otevieny interval. Pfipomenme definici zobecnéného Riemannova integralu:

1.1 Definice. (i) Necht’ a € R*, b € R, a < b. Necht’ f: (a,b] — R je funkce (nemusi byt omezend).
Mad-li pravd strana nize smysl, definujeme zobecnény Riemanniv integral jako

(ZR)/abf=x1irg+(R)fxbf

(ii) Symetricky definujeme integrdl pro druhy typ polouzavieného intervalu: Je-lia € R, b € R*, a < b,
f:]a,b) — R je funkce, definujeme, md-li pravd strana smysl,

@[ = tm wf s

(iii) Definice pro otevieny interval: Necht’ a,b € R*, a <ba f: (a,b) — R je funkce. Pokud c € (a,b)
Jje takové, Ze pravd strana niZe md smysl, definujeme

(ZR)/abf . (ZR)f:er(ZR)/be- (A1)

Vidime, Ze ve tfetim bodé definice figuruje bod ¢ € (a, b), ktery neni specifikovan a lze si snadno
predstavit, Ze takovych bodli miZe byt vice. Intuitivné je definice snadno pochopitelna: jednoduse si
integracni obor rozdélime v néjakém ,,vhodném** bod¢ ¢ a pak pocitdme limitu zvlast’ v kazdém krajnim
bod¢ celého integra¢niho oboru. Je zde ovSem skryty formélni problém tykajici se volby onoho ,,vhodného*
déliciho bodu: kdyby vyslednd hodnota integrélu (ZR)/ ab f zavisela na volbé ¢, museli bychom definici
prohlasit za nekorektni. V ndsledujicim si rozmyslime dvé véci:

e Pokud existuje ¢ € (a, b) takové, Ze prava strana definice ma smysl (tj. obé limity existuji a daji se
secist), pak uz tuto vlastnost ma kazdy bod ¢ € (a, b);

e je jedno, ktery bod ¢ € (a, b) si zvolime, protoZe soucet na pravé strané vyjde vzdy stejny. Definice je
tedy korektni, nemiiZze davat dvé riizné hodnoty integralu (ZR) fab f.

84
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Skute¢né tomu tak je: Méjme néjaka dvé Cisla ¢y, ¢, € (a, b); dokdZzeme, Ze nasledujici rovnost plati,
maé-1i jedna jeji strana smysl:

Jim @[ 7+ tim (R)/: f=tim ®f S+ tim (R)/: s

N z . v v 7 2 Mo v s v s . 2 c Iy ~
Predpoklddejme, Ze tfeba levd strana md smysl. Pfi¢tenim a odeétenim integralu [ 012 f ji dostaneme v nasle-
dujicim tvaru a mizeme dal upravovat:

(am [+ [+ [ s+ Cim [ 1)

C1

= ([ )+ ([ ] )

12} y

= lim / f + lim f
x—at J, y—=>b_ J¢,

Tento vypocet ukazuje, Ze na volbé délictho bodu nesejde. VSechny zucastnéné integraly existuji, jak si

lze snadno rozmyslet (viz téZ Poznamku 1.3. Svou roli ve vypoctu vySe hrdlo také jednoduché pouziti

waritmetiky limit*. Timto je dokdzano, Ze definice zobecnéného Riemannova integrédlu pfes otevieny interval

nezdvisi na volbé déliciho bodu, a je tedy korektni.

A.2 Srovnavaci kritérium

Pfipomenime znéni srovnavaciho kritéria, které jsme v hlavnim textu nedokdzali v nejobecné&j$im pripade.

1.15 Véta (Srovnavaci kritérium). Bud’ I C R libovolny interval s kraji inf I = a, sup I = b. Méjme funkce
f.g: I — R takové, Ze pro kaZdy podinterval [c,d] C I plati f,g € R([c,d]). Necht' | f(x)| < g(x) pro
vSechna x € I. Pak plati implikace:

b b
/ g(x)dx konverguje — / f(x)dx konverguje.

2 W Vs

K dokonceni diikazu se ndm bude hodit nésledujici zajimavé tvrzeni, které ma §ir§{ mozné vyuziti:
A.1 Véta. Necht’ f,g € R(la,b]). Pak max{f, g} € R([a, b]).

Diikaz. Vzpomenime nejprve na tvrzeni z 2. semestru, tzv. Bolzanovu-Cauchyovu podminku existence
integrélu (t6Z ,,Kli¢ové lemma“), podle niZ Riemanndv integral | ab h néjaké omezené funkce 4 : [a,b] — R
existuje, pravé kdyz

Ve > 03D déleni [a,b]: S(h,D) —s(h,D) < &.

Oznacme tedy & := max{ f, g} a budiZ dano libovolné ¢ > 0; nasim cilem je najit déleni D = {a =
Xo < X1 < ...<Xx, = b} intervalu [a, b] takové, ze S(h, D) — s(h, D) < g, ¢imz bude existence integralu
/ ab h dokdzana podle vyse pfipomenutého tvrzeni.

Vhodné déleni D najdeme standardni metodou spolecného zjemnéni dvou déleni: Podle Klicového
lemmatu existuji déleni D, a D, intervalu [a, b] takova, Ze

S(AD)=s(f.D) <5 a S(g.D2)=s(3.D5) <.
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Budiz tedy D spole¢né zjemnéni D; a D, definované jako D := D; U D,. Podle lemmatu z 2. semestru
vime, Ze pak ob€ nerovnosti vySe ziistanou v platnosti, pokud v nich nahradime D, resp. D,, jemné&jSim
délenim D. Ukéazeme, Ze toto d€leni D skutecné spliiuje nerovnost S(h, D) — s(h, D) < ¢.

K tomu nejprve odvodime pomocny odhad: uvazujme libovolnou mnozinu I C D). Pak

suph(x) — inf h(x) < max{ sup f(x) — inf f(x), supg(x) — inf g(x) } (A.2)
x€l x€el xel x€el xel x€el
Dokazme to. Zvolme libovolné ¢islo n > 0. Podle definice suprema a infima existuji body y,z € I, pro
které plati’
h(y) >suph(x)—n a h(z) < im;h(x) + 1.
xXe€

xel

Pripomenime si, Ze h(y) = max{ f(y), g(y)}, takZe plati h(y) = f(y) nebo h(y) = g(y) (popft. oboji).
Nastane-li prvni moznost, v§imneme si, Ze h(z) = max{ f(z),g(z)} = f(2), z ehoZ plyne nerovnost
h(y)—h(z) = f(y)—h(z) < f(y)— f(z). Nastane-li druhd z obou moZznosti, tj. 2(y) = g(y), analogickym
argumentem odvodime nerovnost 2(y) — h(z) < g(y) — g(z). Spojenim téchto dvou vétvi dostavame, Ze
(v obou pripadech) plati

h(y) —h(z) < max{f(y) — f(2).8(y) — g(2)}.

Odtud dostaneme (prvni nerovnost plyne z nasi volby y a z, druha je trividlni z predchoziho odhadu)

suph(x) — inf h(x) —2n < h(y) —h(z) < max{ sup f(x) — inf f(x), supg(x) — inf g(x) }
xel xel xel xel xel xel
Protoze ale n > 0 bylo zvoleno libovolné, plati tato nerovnost pro vSechna 7, coZ znamen4, Ze skutecné plati
poZadovand nerovnost (A.2). Tu budeme nyni vyuZivat na vSech jednotlivych intervalech déleni D, které
jsme uz vySe zafixovali.

Jsme pripraveni provést zavéreCny vypocet, v némz prvni nerovnost dostaneme aplikaci (A.2) na kazdy
sCitanec uvazované sumy (za I v (A.2) tak bereme postupné vSechny intervaly déleni D):

n n

St.D)=s(h.Dy =2, swp h()-(xi—xie) =) inf - A()- (= xin)

i=1 X€lxi—1,xi] i—1 XE€[xi—1,x;
n

= Z sup  h(x)— inf ]h(X)) “(xi —xiz1)

i=1 x€[xi_1,xi] XE[x;—1,%;

< Zmax{ sup f(x) —inf f(x), supg(x) — infg(x)} - (x; — Xi—1)

i=1

n
=Y (sup f(x) —inf f(x) + sup g(x) —inf g(x)) - (x; — xi_1)
i=1
& &
= S(/,D) = 5(f. D)+ S(g. D) = s(8. D) < > +
'Kdyby naptiklad neexistovalo takové y, znamenalo by to, Ze sup,¢; #(x) — 7 je horni zdvorou vech hodnot 4 na I, coz by
byl spor s definici suprema; podobné zdivodnime i existenci bodu z.

= &. D
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A.2 Dusledek. Bud’ f: [a,b] — R takovd, Ze f € R(|a,b]). Pak |f| € R([a, b]). To jest:
b b
(R) / [ existuje =— (R) / | f| existuje.

Diikaz. Pfedné si uvédomme, Ze pokud existuje (R)/ ab /', samozfejmé existuje (R)/ ab (—f) (ma jen opacné
znaménko); jinymi slovy mame f,— f € R([a, b]). Podle Véty A.1 tedy i max{ f,— f} € R([a,b]). Oviem
max{ f, — '} = | f|, takZe jinymi slovy nam tato véta fik4, Ze existuje (R) fab | f]. Il

A.3 Poznamka. Opacnd implikace obecné neplati. Jako protipfiklad poslouZi tieba f(x) := D(x) — %,
kde D je tzv. Dirichletova funkce (D(x) = 1, je-lix € Q,a D(x) = 0, je-li x € R \ Q). Snadno se piimo
z definice ukdZe, Ze [, f = —3a ff = 3. takZe (R)f; f neexistuje. Oviem (R)f; | f| = (R)f, 3 =1

Dokonceni ditkazu Véty 1.15. BudiZ nyni f libovolnd (tj. uZ ne nezbytné nezapornd) funkce na I = [a, b)
spliiujici predpoklady véty. Chceme dokdzat, Ze i v tomto piipadé je integral | ab f kone¢ny. Pomtizeme si
ndsledujicim znacenim:?

fti=max{£,0} a [ :=max{—f 0.

Princip je, Ze funkce f* predstavuje ,.kladnou ¢ast* funkce f, pficemZ v bodech, kde f je zdpornd, ma f+
hodnotu 0. Naproti tomu f~ odpovida zaporné casti f (kterou ovSem ,,preklopi do plusu®). Je tedy snadno
vidét, Ze na celém intervalu [a, b) plati

f=fT"—=f" a |fl=f"+f". pficemz f7=0 f~=0. (A3)

Chceme pouzit uz dokazanou ¢ést véty (pro nezaporné funkce jsme ji uz dokazali v hlavnim textu) na
funkce f* a f~ (ob& budeme ,.srovndvat* s funkci g) a v podstaté tak problém obecné funkce rozdélit na
dvé ¢asti; funkce i £~ jsou, jak jsme si v8imli, nezdporné, takZe se na né uz dokdzan4 ¢4st véty vztahuje.
Abychom ji v§ak mohli skute¢né aplikovat, potfebujeme ovéfit také druhy predpoklad, totiZ Ze pro kazdé
x € [a,b) existuji Riemannovy integrdly [~ f* a [* f~ (tj. fT. f~ € R([a.x])). Podle predpokladu
véty ale pro libovolné x € [a, D) jest f € R([a, x]); tim padem také — f € R([a, x]) a samoziejme také
0 € R([a, x]) (kde ,,0° zde znaci konstantni nulovou funkci). Podle Véty A.1 tedy i max{ f,0} € R([a, x])
a také max{— f,0} € R([a, x]). ProtoZze x € [a, b) bylo libovolné, je tim dokédzéno, Ze f*, f~ spliuji
prislusny predpoklad véty.

Kone¢né si v§imnéme, Ze z (A.3) bezprostfedné vyplyvd, ze 0 < f* < |f| < g na[a, b), a podobné&
pro . Dvojim pouZitim v&ty pro nezdporné funkce na f*, resp. f~, s majorantou g dostaneme, Ze oba
integraly fab [T, resp. fab /7, jsou kone&né. Tim pddem i integral

/abf=fab(f++f‘)=fabf++/abf‘

existuje a je konecny, coZ jsme méli dokazat. (Posledni rovnost je disledkem Véty 1.8.) ]

*Miizete si vzpomenout, e podobné znaceni jsme pouZili v prvnim semestru k ditkazu dileZité véty, Ze kazd4 absolutng
konvergentni fada je konvergentni. Zde to znaceni zavadim pro funkce, mohl bych se ov§em odkazat na prvni semestr a totéz
definovat takto: Je-li ddna funkce f, pak pro x € Dy definujeme fT(x) := (f(x))" ataké f~(x) := (f(x))”. Tim jsou
definovéany funkce T a f~. Na pravé strang obou definic stojf kladné, resp. zaporné, &asti &isel, coZ uz bylo definovano v prvnim
semestru: naptiklad &islo ( £(x))™ bylo def. jako max{ f(x), 0}. At tak ¢i tak, definice je snad jasnd.



Priloha B

Dodatek k autonomnim rovnicim

V casti o autonomnich rovnicich jsme nedokoncili diikkaz Véty 2.33, ktera hraje pri kvalitativni analyze
autonomnich diferencidlnich rovnic dileZitou roli. V hlavnim textu jsme pouze podrobné dokazali, Ze
pfirozeny vypocet vede na feSeni (dané vzorcem (2.20)), které nabyva vSech hodnot v intervalu (a, b). Zatim
vSak pouze intuitivné citime, Ze totéZ musi platit pro libovolné maximdalni feSeni, protoze kazdé takové
maximalni feSeni musi ,,zahrnovat* i ono spoctené feseni (2.20). Nyni tuto skute¢nost dokdZzeme podrobné.

Lemma A. Necht’ y a z jsou dvé FeSeni rovnice (A) (v niZ g je spojitd a kladnd na (a, b)), kterd splriuji
tutéZ pocdtecni podminku:
y(x1) =z(x1) = y1 € (a,b).

Pak existuje § > 0 takové, Ze y(x) = z(x) pro vSechna x € (x; —§,x1 + 6).
Jinak feceno: pokud dvé reseni (A) prochdzi tymZ bodem (x1, y1), kde y, € (a, b), potom se tato resent
shoduji nejen v bodé x, samotném, ale dokonce na néjakém jeho okoli.

Diikaz. Hodnota y, podle predpokladu lezi v (otevieném) intervalu (a, b), takZe ziejmé existuje € > 0 tak,
ze B(y1,e) = (y1 —&.y1 +¢€) C (a,b). Funkce y je spojitd; pro toto ¢ tedy najdeme piislusné 8, > 0
spliujici, Ze B(x1,6,) € D, (to diky tomu, Ze D,, je podle Definice 2.18 otevfeny interval) a zarove tak
malé, ze

Vx € B(x1,8y): y(x) € B(y(x1),€) = B(y1, ).
Analogicky, diky spojitosti z, najdeme 5, > 0, aby platil analogicky vyrok pro z. PoloZme nyni § :=
min{é,, §,} a uvaZzujme interval

I := B(x1,8) = (x1 — 8, x1 + §);

pak plati
Vx €l = B(x1,9): y(x),z(x) € B(y1,¢) < (a,b). (B.1)

Uk4zali jsme tedy, Ze existuje netrividlni otevieny interval / obsahujici x;, na némz maji obé feSeni (tedy y 1
z) hodnoty v (a, b).
Omezme se nyni pouze na interval I = (x; —§,x; + 6):

Pak y i Z maji vSechny svoje hodnoty v intervalu (a, b) (viz (B.1)); podle vypoctu feseni s hodnotami
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v (a,b), ktery jsme provedli vyse, existuji konstanty Cy, C, takové, Ze plati
Vxel: (x) =G '(x+C)) a Z(x)=G'(x+C).

Nyni vyuzijeme faktu, Ze obé feSeni spliuji tutéz pocatecni podminku, a postupné dostaneme, Ze nutné
plati C, = C;:

Gl (x1 +Cy) = F(x1) = y(x1) = y1 = 2(x1) = Z(x1) = G~ (x1 + Cy),

odkud (diky prostoté G~!) vidime x; + C, = x; + C,, takZe skute¢né C, = C,. Oznatme C := C), (4.
zaroven C = C,).
Dostali jsme celkem, Ze

Vxel: yx)=5(x) =G '(x +C) = Z(x) = z(x),

jinymi slovy feSeni y a z se shoduji na jistém okoli bodu x, konkrétné na intervalu / = (x;—§, x; +48). A

Uvazujme libovolné maximdlni feSeni y nasi rovnice (A), které spliiuje pocate¢ni podminku y(xg) =
Yo € (a,b) (predpoklad lemmatu).
PoloZzime-li
C = G(yo) — Xo,
jde o korektni definici, nebot’ G: (a,b) — (A, B) a yy € (a, b). Pak je ovS§em snadno vidét, Ze feSeni (jak

jsme vypocitali vyse) z: (A —C,B —C) BN (a, b) definované vzorcem

2(x):=G'x+C), xe(A-C,B-C),
spliuje tutéz pocatecni podminku:
2(x0) = G (x0 + C) = G (x0 + G(y0) — x0) = G~ (G(¥0)) = Yo.

Chceme ukdzat, Ze y = z na (A — C, B — C), protoZe to trividln¢ implikuje vytouZenou inkluzi (a,b) =
H, € H,. DokdZeme, Ze y = z na [xo, B — C) ana (A — C, x¢]; oba dlikazy jsou v podstaté stejné, takze
nam bude stacit rovnost dokazat (tfeba) na prvnim z obou uvedenych intervalti. Nuze:

Podle Sublemmatu existuje § > 0 tak, Ze

Vx € (xo—68,x0+6): y(x) = z(x),

tj. obé fesSeni se shoduji nejen v bod€ xg, nybrz i na né¢jakém jeho okoli. Nésledujici mnozina je diky tomuto
faktu neprazdna:
M :={t € (xo, B—C]: y =zna|xg,1)}.

Nas cil je ukdzat, ze B — C € M, neboli y = z na [xo, B — C). Mnozina M je neprazdnd (vime § € M) a
z definice také shora omezena, takze existuje s := sup M € [§, B — C].

Vsimnéme si, Ze s € M. Skutecné, z definice suprema snadno plyne existence neklesajici posloupnosti
{Sn}ozy © M, lim,_,o S, = 5. A protoze s, € M, jest (podle definice M) y = z na [xy, s,) (a toto plati
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pro vSechna n), dostdvdme

y=z ma | J[xo.sn) = [x0.9). (B.2)
n=1

takze s € M.
Nynf si v§imnéme, Ze

lim y(x) = lim z(x) = lim G '(x+C) =: L,
X—>5— X—>5— X—>S—

kde prvni rovnost plyne diky tomu, Ze s € M (atedy y = z na [x¢, s)), druhd rovnost z definice z a limita
existuje diky monotonii G ™.

Predpoklddejme nyni pro spor, Ze s < B —C.Pak L = lim,_,s_ z(x) = z(s) ze spojitosti z. Uvédomme
si, Ze v tom pripadé nutné i L = lim,_s_ y(x) = y(s): kdyby totiz feSeni y nebylo definovano v bodé
s, byl by to spor s jeho maximalitou, nebot’ by bylo mozné ho ,,prodlouZzit doprava‘“ pomoci funkce z (tj.
existovalo by prodlouzeni y). To znamend, Ze s € D, a ze spojitosti y plati vySe uvedend rovnost; celkem:

y(s) = L = z(s).

Podle Sublemmatu aplikovaného tentokrat v bodé s (misto xg) tedy existuje néjaké §; > 0 takové, Ze
z = yna(s—d,5 + 6;). Diky (B.2) to ovS§em znamend, Ze z = y nejméné na [xo, s + §1), takze

supM =5 <5+ 8, € M,

coZ je pochopitelné spor s definici suprema. Je tedy nutné s = B — C a (jak jsme dokdzali vyse) s € M,
takZe jsme hotovi.



Priloha C

Dodatek k nekonecnym radam

C.1 Dalsi kritéria relativni konvergence

Pfipomenime nejprve v tivodu kapitoly uz zminované Leibnizovo kritérium, které se hodi vyhradné na
vySetfovani relativni konvergence fad.

C.1 Véta (Leibnizovo kritérium). BudiZ {1, }5>, monotonni posloupnost redlnych cisel s limitou 0. Potom
Fada Yoo (—1)" wy konverguje.

L (=)
C.2 Piiklad. Rada )

n=1

je relativné konvergentni.

e Kazdy se snadno presvédci, Ze fada neni absolutné konvergentni.

e Rada ale je konvergentni. Skuteéné, polozime-li yt,, = %, pak posloupnost {1, }52, spliluje predpo-

klady Leibnizova kritéria (je klesajici a m4 limitu 0). Tim pddem konverguje fada Y oo, (—1)"u, =
1

Yo (=1)"L, coZ je piesn& vySetfovand fada.

Vidime tedy, Ze ne kazd4 konvergentni fada je absolutné konvergentni, a tedy absolutni konvergence je
ostfe silnéjsi vlastnost nez konvergence. Vzpomenme, Ze kazdd absolutné konvergentni fada je automaticky
konvergentni', zde jsme si viak znovu uv&domili, Ze opa¢na implikace neplati. A

Vyraznym zobecnénim Leibnizova kritéria je ndsledujici kritérium Dirichletovo; misto posloupnosti
Cisel (—1)" totiZ staci mit libovolnou posloupnost a, takovou, Ze pfislu$nd posloupnost ¢asteCnych soucti
N . N e i n . RV RNV
> u—1an je omezend. (VSimnéte si, Ze posloupnost (—1)” tuto vlastnost md, nebot’ ji pfislusné ¢aste¢né
soucty jsou —1,0,—1,0,.... Uzitecnym dopliikem Dirichletova kritéria je pak kritérium Abelovo, které
umoziuje vySetfovat mnohem slozitéjsi fady.

C.3 Véta (Dirichletovo kritérium). Necht’ md fada Y o, a, omezenou posloupnost Cdsteénych souctii a
necht’ i, (O (4. b1 = po = 3 = ... aplati limy_ ity = 0). Potom Y 2 | [Ln - an konverguje.

C.4 Véta (Abelovo kritérium). Necht’ je posloupnost {w,}3°, omezend a monoténni. JestliZe Y oo | an
konverguje, potom konverguje i rada Z;’o:l Wy - Ay.

Pokud navic lim,_, o w, # 0, pak plati i opacnd implikace, tj. presnéji: fada ) ., o, - a, konverguje,
pravé kdyZ konverguje fada y oo | ay.

'Rozmyslete si, co presné toto tvrzeni fika!
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Diikazy téchto dvou kritérii jsou ponékud technicky narocnéjsi (i kdyZ rozhodné ne tézké), takze je
vynechame. Pov§imnéme si nicméné toho, co maji obé kritéria spolecné. V obou piipadech predpokladdme
(poprvé implicitné, podruhé explicitné), Ze posloupnost {i, }>> , (resp. {w,}5> ) je omezend a monoténni.
Stejné tak v obou piipadech predpkladdme (poprvé explicitné, podruhé implicitné), Ze posloupnost ¢astecnych
souctd fady Y o2 | a, je omezend. Tyto dva pfedpoklady viak samy o sobé& na konvergenci fady sou€ind,
ktera se v kritériich tvrdi, nestaci. V obou kritériich tedy do predpokladd pridavame jesté kousek navic:
V piipadé Dirichletova kritéria to je poZadavek, aby posloupnost {11, }5>, byla nejen omezend a monoténni,
ale dokonce aby méla limitu 0; v pifpadé Abelova kritéria zase predpokldddame, Ze fada Y .- | a, nejen Ze
mé omezené Castecné soucty, ale dokonce konverguje. Ob¢ tato zesileni pfedpokladii uz na konvergenci staci
(jak ndam fikaji Véty C.3 a C.4).

C.5 Priklad. Vysetiete konvergenci fady
2 (=)™ arct
Z ()ﬂ' (C.1)
=1 n

VySetiime nejprve absolutni konvergenci:

(—1)"arctgn|  arctgn - 1

n 2n

n

nasli jsme tedy divergentni minorantu. (Uvedena nerovnost plati pro vSechna n, protoZe funkce arctg je
rostouci a uz pron = 1 plati arctgn = arctg1 = 7 > %.) VySetfovana fada tedy nekonverguje absolutné
podle srovndvactiho kritéria.

. . s v v A - n
Neabsolutni konvergence: Nejprve si v§imnéme, Ze fada ) .- 1)

n=1

konverguje (to vime uZ davno
z Leibnizova kritéria, mohli bychom ovSem pouzit i kritérium Dirichletovo). Protoze funkce arctg je rostouci,
je posloupnost {arctgn}>> , také rostouci, a je tedy kaZdopddné monoténni. ProtoZe kazda posloupnost
s vlastnf limitou je omezend, vidime, Ze i tato naSe posloupnost je omezena: jest totiz lim, o arctgn = 7 €
R. Tim pddem jsou splnény pfedpoklady Abelova kritéria s a, = % a w, = arctg n; kritérium tika, Ze
konverguje fada soucind, tedy naSe vySetfovand fada. Zavér tedy je, Ze fada konverguje relativné.
Vsimnéme si také, Zze Abelovo kritérium se d4 pouzivat opakované a dostavat tak konvergenci slozitéjsich

a slozitéjSich rad. Napriklad fada

n

n=1

je na vySetfeni mnohem jednodussi, neZ by se mohlo zdat na prvni pohled. UZ vime, Ze konverguje fada Cisel
(—1)" arctgn
n

podle Abelova kritéria i fada

. Protoze ale posloupnost (1 + %)n je monoténni a mé limitu e (takZe je omezend), konverguje

i (—1)" arctgn (1 N l)" (C.3)

n n
n=1

Nyni se podivame na dal¥f &initel 4/666: i posloupnost téchto &isel je monoténni a omezend (md limitu 1).
Pouzijeme-li tedy Abelovo kritérium na fadu (C.3) a posloupnost {m }:ozl, dostaneme konvergenci fady
(C.2).

Nakonec poznamenejme, Ze konvergence fady (C.1) (jakoz i fady (C.2)) se da vySetfit i bez pouZziti
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Abelova kritéria, pouze se znalosti kritéria Leibnizova. Takové feSeni by bylo o poznédni pocetné narocné;jsi
a probihalo by takto: Mdme vySetfit konvergenci fady tvaru Y ;2| (—=1)" - itn, kde p, = =52 (4. rady
(C.1)); podle Leibnizova kritéria pro ovéfeni konvergence této rady staci védét, ze posloupnost {ntn2 je
nerostouci a lim, o i, = 0. Toho lze docilit napfiklad pouZitim derivace.

Uvazujme funkci f(x) = % na intervalu [1, co) (pfipadn€ na néjakém intervalu tvaru [K, 0o), kde
K > 1 — tim bychom ovérovali monotonii ,,0d tohoto K dale*, coz by ndm také postacilo). Jest

1+x2 -x —arctgx - 1 | Tiaz arctgx
f (x) xz - x2

Protoze jmenovatel je vzdy kladny, sta¢i se podivat na znaménko Citatele: Zpozorujeme, Ze pro x = 2 plati

1 =
<-———<0.
2 4

X ¢ < X ¢ 1 X T
— arctg x — arc =
1+ x2 EXYST1 2 &

| =
I
Nk

b4
[ S - —
14+x2 4 " x%2 4
Derivace funkce f je tedy na intervalu [2, 0o) zapornd, funkce f sama je na tomto intervalu klesajici, takze
je Klesajici i posloupnost { f(n)}52, = {¥E24* = {1,}52,. Ovéfili jsme tedy monotonii posloupnosti

2122 ,, a jsme hotovi: fada zaCinajici indexem onverguje podle Leibnizova kritéria a my vime, ze

Mntors, a] hot d ] d 2 k guje podle Leib krit y

kone¢né€ mnoho ¢lend nehraje z hlediska konvergence roli, takze konverguje i fada (C.1). A

C.6 Poznamka. Ob¢ pravé probrané véty, tedy Dirichletovo a Abelovo kritérium, se pouzivaji takika
vyhradné na vySetifovani relativni konvergence: pro studium absolutni konvergence se hodi predevsim kritéria
probrand v sekci o fadach s nezdpornymi Cleny. Tj. srovndvaci, odmocninové a podilové, resp. jejich limitni
verze, a pripadné téZ integralni kritérium, ba i Raabeovo.
Dile si v§imnéte, ze Dirichletovo kritérium trividlnim zptsobem implikuje kritérium Leibnizovo. Jinymi
slovy, mame-li uz dokazané Dirichletovo kritérium, dostaneme Leibnizovo kritérium jako snadny disledek.
Je-1i déna situace spliujici predpoklady Leibnizova kritéria, to jest, je ddna rada tvaru

oo

Z(_l)n *Mn,

n=1

kde {@,}52, je monoténni a ma limitu 0, potom, oznac¢ime-li a, = (—1)", jsou splnény pfedpoklady
Véty C.3: je totiZ snadno vidét (a uZ jsme si toho nékolikrat v8imli), Ze fada Y .o, ap = Y o (—1)"
ma omezenou posloupnost ¢astecnych souctl. Dirichletovo kritérium v této situaci konstatuje, Ze fada
> o Lan - fn = Y ey (—1)"u, konverguje, coZ je obsahem tvrzeni Leibnizova kritéria. Opravdu tedy
Leibnizovo kritérium snadno plyne z Dirichletova.

C.7 Véta. Necht't € R at # 2kn pro vSechna k € 7. Potom Fady

Zsin(nt) a Zcos(nt)
n=1 n=1

nemaji soucet, ale kaZdd z nich md omezenou posloupnost cdstecnych souctit.

o0
C.8 Piiklad. Rady Z sinn a Z cost konverguji podle vét C.3 a C.7. A
n

n=1

Diikaz. O]
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Diikaz Véty C.7.

sin(666n)

o0
C.9 Priklad. Vysetfete konvergenci fady Z NG
n

n=1
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Priloha D

Pruvodce zaklady ODR

Tento privodce se od téch z minulého semestru lisi tim, Ze tentokrat jsou k dispozici i vysledky, pfipadné
podrobnéjsi ndpovédy. Ty odstavce, pro které je uvedeno i feSeni (vysvétleni, ndpovéda) jsou opatieny
hypertextovym odkazem.

Doporucuji vam nabizené dvahy rozmyslet nejdiiv samostatné. Do vysledki se ale podivejte v kazdém
pripadé, tfeba vam néco uniklo. A obcas jsou tam dopliujici komentare.

Uvédomte si, Ze y(x) = x? je feSenim rovnice
y' = 2x. (D.1)

Staci do rovnice dosadit, tj. vlastné provést zkouSku. Proved’te ji. Pro kterd x rovnost plati? (Neboli: na
jakych intervalech se jednd o feSeni?)

Uvazujme diferencidlni rovnici

y=Vi-y2 (D2)

n 3n

DokaZte, Ze funkce y(x) = sin x je feSenim této rovnice na intervalu (-7, 5), ale ne na (3, 7).

Na jakych intervalech je feSenim rovnice (D.2) funkce y(x) = cos x? Vime-li, Ze na jistém intervalu je
feSenim funkce sin x, 1ze bez opétovného dosazovani nahlédnout, Ze i funkce cos x musi byt nékde feSenim
(D.2)? (Napovéda: vzpomeitite, co plati pro feSeni autonomnich rovnic.)

E (Obecné o diferencidlnich rovnicich)
Uvazujme diferencidlni rovnici obecného' tvaru

Y'(x) = f(x, y(x)), (D.3)

kde y je hledana funkce a f je néjaka funkce dvou proménnych. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich
vyroku a své zaveéry zdivodnéte.

(i) Necht' f = 0 na svém defini¢nim oboru (Dy C R2). Pak kazdé feSeni rovnice (D.3) je rostouci.

IToto je obecny tvar DR 1. ¥adu, o které se zajimame. Existuji i jiné DR 1. ¥4du, o ty se viak nebudeme zajimat.
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(ii) Necht' f > 0 naDy. Pak kazdé maximdlni feSeni (D.3) je neklesajici.
(iii) Necht' f > 0 na Dy. Pak kazdé feSeni (D.3) je neklesajici.

(iv) Necht' f < 0 naDr. Pak kazdé feSeni (D.3) je klesajici.

(v) Bud’ y feSeni (D.3). Pak D, je interval.

(vi) Bud’ y feSeni (D.3). Pak y ma na D, derivaci.

Zkuste si znovu uvédomit, co rovnice (D.3) vlastné vypovida o svych feSenich. Je jasné, Ze urcuje, které
funkce jsou jeji feSeni a které ne; nas idedlni cil je tyto dvé kategorie odliSit, tj. najit vSechna feSen.
Reseni z rovnice neni ihned vidét ve své celistvosti (integrité”) — napiiklad ve formé vzorce — v jednotli-
vych bodech ale apriorni informaci mame:
Mé&jme né&jaké konkrétni feseni y rovnice (D.3) a bud’ (xg, yo) € R? néktery z bodi, jimiZ toto feseni

prochdzi, tj. necht’ plati y(xo) = yo. Rovnice (D.3) implikuje, Ze

y'(x0) = f(x0. y(x0)).

neboli
y/(xo) = f(xo0,Y0).

Tim padem (jakékoliv) feSeni (D.3) prochdzejici bodem (x¢, y¢) jim prochdzi takovym smérem, Ze
derivace (tj. smérnice pfislusné tecny) je f(xo, yo) — viz obr.

y Teéna v bodé (xo,yo):
y=ar+b,
kde a = f(zo,y0).

Lo y(z)

Obrazek D.1: Te¢na ke grafu.

@ Vezméme konkrétni priklady rovnice (D.3) a konkrétni body (x¢, y¢); otazky jsou:
e Jaka je smérnice te¢ny k feSeni dané rovnice, jeZ prochdzi danym bodem (xo, y¢)?
e A jaky tuhel tato teCna svird s osou x (v radidnech i ve stupnich)?
Priklady:
(i) Rovnice (D.1), bod (—1, 6);

(ii) rovnice (D.1), bod (—1, 28);

2Plvripomervlte si alternativni terminologii, v niZ [Fesit DR = integrovat DR] a [FeSeni DR = integrdlni kiivka].
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(iii) rovnice (D.2); uvaZujte postupné body:

(5. %) (496, \/g) (8128, \/g) (1,2);

(iv) rovnice y’ = sin®x - (y* + 2y* — 5y% + 4), uvazujte bod (%, 1).

V zadanich DR casto najdeme nejen rovnici samu, ale také informaci o tom, kterym bodem roviny
prochazi hledané reseni:
y' = f(x,y),  y(xo) = yo.

Zde tedy hledand funkce y prochazi bodem (xg, yo) € R?; této informaci fikdme pocdtecni podminka.
V odstavci vySe jsme si rozmysleli, jaky smér mé tecna k feSeni v daném bod¢. Nyni ndm jde o néco jiného:
chceme z mnoziny vSech feSeni vybrat to (nebo ta, je-li jich vice), které danym bodem prochdzi.

Viechna maximalni® feSeni rovnice

y =Yy

jsou tvaru
y(x) =K-e,

kde K miZe byt libovolna redlna konstanta. (Tedy pro libovolné K € R vam vzorec dé jedno konkrétni
fesenti, tieba y(x) = 666 - e¢* je feSeni.) Timto zplisobem zapisujeme v jistém smyslu ,,vSechna fesen{
soucasné®.

Pro jednoduchou tlohu s poc¢atecni podminkou

Y=y, y@=17
nyni najdéte konkrétni feSeni (tj. urcete K).

Pfi studiu diferencidlnich rovnic neni téZké ucinit pozorovani, Ze rovnice sama obvykle neurcuje
hledanou funkci jednoznacné. Je tedy prirozené ptat se, jestli dodatecna informace poskytnutd v pocdtecni
podmince uz feSeni vymezi presné. Asi tusite, Ze odpovéd’ je Casto zaporna v pripadech, kdy Ize lepit: pak
obvykle pfichazi v ivahu vice mozZnosti, jak ,,se feSeni miize dostat do dané¢ho bodu (xg, yo)*.

V této souvislosti doporucuji zopakovat si Picardovu vétu o existenci a jednoznacnosti reseni DR (Véta 4)
— ta nam za jistych predpokladd zaruci, Ze feSeni se nemizZe vétvit (tj. nelze nijak ,lepit*), a to tfeba
v piipadé, Ze pozadavky ve Vété kladené na f jsou splnény na celém Dr. Touto otdzkou se vSak nyni
nebudeme podrobnéji zabyvat, misto toho se na pocate¢ni podminku a jeji schopnost dodateéné vymezit
feSeni podivame z jiného dhlu.

@ Vzpomefite, Ze uZ pii feSeni tzv. trividlnich rovnic tvaru y’(x) = g(x)* je hledanych primitivnich
funkci vice: 1i8i se integracni konstantou.
Integracni konstanta je parametr, za néjz miZeme dosadit libovolné redlné Cislo a pokazdé dostaneme

s 2

jedno feSeni nasi ulohy. Kuptikladu feSeni rovnice

y' =2x je /2xdx:x2+C,

3Tj. nemaji prodlouZent, tj. jsou definovand na maximalnim moZném intervalu
4. feSenf neurcitych integrali (¢emu jsme vénovali nemalou ¢4st minulého semestru)
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tedy vSechny funkce jako x2, x2 — 8, x2 + 729 atd. jsou feSeni. Vidime, Ze mnozina viech (maximdlnich)
feSeni ma jeden stuperi volnosti, jejz predstavuje konstanta C, kterou Ize libovolné ménit. Pfitomnost jednoho
stupné volnosti je pfi tom dédna jedinou integraci, kterou jsme k vypoctu museli provést.

Uvazujme nyni néjakou rovnici 2. fadu, tfeba:

y'=2. (D.4)

Tuto rovnici jsem nevybral ndhodné: v§imnéte si, Ze vSechna feseni rovnice predchozi, tedy y(x) = x> + C
(C € R) jsou soucasné fesenimi (D.4). Skutecné, plati totiz

x> 4+C)' =Q2x+0) =2.

Asi si ale uvédomujete, Ze se nejednd o v§echna feSeni. Vyjdeme-li ze zadani (D.4), je zfejmé potieba dvou
integraci, abychom se dostali od y” k y. Proved’me je postupné:

y'(x) = f2dx = 2x + Cy,
a dale tedy
y(x) = /(Zx + C)dx = x2 + Cix + C,, (D.5)

kde Cy, C, € R jsou na sobé zcela nezdvislé integracni konstanty, které v tomto obecném zapisu vSech
feSeni funguji jako parametry: konkrétni feSeni dostaneme dosazenim libovolnych hodnot za C; a C,, a
feSenimi nasi rovnice tak jsou funkce jako x? + 7x + 11, x? + 13, x2 — 1024 x atd.

Pojd’me si nyni dlohu (D.4) obohatit o poc¢atecni podminku:
(a) y(0) = 0 (hledame tedy fesSeni prochdzejici pocatkem);
(b) y(—3) = 2 (feseni prochazi bodem (-3, 2)).
Zjistéte sami, co ndm tyto informace o feSeni vypovi (dosad’te je do (D.5)).

Najdéte feSeni (D.4) spliujici soucasné obé podminky ((a) i (b)) ze zavéru predchoziho odstavce.
Existuje takové feSeni? Existuje jich dokonce vice?

V obecné roviné lze ocekdvat, Ze kazdému stupni volnosti by méla odpovidat jedna informace
v pocédtecni podmince. OvSem pozor, tyto informace nejsou vZdy kompatibilni! Pokud napftiklad dlohu (D.4)
obohatime o pocate¢ni podminku takto:

y'=2, y1)=5Ay(l)=6,

je ihned zfejmé, Ze dostdvame ulohu, kterd nema zZadné feSeni. (Nez budete pokracovat ve Cteni, ujistéte se,
Ze onen jednoduchy divod pro tento fakt je vam ziejmy.)
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Po plném pochopeni predchoziho by pro vas mélo byt v podstaté snadné nahlédnout nasledujici
tvrzeni.

Necht’ f je funkce dvou proménnych, kterd md nulovou hodnotu na néjaké netrividlni vodorovné tisecce
AB obsazené v Dy. Pak ,oteviend iisecka“ U \ {A, B}’ je obsaZena v grafu néjakého FeSeni y rovnice
(D.3), neboli rovnice

y' = f(x.y).

V podobném duchu bychom se mohli pokusit zformulovat tvrzeni pro feSeni se smérnici 1 misto 0.
Nasledujici tvrzeni také plati; tentokrat formulujeme silnéjsi pozadavky na funkci f, diky ¢emuz neni nutné
formulaci komplikovat odebiranim koncovych bodi usecky (podrobnosti ve vysledcich). Tvrzeni dokazte
alespon ve vnitfnich bodech tsecky! (V krajnich bodech je to o dost téZsi, ale nadSenci se mezi vami jisté
najdou!)

Necht' f : R? — R je spojitd funkce (dvou proménnych), kterd md hodnotu 1 ve vsech bodech tisecky U
spojujici body (—3,—2) € R? a (4, 5) € R2. Pak existuje 7eseni y rovnice (D.3), pro néjz U C graf(y).

_ 2
Dy =R Y (4,5)

(_37 _2)

Obrazek D.2: Predpoklady tvrzeni.

Platilo by tvrzeni z pfedchoziho odstavce i s useCkou V' s koncovymi body (8, 16) a (32,64)?
(S analogickym predpokladem na f, tj. Ze f = 1 ve vSech bodech V'.) Své tvrzeni zdliivodnéte.

Nyni na okamzik zapomenite na diferencidlni rovnice a divejte se na y(x) docela obycejné jako
na funkci proménné x (feSeni DR ostatné nic jiného neni). V prvnim semestru jsme misto pismenka y
obvykle pouzivali f apod., princip je ale stejny. Proménna x je nezdvisle proménnd a znazoriujeme ji
vodorovnou osou, proménnd y je zdvisle proménnd (zavisi na x a tato zavislost je ddna predpisem funkce y)
a znazorfiujeme ji svislou osou®.

Pripomenime si klicovou terminologii, kterou (jak jste si, doufam, v§imli) disledné pouzivam:

e Body na ose x nazyvame prosté body;

30d U odebereme oba krajni body 4 a B, viechny ostatni — ,,vnitfni* — body ponechdme.
6Je zde tedy jistd kolize znaeni: pismenem y znaéime jak funkci — nezndmou rovnice, tj. z4visle proménnou — tak také jednu
ze dvou os soufadnicového systému. Pii dobrém pochopeni tato kolize nevede k nedorozuménim a naopak usnadiuje vyjadfovani.
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e body na ose y nazyvame hodnoty.

Zde podstatna je zejména druhd informace. Rikdme tak tfeba, Ze funkce y(x) = sinx v bodé % (minéno

x = 7) md hodnotu 1. Nebo exponencidla md v bodé 2 hodnotu e? apod. Témto faktim samoziejmé

odpovida zndzornéni pomoci grafu v soufadnicovém systému, napf-.:
g b4
sinf—) =1 < (—, 1) € graf(sin);
(2> 2 graf(sin)
exp(2) =e? & (2,e?) e graf(exp).

<13

Zaméfte se na to, Ze druh4, tedy ,,y-ovd*, soufadnice daného bodu grafu (tfeba pro bod (2, ¢?)) je
hodnota nasi funkce (zde exponencidly) v bodé daném prvni souiadnici onoho bodu grafu.’
To jest, vSechny body grafu jsou vlastné usporadané dvojice tvaru

(bod def. oborug prislusnd hodnora) € R*

jako tieba (2, e?) atd.
Toto vie je divérné zndamé uz na SS, délali jsme to tak v prvnim semestru a déldme to takto i nyni pfi
studiu diferencialnich rovnic.

Jen nékolik kontrolnich otdzecek; které z nasledujicich funkci nabyvaji pouze hodnot v intervalu
(0, 00) a které v [—1, 1]? (VSimnéte si, Ze pro funkce niZe zamérné pouzivam rtizné zplisoby vyjadieni.)

() y = /x; (vii) sin|(0,%];
(i) y =+1—-x2%
(iii) f(x) = log(x);

@iv) y(x) = e*;

(v) sin; x) y(x) = %arctg X3

(vii)) y = |x7!;

2

(ix) f(x) = sin(x7?);

(vi) sin |[0’%]; (xi) tg |[_%’%];

Jak tedy rozumét vyroku, Ze
funkce y md hodnoty v intervalu J?

Obvykle tim mame na mysli, Ze pro vSechna x z defini¢niho oboru y je hodnota y(x) prvkem J, neboli
H, < J.ProtozZe J je ,hodnotovy interval“, méli bychom ho vyznacit na svislé ose. Graf funkce s hodnotami
v J pak musi leZet ve vodorovném pasu uréeném prave timto intervalem na svislé ose. (Tento pds je mnoZina
R x J vIR?)

7Zde se bohuZel nevyhneme dal3i nejednoznacnosti vyjadiovani: v této vété je prvnim vyskytem slova ,.bod* minén bod v R?,
zatimco v druhém piipadé (kurzivou) mame na mysli bod na ose x.
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Obrazek D.3: Funkce s hodnotami v J.

Naproti tomu, prohldsime-li, Ze
funkce y je definovdna na intervalu I,

chceme obvykle fici, Ze defini¢ni obor y je /. (Podle kontextu to nékdy mize znamenat, Ze y je definovana
asporina /, tj. D, D I.) Protoze I je defini¢ni obor funkce y, vyznac¢ime tento interval na vodorovné ose, a
odpovida mu tedy svisly pas v roviné (jde o mnoZinu I x R). Graf funkce y je obsaZen v tomto svislém pasu.

Y IxR

Obrazek D.4: Funkce definovana na /.
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Z predchozich dvou odstavct vyplyva, Ze je-li funkce y definovdna na I a md hodnoty v J , plati
graf(y)) CU XxR)NR xJ)=1xJ,

to jest, graf y je obsaZen v obdélniku, ktery je prinikem svislého pasu (uréeného intervalem /') a vodorovného
pasu (urceného intervalem J). Je jasné (z definice kartézského souc€inu mnoZzin), Ze tento obdélnik je praveé
mnozina [ x J.

J I xJ

Obrazek D.5: Funkce spliujici oboji zaroven.
UvaZzujme autonomni diferencidlni rovnici

y' =gy, resp. y'(x)=g(y(x)) (D.6)

kde g je spojitd funkce definovana na jistém intervalu. Znovu si ted’ uvédomte, Ze tato rovnice je pouze
specidlnim piipadem rovnice (D.3): pravou stranu interpretujeme jako funkci dvou proménnych x a y, jejiz
hodnota vSak na proménné x nezavisi — f(x, y) = g(»).

Jako konkrétni piiklad mizZe poslouZit tfeba rovnice (D.2) — v tomto pfipadé je f(x,y) = g(y) =
V1—y2

Graf funkce g(y) = /1 — y? (tedy funkce jediné proménné) je, jak zndmo, horni jednotkova ptilkruz-
nice:

z (tfeba)

Obrazek D.6: /1 — y? jako funkce jedné proménné.

Protoze hodnota funkce f(x,y) = /1 — y? nezdvisi na x, je funkce konstantni na kazdé piimce
rovnobézné s osou x: Skutecné, stalf si uvédomit, jak vypada rovnice libovolné piimky v R? rovnobézné
s osou x.°

$Pokud vam piipadd zvlastni tento piedpis /1 — y2 vnimat jako funkci dvou proménnych x, y, zamyslete se nad konstantni
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Odtud uZ neni tézké nahlédnout, Ze graf funkce f(x, y) je horni polovina nekone¢né valcové plochy,
jejiz osa je osa x a polomér je 1:
Pozor, na obrdzku jsou oproti standardu prohozené osy x a y.

z

Obrizek D.7: 1/1 — y? jako funkce 2 proménnych.

Pro dalsi procviceni se jest€ podivejme na sin y jako na funkci proménnych x, y, tj. f(x,y) = siny,
jejiz hodnota na x nezdvisi. Jak vypada graf f? Zkuste si to predstavit.

Obecné si uvédomte, jak vypada jakédkoliv funkce dvou proménnych x, y, jejizZ hodnota ziistava stejna,
at’ se x méni jakkoliv, tj. zavisi pouze na y. A jak by vypadala funkce proménnych x, y, jejiz hodnota zavisi
pouze na x?

Nyni se miiZeme vratit k diferencidlnim rovnicim. Misto o obecnych funkcich, nyni budeme mluvit
o resenich jistych diferencidlnich rovnic. To jsou ovSem také priklady funkci, takze se na né vztahuje tataz
terminologie a tentyZ zpusob uvazovani o bodech a hodnotdch.

Bud’ funkce y jedno konkrétni feSeni rovnice (D.6), které je neklesajici. MiiZe se stit, Ze néjaké jiné
feSeni je klesajici’

funkci jedné proménné, tieba h(x) = 5: jde o funkci (jediné) proménné x, jejiZ hodnota na x nezavisi. V obou piipadech funkén{
hodnota z4visi na méné€ proménnych, neZ kolik jich celkem je.
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Népovédy a reSeni:

[ 1 ] Staéf do rovnice dosadit x2 za y(x). VSimnéte si, Ze y(x) je v uvedeném z4pisu rovnice (D.1) piitomno
pouze implicitné: proménnou x jsme ,,zamlceli“. Rovnici je nicméné potieba Cist tak, jako by tam proménna
byla explicitné€ zapsana, tj. jako rovnici

y'(x) =2x neboi (y(x))/ = 2x.

Dosazeni je nyni jednoduché:
(y(x))/ = (xz)/ = 2X.

Rovnice tedy plati, a to pro v§echna x € R (jak vime z prvniho semestru). Zavér tedy je, Ze y(x) = x? je
reSenim rovnice (D.1) na (celém) R.

[2] Uvédomte si, Zze v a? = |a|, takZe samoziejmé v/ cos? x = | cos x|.
[3

] Staci si uvédomit, Ze funkce cos x je pouze posunuti funkce sin x (a to podle vzorce cos x = sin (% +
x)), a vzpomenout si na Lemma 6 z prednasky (najdéte si ho).

[4] (D—(iv): neplati, plati, plati, plati.

(v) Defini¢ni obor libovolného feseni libovolné ODR je (podle nasi definice pojmu reseni) otevieny interval.
Tj. vyrok (v) plati pfimo podle definice.

(vi) K tomu aby jakakoliv rovnost, tfeba « = f, mohla platit, je potfeba, aby «, § existovaly. Mame-li
tedy néjaké reSeni y rovnice (D.3), coZ znamena Ze rovnost (D.3) nastdva pro vSechna x € D), obé strany
rovnosti musi existovat. Existuje tedy i jeji leva strana, tj. y'(x). TakZe tvrzeni (vi) také plati.

[6] (1), (i1): Staci dosadit do pravé strany rovnice (2x); v obou pfipadech dostaneme —2.
(iii) V téchto piipadech mame rovnici (D.3), jejiZz prava strana je f(x,y) = /1 — y?, takze

13D =(63) =
= £ (8128, \@) _ ?

Protoze /1 — y? nezavisi na x, sta¢i ndm pro vSechny tfi body jeden snadny vypocet; z néj vychazi, ze
pokud y je feSeni nasi rovnice, pro které y(8128) = \/g , potom y’(8128) = ‘/Tg.(’ Pritom vime, Ze ,.derivace

je smérnice te¢ny“, takZe te¢na k funkci y v bodé (8128, \/g) mé smérnici g

Zbyva spocitat uhel, ktery tecna svird s osou x. To uz samoziejmé ddvno umite, ale pro jistotu uvadim
feSeni: Pro pfimku s rovnici y = ax + b, kterd svird s osou x (orientovany) thel y € ( - . %) plati

a =tgvy.

A podobné pro oba zbyvajici body.
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V naSem piipadé tedy mame

W

— =8y

takZe (diky tomu, Ze y € (— %, %))

NI
= tg — = — = 300
Y arctg 3 6

a jsme hotovi.

Pokud jde o bod (1, 2), jisté jste si vS§imli, Ze neni v defini¢nim oboru pravé strany rovnice, takze timto
bodem viibec Zadné feSeni neprochdzi.

(iv) Po dosazeni vyjde 1, tedy y’(%) = 1, kdykoliv y je feSeni prochazejici tim bodem.

[7] Vychdzi K = 17¢72
[10] (a) Rovnice (D.4) s po&dtecni podminkou
y(0) =0
feSeni jednoznacné neurcuje. Dosazenim do obecného tvaru feSeni (D.5) totiZ dostaneme
0=y0)=0+C;-0+4+ Cy,

coZ nastava, praveé kdyz C, = 0 (a C; € R). Zbavili jsme se tedy jednoho stupné volnosti, druhy vSak
zustava. Obecné feSeni je
y(x) = x> + Cyx.
(b) Podivejme se nyni na podminku
y(=3) = 2.

Podobné jako v prvnim pfipadé dostaneme
2=y(3)= (3 -Ci-(-3) + G,

odkud jednoduchou tdpravou vyjde
C, =3C, -1 D.7)

Nyni to vypad4, Ze na rozdil od prvniho pfipadu jsme se nezbavili ani jednoho stupné volnosti. Konstanty
C1, C; jsou vsak bez pocatecni podminky zcela nezavislé, kdezto v tomto piipade jsou jejich hodnoty svdzany
vztahem (D.7). Je zfejmé, Ze v obecném vyjadieni miiZeme (tieba) za C, dosadit a dostaneme nasledujici
tvar feSeni (pii pocatecni podmince y(—3) = 2)

y(x) = x* 4+ C1x +3C, -7,

ve kterém je pouze jeden stupeil volnosti, ato C; € R.
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[ 11 ] Jednoduchym vypocétem (vyuzivajicim kterykoliv z obou vysledkil vyse) dostanete, Ze feSeni rovnice
(D.4) prochazejici body (0, 0) a (—3,2) je pravé

7
y(x) = x* + =x.
3
Resen{ tedy existuje a z postupu, pii némz se jednoznacné uréf, ¢emu obé konstanty musi byt rovny (a sice
C, =7/3, C, = 0), je zfejmé, Ze feseni je jen jedno.

[13] Predpoklad tvrzeni 1ze preloZit takto: existuje interval I C R takovy, Ze pro jisté (pevné) yp € R a
pro viechna x € I jest f(x, yo) = 0. TakZe skuten& U := I x {yo} je vodorovna tisetka'’ na niZ je f = 0.
Nyni je ovSem zfejmé, Ze funkce

y(x) =yo, xe€l

(tj. konstantni funkce s hodnotou y, definovand na intervalu I) skute¢né fesi nasi rovnici (D.3), a to ve vSech
bodech intervalu 7, v nichZ md derivaci — pozor na krajni body! V levém krajnim bodé U nemédme Zadnou
informaci o tom, co se déje nalevo od néj, takZe nemiiZeme hovofit o oboustranné derivaci funkce y, zndme
jen derivaci zprava. V diferencidlni rovnici se vSak vZdy uvazuje oboustrannd derivace, jeji existenci tedy
musime mit zarucenu, a to v tomto piipadé (bez dalSich pfedpokladli) nelze. Symetricky problém nastane i
v pravém krajnim bodé U (tam zase nevime nic o derivaci zprava). Ve vSech ostatnich bodech tsecky ale
vime, Ze nulova derivace je oboustrannd, a konstantni funkce y = y, je feSeni uvnitf intervalu / (grafem
tohoto feSeni je podle definice pravé dsecka U).

[14] Jak uvidime, v tomto pfipadé ndm nebudou Cinit potiZe krajni body dsecky; je to ddno spojitosti
funkce f. Zopakujme tvrzeni, které mame dokdzat:

Necht' f : R? — R je spojitd funkce (dvou proménnych), kterd md hodnotu 1 ve viech bodech iisecky U
spojujici body (=3, —2) € R? a (4,5) € R2. Pak existuje ieseni y rovnice

vy =f(xy)
pronéjz U C graf(y).

Diitkaz. Méame dokézat, Ze isecka U je obsazena v grafu néjakého feSeni. Je snadno vidét, Ze U ma smérnici
1; skuteéné:
5-(=2) 7 1
4—(=3) 71
Pritom pravé tuto smérnici mame v bodech U rovnici pfedepsanu (protoze f(x,y) = 1 na U): kazdé feSeni
prochdzejici libovolnym bodem U musi mit v tom bodé smérnici 1.
Projekce tusecky U na osu x je interval [—3, 4] C R; definujme tedy na intervalu (—3, 4) (zatim bez
krajnich bodi) funkci y predpisem

y(x)=x+1.
Grafem této funkce je prave tsecka U bez krajnich bodi a plati y’ = 1. Tedy pro x € (—3,4) =D, je

y(x)=1= f(x.y(x)),

ve vysce yo; zopakujte si definici kartézského soucinu, neni-li vdm to jasné

10
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kde druha rovnost plyne z toho, Ze (x, y(x)) = (x,x +1) € U a f = 1 na U. Vidime tedy, Ze y spliiuje
nasi diferencidlni rovnici, jak jsme ostatné ¢ekali. Tim je vysvétlena hlavni myslenka, kterou byste vSichni
méli pochopit. Dokonceni ditkazu sice neni nijak tézké, pro zdkladni pochopeni ale neni nezbytné nutné
zbytek tohoto odstavce Cist (véetné pozndmky pod dikazem).

Pro dokonceni ditkazu zbyva se podivat, co se déje v krajnich bodech U. Nemuze se stét, Ze feSeni
y = x + 1 definované na intervalu (—3, 4) je maximalni (tj. nema Zadné prodlouZeni)? Odpovéd’ je zaporna
— tento problém nastat nemuze.

Podivejme se napiiklad na situaci v bodé (—3, —2) (to je jeden z obou krajnich bodi nasi usecky U’;
v druhém krajnim bodé€ je situace analogickd). NaSim cilem je stavajici ,,iseCkové feSeni* y prodlouzit
aspon maly kousek za tento bod.

Podle Peanovy véty (Véta 3), diky spojitosti funkce f, bodem (—3, —2) prochdzi néjaké feSeni — oznaCme
toto feseni tieba y. Protoze je toto feSeni definovano v bodé —3 (a ma tam hodnotu —2), ma tam nutn¢ také
oboustrannou derivaci (to plyne automaticky z toho, Ze jde o feSeni DR), a to

V'(=3) = f(=3.5(=3) = f(-3,-) = 1.

Z definice derivace (v niZ se vyskytuje oboustrannd limita) je jasné, Ze funkce y je definovana na jistém
(oboustranném) okoli bodu —3 (protoZe v tomto bod¢é ma derivaci), feknéme aspori na okoli (—3 —§, —3 + )
(kde § je n&jaké kladné Cislo). Specialné tedy vidime, Ze y je definovéna i ,,kousek nalevo od —3%, coZ
potfebujeme, abychom tim smérem mohli prodlouzit nase ,,iseckové feSeni“ y = x + 1.
Definujme tedy
y(x), pokudx e (=3-4,-3],

y(x) =
x + 1, pokudx € (-3,4).

Uz vime, Ze y je feSeni na intervalu (—3, 4) (to jsme si uvédomili v prvni ¢asti dikazu) a y je zase feSeni
nejméné na (otevieném) intervalu (—3 — §, —3). Zbyva tedy ovéfit, Ze tato funkce spliiuje nasi rovnici i pro
x = —3. To ale plati:

PLE) =Tl =1 a
Vi(=3)=(x+1)(-3)=1.

Existuje tedy oboustranna derivace y'(—3) = 1, je tedy

YI(=3) =1= f(-3,-2) = f(-3.y(=3)),

a platnost rovnice je ovéfena i pfimo v bodé —3. ProtoZe v druhém koncovém bodé tsecky U lze ,iseckové
feSeni“ y = x + 1 prodlouzit doprava analogickym zplisobem, jako jsme to zde udélali doleva, je vidét, Ze
skutecné existuje fesent, které jehoz graf obsahuje celou usecku U, a to vCetné jejich krajnich bodu. U

vvvvvv

totiZ napadnout, Ze feSeni y napravo od bodu —3 pokracuje po dsecce U, takZe y se shoduje s y = x + 1 na
néjakém netrividlnim intervalu tvaru (—3, —3 + &), tj. ob¢€ feSeni se aspon na n¢jakém kousku ,,prekryvaji*.
Toto vsak neni zaruceno, graf feseni y se v bodé (—3, —2) miiZe dsecky U pouze dotykat. Abychom méli
zaruceno, Ze toto nenastane, staCilo by naptiklad, aby byla splnéna podminka jednoznacnosti z Picardovy

véty (Véta 4), to vsak v predpokladech dokazovaného tvrzeni nemdme.
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[ 15] Odpovéd’ je zapornd: s tiseckou V' ono tvrzeni neplati. Jisté si uZ sami rozmyslite, jakd by musela byt
hodnota funkce f na udsecce V, aby upravené tvrzeni opét nabylo platnosti.

[17] Vsechny odpov&di jsou shrnuty v tabulce niZe (snad se vam lib).
Pro jistotu jesté dopliiuji vysvétleni o funkcich (vi), (vii) a (xi); jednd se o restrikce na mnoziny uvedené
v dolnim indexu za svislou ¢drou — ,,uméle* jsme t€émto funkcim omezili defini¢ni obory.

v

Vi

Vil

Vil

[ vii ]
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[ ~ ]

X

X1

|
N
A

| I
[ ©.00) ]
[=r |

i [ i

I I
[N]N]
[a]N]

> Z|| =

i
N
N

z| >
>z
>z

A
A

[ v [ vi] [ x|
[N N] [N ]
[ a]al] [ a]

[22] Graf funkce f(x,y) = siny na mnoZin& [-10, 10] x [5, 5] je na obrazku. (VSimnéte si, kterym
smérem roste y!)

Obrazek D.8: Cést grafu f(x, y) = sin y.
Pro pochopeni chovani rovnice y’ = sin y je také zajimavé nasledujici znazornéni funkce f(x,y) =
sin y (tedy pravé strany této rovnice chdpané jako funkci dvou proménnych) — pomoci hustotniho grafu.
Modr4 barva znaci zdporné hodnoty, Cervend kladné.

6

Obrazek D.9: Hustotni graf f(x,y) = sin y.
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[23] MozZna prave tento zplisob zndzornéni je pro nase Gcely nejvhodnéjsi: ¢im Cervenéjsi region, tim
rychleji v ném rostou vSechna feSeni rovnice, naopak, ¢im modrejsi, tim rychleji pfislusna feSeni klesaji:

Modpré krivky reSeni rovnice, cervené primky jsou staciondrni reSeni.

il

Obrizek D.10: Resenf rovnice y’ = sin y.

[24] Ano. Uvedené feSeni y musi mit hodnoty v intervalu na némz g > 0. Je ale moZné, Ze na néjakém
jiném intervalu J je funkce g naopak zdporn4; v takovém piipadé bude libovolné feSeni y spliujici Hy € J

klesajici.
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