Pisemka z matematické analyzy pro ucitele (NMTM201)
2. rocnik, zimni semestr — 1. termin dne 16. ledna 2023

Pocetni ¢ast

Priklad 1. Najdéte vSechna maximalni feseni nasledujici rovnice:
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Piiklad 2. Provedte kvalitativni analyzu nésledujici rovnice a nakreslete graf zachycujici chovani
vSech maximalnich feSeni:
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[15 bodu]
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Priklad 3. Najdéte vSsechna maximélni feseni nasledujicich linearnich rovnic a u prvni rovnice navic
maximalni feseni splnujici danou pocateéni podminku.
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Hodnoceni:

Nutné podminky na hodnoceni dobre:
e dosazeni aspon 16 bodu jak z pocetni, tak i z teoretické ¢asti;

e dosazeni celkového souctu aspon 42 bodu.

Nutné podminky na hodnoceni velmi dobrte:
e dosazeni aspon 21 bodu jak z pocetni, tak i z teoretické ¢asti;

e dosazeni celkového souctu aspon 56 bodu.

Nutné podminky na hodnoceni vyborneé:
e dosazeni aspon 26 bodu jak z pocetni, tak i z teoretické ¢asti;

e dosazeni celkového souctu aspon 70 bodu.
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2. rocnik, zimni semestr — 1. termin dne 16. ledna 2023

Teoreticka ¢ast

Uloha A.
(a) Definujte prodlouzeni teseni a maximalni feseni diferencialni rovnice. [2 body]
(b) Zformulujte Peanovu vétu o existenci feseni jistého typu diferencidlni rovnice. [2 body]
(c) Vysvétlete, co rozumime pojmem fundamentalni systém. [2 body]
(d) Zformulujte vétu o existenci a jednoznac¢nosti feseni linedrni rovnice n-tého réadu. [2 body]
(e) Zformulujte integralni kritérium konvergence tad. [2 body]
Uloha B.

(a) Uvazujme néjaké teseni y tlohy ¢’ = g(y) s pocatecni podminkou y(zg) = yo.
Dokazte, ze pokud g(yo) < 0, pak je funkce y na svém definiénim oboru nerostouci. [3 body]

(b) Definujte mnoziny funkei C(a,b), C*(a,b) (k € N), C*(a,b) a dokazte, Ze se (s vhodnymi opera-
cemi) jednd o vektorové prostory. Muzete se opiit o fakt, ze mnozina vsech redlnych funkei na (a, b)
tvori vektorovy prostor. [6 bodu]

(c) Necht y je fesenf diferencidlni rovnice tvaru ' = g(y) na intervalu I C R. Dokazte, ze pak y.(x) :=

y(x — ¢) je rovnéz feseni. Nezapomente upfesnit interval, na kterém se jednd o feseni.  [5 bodu]
Uloha C.
(a) Napiste obecnou linedrni diferencidlni rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty. Dokazte, ze
kazdé jeji tesent je tiidy C™. [5 bodu]
(b) Rovnici ¥ = h(x)g(y) prevadime do tvaru %;) = h(x) a pak integrujeme. Vysvétlete, v jakém
smyslu ,integrujeme levou stranu podle y a pravou stranu podle x“, resp. proc¢ je tento postup v
poradku. [5 bodu]

Uloha D. Vyberte si jednu z nasledujicich dvou moznosti.

(a) Napiste obecnou homogenni linedrni diferencidlni rovnici n-tého Fadu s konstantnimi koeficienty.
Dokazte, ze mnozina vSech jejich maximélnich teseni tvoii vektorovy prostor dimenze n. [16 bodu]

Nebo:

(b) Zformulujte srovnavaci kritérium pro konvergenci urcitého integrélu a s jeho pomoci dokazte limitni
verzi tohoto kritéria (kterou také zformulujte). [10 bodu]

Pokud pouzivate néjaka pomocna tvrzeni, musi byt jasné patrné, ze znate jejich znéni.



