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Abstrakt: Prace poskytuje vysvétleni zakladnich konceptt z oblasti teorie mno-
zin se zamérenim predevsim na studenty strednich skol se zdjmem o matematiku.
Prace je ¢lenéna do celkem sSesti kapitol. Prvni kapitola poskytuje historicky kon-
text, kde je vysvétlen vyvoj pojmu ,nekonecno“ a divody pro vznik axiomatické
teorie mnozin. Druhd kapitola pripomina zakladni pojmy z vyrokové logiky a zjed-
nodusené predstavuje koncept predikatového poctu. Pozornost je hlavné vénovana
praci s kvantifikatory. Treti kapitola se zabyva axiomy Zermelovy-Fraenkolovy te-
orie mnozin a zakladnimi poznatky z nich vyplyvajicich. Kapitola ¢tvrta je samo-
statné vénovana zavedeni relaci a souvisejicim terminiim, predevsim pak zobraze-
nim a jejich vlastnostem. V paté kapitole je ukazan zpusob zavedeni prirozenych
&sel pomoci mnozin. Uvodem je strucné prezentovan zpisob zavedeni pomoci
Peanovych axiomi. Déle jsou rozsireny znalosti o relacich, je definovana relace
usporadani spole¢né s usporadanou mnozinou a jsou dokazany nékteré zakladni
vlastnosti prirozenych c¢isel pti popsaném zavedeni. Posledni kapitola se vénuje
problematice porovnavani nekonecnych mnozin. Je zde vysvétlena myslenka Hil-
bertova hotelu, porovnavani pomoci zobrazeni a predevsim je prezentovano uziti
Cantorovy diagonalni metody. V zavéru jsou zavedeny terminy spocetné a nespo-
¢etné mnoziny a je spolecné s dikazem zformulovana Cantorova véta. Vyklad je
doprovazen ukazkovymi priklady a téz grafickymi ilustracemi pro snadnéjsi po-
chopeni. Doplnujici informace a slozitéjsi koncepty v obsazenych tématech jsou
rozvedeny v prilohach prace.
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Kapitola 1
Historicky tvod k teorii mnozin

.....

o ,celku®“, . souboru“ nebo ,souhrnu“ obsahujicim jisté prvky. Na stfedni skole
jsme si s timto chapanim uvedeného pojmu nejspise vystacili, kdyz jsme se ucili
napt. o Vennovych diagramech. To ndm poskytovalo pomérné nazorny zptisob, jak
si predstavit mnoziny a vztahy mezi nimi. Vétsinou jsme se dotazovali napt. na
velikost mnoziny ¢i zda ji néjaky zvoleny prvek nélezi, ¢i nikoliv. Pojem ,nélezeni“
jsme stejné jako mnozinu téz nejspise nikterak formalné nedefinovali, presto ale
intuitivné tusime, co to znamena, kdyz se rekne, ze ,,prvek nalezi mnoziné®. Jak
byste ale formalné definovali mnozinu? Nebo co teprve ,,byti prvkem mnoziny“?

Zkusme jesté otazku jiného charakteru. Jak by ¢tenar odpoveédél na néasledujici
otazku: je vice vSech ¢isel v intervalu (0,1), nebo vsech pfirozenych ¢isel? A jak
by svou odpovéd zduvodnil? Odpoved stejné, nebot jich je nekonecné mnoho zni
velmi intuitivné, ale jak se pozdéji dozvime, odpoved na tuto otazku je daleko

vvvvvv

Divod, proc¢ se najednou misto mnozin zabyvame nekonecnem, je ten, ze se ve
skutecnosti jednd o hlavni pri¢inu vzniku teorie mnozin (nikoliv definice pojmu
~mnozina“, jak by se mohlo zdat). V nésledujicich sekcich se proto podivame na
to, jak se na pojem nekonec¢na nahlizelo v historii a jaké problémy zpiisoboval.

1.1 Potencialni versus aktualni nekonec¢no

Co je vlastné nekonecno? Ctenafi toto mize piipadat jako absurdni dotaz, ale
tento zdanlivé jasny pojem zptlisoboval ve své dobé potize.

Fakt, Ze prirozenych ¢isel je nekoneéné mnoho, byl znam jiz ve starovéku.
1,2,3,...

I Zaci na zédkladnich skolach jsou si této skutecénosti védomi a pravdépodobné se
nad tim nikdo z nich nepozastavi. Jak ale miizeme na tuto skutecnost pohlizet?
Existuji dva zakladni zptisoby.

Pokud zac¢neme postupné vypisovat vsSechna prirozenda c¢isla, jisté je nikdy
nevypiseme vsechna, protoze bez ohledu na to, jakou si zvolime mez, vzdy ji
nakonec presahneme. Takovémuto nekoneénému procesu pak rikdme potencidlni
nekonecno.



Druhou moznosti ale je, Zze se na mnozinu prirozenych ¢isel budeme divat
jiz jako na  hotovou“. To znamend, Ze se nebudeme zabyvat tim, jak vSechna
prirozend cisla vypiseme, ale budeme na tuto mnozinu nahlizet jiz jako na celek,
tedy nekonec¢no budeme chapat v uzaviené formé. V takovém pripadé mluvime
o tzv. aktudlnim nekonecnu.

Starym Rektim se vSak jak z divod matematickych, tak filozofickych, zdalo,
ze lidskému myslen{ je pristupné pouze nekonecéno potencilni. ([3], str. 104.) O
tom se lze presvedcit uz ze samotnych Fukleidovijch axiomi. K axiomatice ¢tenar
bude mit moznost blize nahlédnout v podsekci a pozdéji je ji téz vénovana
kapitola EUKLEIDES pravé z divodu nemyslitelnosti aktudlniho nekonecna
mluvil o primce jako o tsecce, kterou muze libovolné prodluzovat, netvrdil, ze je
,hekoneéna®“ nebo ,nekonecné dlouha®, jak rikame dnes.

1.1.1 Galileova ttvaha o velikosti

S problémem nekonecna se vSak pojily i dalsi problémy. Pti zrodu samotné
teorie mnozin v 70. letech 19. stoleti se totiz nabizela otazka, zdali md wvibec
smysl porovndvat nekonecné mnoziny. Nad tim se pozastavil uz jeden z génit 16.
a 17. stoleti GALILEO GALILEI (1564-1642). Ten si vypsal dvé posloupnosti ¢isel:

1,2,3,...,n,... a 1,4,9,...,n% ...,

tzn. prirozena Cisla a jejich druhé mocniny. AvSak pri pohledu na tyto dvé posloup-
nosti si Galileo uvédomil, ze kazdy prvek mnoziny prirozenych ¢isel lze ,,sparovat”
s jeho druhou mocninou (v dnesni terminologii bychom fekli, ze existuje bijekce;
na tu se blize podivame v sekci [4.3)).

i

To by vsak znamenalo, ze prirozenych ¢isel a jejich druhych mocnin je stejné
mnoho. Avsak jeden z Eukleidovych logickych axiomu k4, ze celek je vetsi cdst.
Proto se tehdy Galileovi zdal tento zavér jako naprosty nesmysl, a tak usoudil, ze
porovnavat nekonec¢né mnoziny podle velikosti zkratka neméa zadny smysl. Tvrdil

tak, ze aktualni nekonecno je sporné, a tedy nemuze existovat. ([3], str. 103-
105.)

U (R
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1.1.2 Grandiho rada

Dalsim typickym problémem tykajicim se nekonecna je tzv. Grandiho rada.
Ctenar se nejspise jiz s Tadami setkal na stfedni skole, specificky s fadou aritme-
tickou a geometrickou. Radou v matematice rozumime zapis

ay+ az +az + -+ ap,

kde pro vsechna prirozend i je a; ¢len néjaké (stejné) posloupnosti. U fad nas
celkem pochopitelné zajimal jejich soucet. To nebyl vétsinou problém, nebot jsme
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se prevazné zajimali o Tady konecné (a specialné pro aritmetickou a geometrickou
radu jsme méli i elegantni vzorce), ale uvdzime-li fady nekone¢né, mohou nastat
potize.

Co se viibec rozumi pod pojmem ,soucet nekonecné rady“? Jako priklad si

vezméme radu
L1 o1
2 4 8 16 ’

tedy scitdme ¢leny posloupnosti {1/2"}>° . Podivejme se, jak se situace bude
vyvijet, kdyz budeme ¢leny postupné pricitat:

1—05
2_7
1 1
— 4+ - =075
2+4 ’
1+1+1—0W5
2 4 8 7
L 1+1+]'—0%%
2 4 8 16 '

Témto soucttim se 1ika tzv. cdstecné soucty. Po souctu prvnich dvaceti ¢lent bude
vysledek nasledujici:

L + ! + ! + ! +---+ L 0,9999990463256836

2 4 8 16 220 '
Jak je vidét, casteéné soucty se postupné ,,blizi“ nejspise ¢islu 1. Davalo by tedy
smysl prohlésit ¢islo 1 za soucet této nekonecné rady, tj.

1+1+1+1—% =1
2 4 8 16 -

Timto zptsobem obecné vnimame soucet nekonecéné rady: hodnota, ke které
se blizi ¢astecné soucty. (Formélni definici souctu nekonecné rady si zde od-
pustime.)

Problému s nekoneénymi fadami si vsiml italsky matematik GILDO GRANDI
(1671-1742). Uvazme nasledujici rovnost:

0=040+0+---.

To nejspise nevypada nikterak zajimavé. Preci jen nekonec¢nym scéitanim nul cel-
kem prirozené nemohu dostat jiny vysledek nez opét nulu. Nulu si vSak miizeme
vyjadrit jako 1 — 1. Aplikaci na rovnost vyse dostaneme

O=(1—-1)+T=1)+1=1)+--. (1.1)

Podle asociativniho zakona pro s¢itani mizeme zménit uzavorkovani. Zménime
jej proto takto

O=14+(-14+1)+(-1+1)+(-1+1)+---



a nakonec z kazdé zavorky vytkneme znaménko ,—*
0o=1-1-H-(1-1H)—-(1-=1)—"---.

Tedy dostavame, ze

0O=1-D+1-1)+(1-1)+---

=1+(-1+D)+(-1+)+(-1+1)+---
=1-1-1)-1-1)—-(1-1)—"---
=1-0-0-0—---=1.

Aplikaci jednoduchych aritmetickych pravidel jsme dospéli k zavéru, ze 0 = 1.

To je samoziejmé nesmysl, ale kde je tedy chyba? (Zde poprosim ¢tenére, aby se
zkusil zamyslet.)

Grandiho radou nazyvame zapis
1-14+1—-1+1—-1+4---,

kterou jsme obdrzeli u rovnosti (|1.1)) (az na uzavorkovani). Neni tézké si vSimnout,
ze postupnym sc¢itanim jednotlivych ¢lent se budou ¢astecné soucty opakovat

1=1,
0=1-1,
1=1-1+1,

0O=1-1+1-1,

Zkusme k této tadé pristoupit jesté jednim zplsobem. Uvazujme, ze fada ma
soucet, ktery si oznac¢ime S. Pak

S=1-1+1—-1+---.

Opét vyuzitim asociativniho zakona a vytknutim znaménka ,,—* upravime radu
na pravé strané takto:

S=1-(1-141-1+4---).

Vyraz v zédvorce na pravé strané je opét nami vysSetfovana fada se souctem S,
tedy z toho vyplyva

S=1-S8
1
S_i'

Toto je vsak také zarazejici vysledek, nebot, jak jsme se sami presvédcili, ¢astecné
soucty pouze osciluji mezi 0 a 1.

Vsimnéme si, ze rovnosti uvedené vyse jsme obdrzeli pouhou aplikaci zaklad-
nich pocetnich pravidel; presto jsou vsak sporné. Tyto vysledky pozdéji vedly
k novym poznatkiim v aritmetice, a to sice faktu, ze asociativita a komutativita
definitivné plati pouze u konec¢nych soucti.
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1.1.3 Nekonec¢no v matematické analyze

Velka cast matematické analyzy je zalozena na ivahach s nekonecné malyms
velic¢inami; ¢asto se mluvu o jzv. infinitezimdlnim poctu. Ctenaf se s témito pojmy
jiz mozna setkal, ackoliv nemusi mit nutné predstavu o jejich presném vyznamu.
Asi nejznaméjsim prikladem je integralni pocet, specificky vypocet ,,obsahu plo-
chy pod krivkou®

T b

v

Obréazek 1.1: Priklad urcitého integrélu funkce f na uzavieném intervalu (a,b).

Obrézek[I.1]a obrazky jemu podobné se ¢asto uvadi ve spojitosti s tzv. urcitym
integralem. Zde bychom mohli psat

S:/abf(x) dz.

Pro upfesnéni pokud plati, ze funkce f je na intervalu (a,b) kladna, pak integral
[ f(x) dz je obsah plochy pod grafem funkce f na intervalu (a,b). V¥pocet ob-
sahu takové slozité vypadajici plochy, jako je ta na obrazku [I.1], se muze zdat bez
znalosti integralniho poc¢tu takika nemoznym tikolem. Pokusme se ale na danou
problematiku podivat pravé optikou infinitezimédlniho poctu. (Znaly ¢tenai snad
promine, Ze se zatim zdrzim formalismi a pouze jednoduSe nazna¢im myslenku.)

Pro zacatek zkusime plochu pouze aproximovat. K tomu vyuzijeme tvar, jehoz
obsah jsme schopni trivialné vypocitat — obdélnik. Pro zacatek zkusime plochu
aproximovat pomoci ¢ty obdélniku (viz obrazek .
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Sy = (29 — 1) min f(x)

11 <x<To

»
>

a = X I T2 T3 Ty = b x

Obréazek 1.2: Aproximace plochy pod grafem funkce f na intervalu (a,b) pomoci
4 obdélnikd.

Vsechny ¢tyti obdélniky jsme zvolili tak, aby mély stejnou sitku a jejich vyska
odpovidala minimalni hodnoté v daném dil¢im intervalu. Obecné obsah i-tého
obdélniku S; bychom zapsali jako

Si= (@i —@ir) - min f(2),
kde min,, , <y<q, f(2) je miniméln{ hodnotall| funkce f na intervalu (z;_,2;). Roz-
dil x; — x;—1 odpovida sifce obdélniku a jeho vysce hodnota min,, | <.<s. f(2).

vvvvvv

ze odhad by se zpfesnil (viz obrdzek [1.3)).

P

»
>

a:x()x1x2x3x4x5x6x7x8:b X

Obréazek 1.3: Aproximace plochy pod grafem funkce f na intervalu (a,b) pomoci
8 obdélniki.

! P¥edpokladame pro jednoduchost, ze f je spojitd, takZze nabyva svého minima na kazdém
z danych intervali.
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Volbou stéle ,, jemnéjsiho“ déleni intervalu (a,b) se nas odhad bude zpfesiovat.
Budeme-li mit tedy plochu aproximovanou n obdélniky, pakE|

S~ (ry—xp)- min f(z)+- -+ (x, —2p_1)- min f(x). (1.2)

ro<x<x Tp_1<c<xn

Pro rostouci n, tedy pocet dil¢ich intervalu (x;_i,z;), se bude rozdil z; — x;_4
blizit nule (obdélniky se budou ,zuzovat“). V koneéném disledku bude rozdil
x; — Ti1 ,nekonecnd maly“ a soucet uvedeny vySe u aproximace v obrazku

prejde v integral
b
S :/ f(z) dz

kde rozdil z; —x;_; presel v diferencidl dr a minimum min  f(x) pfeslo pfimo

Tn_1<x<xH
ve funkéni hodnotu f(z).

V matematice znac¢ime soucty pomoci feckého symbolu > (velké pismeno
sigma). Proto se ¢tenal muze Casto setkat v jinych textech se zapisem

S~ Zn: (x; —mi—1)- min_  f(z).
i=1

zi—1<z<z;

Prohodime-li ¢initele v soucinu, pak uz je o néco jednoduseji vidét prechod v in-
tegral, ktery jsme popsali vyse

—[(x) )
/_/—
E min  f(z)- (z; — xi_1) — / f(z) dz
xl 1<z<xl N——— a

—dx

Toto je velmi zjednodusené vysvétleni urcitého integralu, avsak hlavni myslen-
kou bylo pravé ono potencialné ,nekonecné déleni®, které bylo jednim z priklada
vyuziti nekoneéné malych veli¢in. (Zde konkrétné roli nekone¢né malé veliciny
zastavala sitka obdélniki, ktera se kvili ,,zjemnovani“ déleni postupné zmenso-
vala.)

Na podobnych tvahach jsou zalozeny rizné dalsi pojmy v matematické ana-
Iyze, jako napt. limita nebo i derivace. Je vSak nutno si uvédomit, Ze co je nam
znamo dnes, nebylo zcela zndmo matematikiim v 17. stoleti. V této dobé se
zacal integrdlni a diferencidlni pocet poradné rozvijet. Jejich tvirci matema-
tik GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716) a fyzik ISAAC NEWTON (1642
1726/27) zéklady své tehdejsi dvahy o infinitezimalnim poctu postavili pravé na
nekonecné malych veli¢inach. Problémem tehdy vsak bylo, Ze tento pojem nebyl
poradné definovan a pravidla pro pocitani s (aktudlné) nekoneéné malymi velici-
nami byla definovana pouze velmi vagné. I presto se vSak integralni a diferencidlni
pocet ukézal byt opravdu mocnym nastrojem (hlavné ve fyzice). Postupné se ale
zacaly nejasnosti v jejich samotnych zakladech vyhrocovat, coz nakonec vyustilo
v obdobi, které dnes nazyvame druhou krizi matematikyf’|

Problémy v matematické analyze se zacaly odstranovat az na poc¢atku 19. sto-
leti, kdy vyznamnou roli sehral ve dvacatych letech AucusTIN Louis CAUCHY
zavedenim limity. Jeji formalni definici vSsak podal pozdéji KARL WEIERSTRASS.
Ta pracovala opét s potencidlnim nekoneénem. ([3], str. 105-106.)

2Symbolem = znaéime ptibliznou rovnost (ve starsich textech lze najit i symbol =).
3Prvni krize matematiky nastala v dobach antického Recka a souvisela s objevem iracional-
nich Cisel.
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1.2 Pocatky teorie mnozin a soucasnost

V matematice se priblizné az do poloviny 19. stoleti uvazovalo pouze poten-
cidlni nekonecno. Myslenka pohlizet na mnoziny jako na nekonecné byla silné
odmitana, nebot na nekoneéno aktualni se v té dobé pohlizelo jako na kon-
cept nedostupny lidskému mysleni. Ackoliv v matematické analyze jiz existovaly
metody k odstranéni problémt s ,nekonecné malymi® veli¢inami, presto se v ma-
tematické literature nachéazely spousty postupt s nekonecnem, které casto vedly
k nespravnym vysledktim.

1.2.1 Bernard Bolzano

Problémt s nekone¢nem a s jeho vnimanim si vsiml i ¢esky matematik, filozof
a knéz BERNARD BoLzaNd|(1781-1848). Byl jednim z matematiki, ktef prosa-
zovali existenci aktualniho nekonecna, o cemz pozdéji pise i ve svém dile Paradozy
nekonecnd?| (v némeckém origindle Paradozien des Unendlichen). Bolzanovo dilo
vsak neni uplné dilem ryze matematickym, jako spise matematicko-filozofickym.
Kromé nekonecna je zde vénovana pozornost i fyzice a jejimu nahledu na svét.

Ve svém dile se Bolzano snazi (mimo jiné) ukézat, pro¢ je zapotrebi praco-
vat v matematice s aktualnim nekonecénem, a také se zaméruje na nékteré chyby,
kterych se myslitelé dopoustéji pti tivahach o nekone¢nu. Je nutné vsak dodat, ze
ackoliv svymi itvahami byl Bolzano blizko iivaham, s nimiz dnes v teorii mnozin
pracujeme, presto v nékterych zalezitostech dosel k jinym vysledkiim. Napt. do-
spél k zavéru, ze pokud je jedna mnozina obsazena v druhé (tzn. je jeji pod-
mnozinou), pak musi jedna mit mensi mohutnost nez druhé, nebo pokud existuje
,parovani* mezi prvky dvou mnozin (viz o Galileové tvaze), neznamena
to nutné, ze maji stejnou mohutnost (blize nahlédneme v kapitole @ To vsak
nic neméni na faktu, ze Paradoxy nekonecna jsou pozoruhodnym dilem, které
nam dava skvély vhled do védeckého mysleni v Bolzanové dobé. Pozornost si za-
slouzi parafraze myslenky, pomoci které se Bolzano pokusil existenci aktualniho
nekonecna zdivodnit.

Mnozina pravd o sobé

Predstavme si, ze mame néjaky libovolny pravdivy vyrok, ktery si oznac¢ime
A. O tomto vyroku muzeme urcité vyslovit vyrok: ,A je pravdivé”, ktery si ozna-
¢ime B. Jsou tyto vyroky stejné? Z cisté matematického pohledu jsou si tato
tvrzeni ekvivalentni co do jejich pravdivostni hodnoty, nebot i kdyby neplatilo A,
pak jisté neplati ani B. Avsak znénim stejna jiz tato tvrzeni nejsou. At uz si za
vyrok A dosadime jakékoliv tvrzeni, je tfeba si uvédomit, ze subjektem B je sa-
motny vyrok A (coz pro vyrok A samotny jiz neplati). Pokud zkonstruujeme dalsi
vyrok C' stejnym zpusobem, jeho znéni bude , Je pravdivé, ze je pravdivé A“, coz
je opét odlisny vyrok od B. Takto muzeme pokracovat libovolné dlouho. Mnozina

4Ackoliv byl B. Bolzano Cech, publikoval své prace v néméiné a latiné.

5Dilo vyslo aZ 3 roky po Bolzanové smrti, tj. v roce 1851, kdy se jeho publikace ujal Bol-
zantv zak FRANTISEK PRIHONSKY. Ceského prekladu se vsak dilo dockalo az roku 1963 od
OTAKARA ZICHA (viz seznam pouzité literatury).
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téchto vyrokl by svou velikosti jisté musela prevysovat jakékoliv prirozené cislo,
tedy je nekonecné velikosti.

Bolzano zde vsak uznava, ze tento myslenkovy konstrukt je svou povahou stale
zalezitosti nekonecna potencialniho. Reagoval tak na namitky tehdejsi matema-
tické spolecnosti, Ze je nesmysl se bavit o nekonec¢nych mnozinach, nebot takova
mnozina nemuze byt nikdy sjednocena v celek a byt cela obsahnuta na-
$im myslenim. Zkusme se na chvilku vratit ke kone¢nym mnozindm. Uvazime-li
mnozinu vSech obyvatel Prahy, malokdo z nas nejspise zna kazdého z nich. Presto
vsak hovorime o kazdém z nich, kdyz fekneme napt. ,vsichni obyvatelé Prahy*.
Tedy ani tato (koneéna) mnozina nemuze byt celd obsdhnuta nasim myslenim.
Tuto myslenku se Bolzano snazil aplikovat i na mnoziny nekonecné. Uvazime-
li mnozinu prirozenych cisel, také jisté nezname vSechna prirozena cisla, ale
i presto nam nedéla problém hovorit o nich jako o celku.

Teologicky zdivodnoval Bolzano existenci aktudlniho nekonecéna ve své knize
tak, ze je-li Buh povazovan za vSevédouciho, tedy zna vsechny pravdy, pak jisté
vidi i ty, které jsme zkonstruovali v prvnim odstavci. Mnozina pravd o sobé je
tak podle Bolzana nekoneéna, nebot Biih je vSechny zna.[4]

1.2.2 Georg Cantor

Bolzano byl vskutku velmi blizko k odhaleni a pochopeni vlastnosti neko-
necnych mnozin, avsak v jeho praci bylo vidét, Ze stale nebyl schopen se plné
dostat za hranici myslenky, ze ,celek je vétsi nez cast™. To se podarilo az némec-
kému matematikovi GEORGU CANTOROVI (1845-1918), ktery ucinil pfi tvahach
s nekonecnymi mnozinami velky myslenkovy posun. Cantor je dodnes povazovan
a zaslouzené uznavan za zakladatele teorie mnozin, ktera vyrazné ovlivnila sou-
dobou matematiku. Svou praci navazal na Bolzanovy Paradoxy nekonecna, nebot
téz zastaval nazor existence aktualniho nekonecna. Konkrétné se dostal k otazce,
zdali je mohutnéjsi mnozina prirozenych ¢isel nebo redlnych. Cantor dosel k pre-
kvapivému zavéru, a to sice, ze mnozina realnych cisel je mohutnéjsi nez
mnozina prirozenych ¢isel. Tyto vysledky Cantora dovedly postupné k definici
pojmu mohutnosti mnoziny a také vybudovani teorie tzv. kardindlnich a ordinal-
nich cisel.

Cantor tehdy povazoval za mnozinu libovolny souhrn objektti, kde o kazdém
prvku Ize (v principu) rozhodnout, zdali dané mnoziné nélezi, ¢i nikoliv. Tedy pii
vystavbé své teorie vnimal Cantor pojem mnoziny velmi intuitivné. Dnes tuto
teorii oznacujeme jako naivni teorii mnozin. Dtivod tohoto nazvu je v objevenych
paradoxech.

Cantorova teorie byla ve své dobé mnohymi neuznavana a velmi znevazovana,
coz mu velmi ztizilo publikac¢ni ¢innost. Prace byla hodné kritizovana za to, jak
Cantor zachazi s aktualné nekonecnymi mnozinami. Problém s Cantorovou teorii
vsak nastal tehdy, kdyz se zjistilo, jak silné dopady m&a ono intuitivni chapéani
pojmu mnozina.
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Russelltiv paradox

V roce 1902 pfemyslel BERTRAND RUSSELL (1872-1970) o samotném Can-
torové zavedeni pojmu mnozina. Cantor povazoval za mnozinu jakykoliv souhrn
objektt, kde o kazdém prvku je mozné (alespon v principu) rozhodnout, zdali
je, ¢i neni jejim prvkem. S timto chapanim mnoziny jsme vétsinou pracovali na
stfedni skole, nebof nam nejspise znélo pomérné rozumné, ale Russell si v tomto
pojeti mnoziny vSiml problému.

Uvazujme, 7Ze je ddna mnozina S, ktera obsahuje vSechny mnoziny takové, ze
nejsou samy sobé prvkem.

Jak si takovou mnozinu vibec predstavit? Co to znamena, ze je mnozina sama
sobé prvkem? Zkusme se nejdiive podivat na nékolik priklad.

o Uvazujme mnozinu vsech obyvatel Prahy. Je takovd mnozina sama obyva-
telem Prahy? Jisté neni, takovd mnozina tedy neni prvkem sebe sama.

o M¢jme mnozinu vsech moznych idei. Je takovd mnozina sama ideou? Ano,
je. Takova mnozina tedy naopak je sama sobé prvkem.

« Je mnozina vsech statu sama sobé prvkem? (Tj. je sama statem?) Ne, neni.

o Mnozina vSech objekti popsatelnych méné nez deseti slovy je sama sobé
prvkem. (Popsali jsme ji pomoci osmi slov.)

Takové mnoziny jsou tedy skutecné predstavitelné a ma smysl se jimi zabyvat.
Russell tedy uvazil pravé takovou mnozinu, kterd obsahuje mnoziny, jez samy
sebe neobsahuji.

Symbolicky bychom mnozinu S zapsali
S={X|X¢X}.

Mnozina S je dobfe definovand v Cantorové pojeti (jedna se o souhrn objekti).
Pokud bychom si vzali napt. mnoziny

A={XY,Z A} a B={XYW},

kde X,Y,Z,W jsou libovolné zvolené prvky, pak podle definice S plati, ze A ¢ S
a B € S. Podle takto definované mnoziny S, je tato mnozina sama sobé prvkem?

Postupujme podle dané logiky. Pokud mnozina S neobsahuje sebe sama, pak
by ale podle své definice sama sebe obsahovat méla. A naopak pokud mnozina
sama sebe obsahuje, pak je to spor s jeji definici a sama sebe by obsahovat neméla.
Tim jsme vsSak v obou pripadech dosli ke sporu, nebot z tohoto plyne zavér,
ze mnozina S je sama sobé prvkem pravé tehdy, kdyz neni sama sobé prvkem.
Symbolicky (viz sekce o logice

SeS&Sé¢8.

Tento paradox se uvadi v mnoha analogiich. Asi nejtypictéjsi a nejcastéji uva-
dény je tzv. paradox holice.
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,Holic holi vsechny lidi, kteri se neholi sami. Podle uvedeného pravidla, holi
holi¢ sam sebe?“

I zde bychom dosli ke sporu stejnym zptisobem. Pokud by se holi¢ holil, pak by
se podle pravidla holit nemél, a pokud by se neholil, pak by se naopak holit mél.
Zkuste si sami rozmyslet souvislost s origindlnim znénim Russellova paradoxu.

V teorii mnozin se postupné zacalo objevovat vice paradoxﬁﬁ a nesrovnalosti.
Prekvapivé nékteré z nich byly objeveny jiz pred samotnym Russellovym parado-

vvvvv

e Burali-Fortitiv paradoz - objeven roku 1897 CESAREM BURALI-FORTIM
(1861-1931),

o Cantoriv paradoz - objeven roku 1899.

Cantorova tehdejsi naivni teorie mnozin zacala byt nakonec ke konci 19. stoleti
uznavana. Zacalo se ukazovat, ze teorie mnozin je skuteéné mocnym nastrojem
k vybudovani samotnych zakladi matematiky. Chvili se zdalo, ze matematici
maji dostupny skutecné pevny zaklad pro vystavbu dalsich teorii. Avsak postupné
objevovani paradoxt v teorii mnozin je vyvedlo z jejich omylu a bylo jasné, ze pro
spolehlivé vybudovani zakladia bude tfeba daleko vice prace. Toto obdobi proto
nazyvame 3. krizi matematiky.

Jak se ukézalo, dosavadni zptisob budovani matematiky byl neudrzitelny, a tak
se matematici snazili prijit s feSenim. Ta se vSak svou povahou velmi lisila podle
matematického a filozofického uvazovani kazdého z nich. Hrubé bychom mohli
tehdy rozlisit dva hlavni myslenkové proudy: intuicionismus a formalismus.

Intuicionismus byl svym pristupem velmi omezeny, nebot v jeho duchu bylo
mozné pracovat pouze s omezenou ¢asti matematiky, ktera byla , pripustna®. Ak-
tudlni nekonecéno s existenénimi dﬁkazym jsou odmitany. Uznavany jsou pouze ob-
jekty, které lze piimo zkonstruovat (tzv. konstruktivni dikazy). Proto byl tehdy
napt. kritizovan Cantortiv diikaz existence tzv. transcendentnich cv{seﬁ. Zajima-
vosti a kontroverzi jeho dikazu byl fakt, ze pri ném neuvedl priklad ani jednoho
nich.

Formalismus naopak déle pracoval s aktudlnimi znalostmi. Matematici se sna-
zili vybudovat matematiku na mnozinach tak, jak zamyslel Cantor, avsak jednim
z cili byla eliminace dosavadné znamych paradoxt. Objevuji se dva rozdilné pri-
stupy, pricemz prvnim z nich byla tzv. teorie typﬁﬂ a druhym aziomatickd viy-
stavba.

8Té7 antinomie, tj. sporné tvrzeni vyvozené z korektné vyvozenych zavért.

" Existencni dikazy jsou takové dikazy, které prokdzi existenci néjakého objektu, ale neni
mozno z nich obdrzet zaddny priklad daného objektu.

8Tak nazyvame &isla, kterd nejsou kofeny zadné algebraické rovnice s raciondlnimi koeficienty
(napr. Ludolfovo ¢islo m nebo Eulerovo éislo e).

90 té se zminuje Russell v knize Principia Mathematica, na které se s nim podilel anglicky
matematik ALFRED NORTH WHITEHEAD. Kniha vysla v letech 1910-1913.
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1.2.3 Axiomaticka vystavba

Protoze axiomaticka vystavba pro nas jako koncept bude dale podstatnym
stavebnim kamenem, zaméfime se pravé na ni. Axiomatickd vystavba je dnes
asi nejrozsirenéjsim zpltisobem budovani rtiznych teorii. Af uz budujeme jakou-
koliv teorii, v principu neni mozné definovat vSechny pojmy a dokazat vSechna
mozna tvrzeni. Diive nebo pozdéji bychom dosli k zavéru, ze abychom mohli dojit
k riznym tvrzenim, je tfeba zavést néjaké ,primitivni pojmy“, na nichz budeme
stavet dalsi definice, a tzv. aziomy neboli tvrzeni, ktera implicitné povazujeme za
pravdiva a nedokazujeme jejich platnost. Ve skutecnosti vsak axiomatika nebyla
nikterak novou zalezitosti; byla zndma jiz od starovéku.

Jednim z nejstarsich dél jsou v tomto ohledu Eukleidovy Zdklady. Eukleidés
se pokusil tehdejsi rovinnou geometrii (dnes nazyvanou eukleidovskou geometrii)
vybudovat na celkem péti zdkladnich postuldtech. Ctenaf si nejspiSe viml, ze
jsme pouzili termin postulat (téz ,predpoklad® ¢i ,,prvotny ukol*), nikoliv axiom,
avsak neni mezi nimi vyznamny rozdil. Vétsinou se tyto terminy uvadi vzhledem
k historickému kontextu. Uvedme si zde pro predstavu nékolik Eukleidovych za-
kladnich pojmu (citovano z ¢eského prekladu Zéklada z roku 1907 od Frantiska
Servita [9]):

e Bod jest, co nema dilu.

o Cdra pak délka bez §irky.

e Plocha jest, co jen délku a sirku md.
e Hranicemi plochy jsou cary.

o Tupy jest uhel pravého veétsi.
Eukleidovy postulaty:

E1l) Budiz ikolem od kteréhokoliv bodu ke kterémukoliv bodu vésti primku.

E2) A primku omezenou nepretrzité rovné prodlouZiti.

E4

(E1)
(E2)
(E3) A z jakéhokoli stredu a jakymkoli polomeérem narysovati kruh.
(E4) A Ze vSecky pravé tihly sobé rovny jsou.

(E5)

E5) A kdyz primka protinajic dvé primky tvori na téZe strané (prilehlé) ihly
mensi dvou pravych, ty dve primky prodlouZeny jsouce do nekonecna Ze se
sbihaji na té strané, kde jsou uhly mensich dvou pravich.

Toto je prvni historicky znamé dilo, kde byla teorie takto deduktivné budovana.
Dnesnim axiomatickym systémiim je vSak celkem pochopitelné vzdalena, nebot
tehdy byly zakladni pojmy a postulaty psany béznou fec¢i a odvozovani tvrzeni
na jejich zakladé probihalo intuitivné. Dnesni axiomatika je v téchto smérech
formélnéjsi, protoze se vyuziva formalniho jazyka a téz jsou dana presnd odvo-
zovaci pravidla. Co vSak matematiky tehdy zajimalo na axiomaticky budovanych
systémech, byla jejich:
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o nezdvislost (tzn. zdali zadny z axiomu nelze odvodit ze zbylych axiomi);

o dplnost (tzn. zdali je ddna takova soustava axiomu, abychom kazdy vyrok
mohli dokazat, nebo vyvratit (tj. dokdzat jeho negaci));

o bezespornost (tzn. zdali neni mozné z danych axiomu odvodit vyrok a sou-
¢asné jeho negaci).

Ctenafe mozna napadne, Ze pokud jde o nezavislost, jedna se v podstaté jen
o ,vadu na krase“, nebot pokud néjaky axiom lze v teorii odvodit z ostatnich,
pak jej staci odstranit. Neni-li systém uplny, je to jiz pomérné nepiijemné, nebot
by to znamenalo, Ze v teorii existuji tvrzeni, kterda nelze dokéazat ani vyvratit.
Nejhorsi je vSsak pochopitelné, pokud je teorie sporna.

1.2.4 Teorie mnozin v souc¢asnosti

Prvni dspésnou teorii mnozin axiomaticky vybudoval v letech 1904-1908 né-
mecky matematik ERNST ZERMELO (1871-1953), které se budeme v tomto textu
dale vénovat. Zakladni Zermelovou myslenkou pri budovani jeho teorie bylo, Ze ne
kazdy souhrn objekti je mozné povazovat za mnozinu (bliZe si jednotlivé axiomy
vysvétlime v kapitole [3)). Pojmy mnoZina a byti prvkem jsou zde povazovany
za primitivni (nedefinované) pojmy, s nimiz se déle pracuje. Zermelovu teorii
pozdéji upravil izraelsky matematik ADOLF ABRAHAM FRAENKEL (1891-1965),
¢imz vznikla tzv. Zermelova-Fraenkelova teorie mnozZin. Dodnes se jedna o nej-
rozsitenéjsi variantu.

Pozdéji byla vytvorena i tzv. Gadelova-Bernaysova teorie mnozin, jiz dal za-
klad Svycarsky matematik ISSAK PAUL BERNAYS (1888-1977) v letech 1937-1954
a rakousky matematik KURT FRIEDRICH GODEL (1906-1978) v reakci na ome-
zeni, kterd se objevovala v Zermelové-Fraenkelové teorii mnozin.

Bohuzel se nikdy nikomu nepodarilo zjistit, Ze jsou budované axiomatické te-
orie bezesporné a tplné (coz se pro srovnani podarilo napt. u varianty zminéné
eukleidovské geometrie). Jak ukazal Kurt Godel (viz tzv. Gddelovy véty o neipl-
nosti), tak ve skutec¢nosti takovou teorii neni ani mozné sestrojit, nebot v libo-
volném , dostatecné bohatém* axiomatickém systému teorie mnozin budou vzdy
existovat tvrzeni, kterd nelze dokézat a ani nelze dokazat jejich negaci, coz tehdy
odhalilo vyrazné a neodstranitelné omezeni metod.

18



Kapitola 2
Logika

V této kapitole zavedeme néktera zakladni znaceni a pojmy v oblasti logiky. Je
dosti mozné, ze nékteré zalezitosti jiz ¢tenar dobte zna nebo o nich slysel. I presto
vsak povazuji zminku o nich za nezbytnou, nebot na téchto pojmech budeme
dale stavet. Posléze se dostaneme k kvantifikdtortim, které budeme déle vyuzivat,

vvvvvv

vysvétlime predikatovy pocet.

2.1 Vyrokova logika

Tato ast je ¢tenaii pravdépodobné jiz z¢dsti zndma ze stfedni skoly. Radu
vét (matematickych i nematematickych) lze matematicky chapat jako wvyrok, t;.
tvrzeni, o kterém lze jednoznacné prohlasit, zdali je, ¢i neni pravdivé. Vyroktim
pritazujeme tzv. pravdivostni hodnotu, ktera je bud 1 pro pravdivy vyrok, nebo 0
pro nepravdivy vyrok.

Za vyroky lze povazovat napr. tvrzeni:

o Prsif,

e . Prsi a sviti slunce.”,

e . Nebude-li prset, nezmoknem.,

e Kdyz bude prset, zmokneme."

a mnohé jiné (u kazdého z nich jsme schopni jednoznacéné urcit jeho pravdivostni
hodnotu). K formalnimu zapisu tvrzeni v matematice vyzivame tzv. logické spojky
a kvantifikatory.

2.1.1 Logické spojky

Mezi logické spojky fadime negaci —, konjunkci A, disjunkci V, implikaci =
a ekvivalenci <. Pripomenme si strucné jejich vyznamy.

Umluva 2.1.1 (Abeceda pro vyrokové proménné). Pro oznaceni vyroki nebo
téz vijrokovych proménngch (tj. proménnych, které mohou nabyvat pravdivostnich
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hodnot 0, nebo 1) budeme pouzivat velké pismena latinské abecedy A,B,....Y,Z,
pripadné opatfend indexy.

Uvazujme libovolné vyroky A a B.

e Negace =A ma opacnou pravdivostni hodnotu nez A.

o Konjunkce A A B je pravdiva pravé tehdy, kdyz je pravdivy vyrok A a
soucasneé je pravdivy vyrok B. Tedy méa-li A nebo B pravdivostni hodnotu
0, pak i A A B mé pravdivostni hodnotu 0. Cteme ,A a (zdroven) B “

o Disjunkce AV B je pravdiva, pokud alespon jeden z vyrokia A a B je prav-
divy. Vyrok AV B je tedy nepravdivy pouze pokud jsou soucasné nepravdivé
vyroky A i B. Cteme , A nebo B*

o U implikace se casto mluvi o vyroku A jako o predpokladu a o B jako
o zaveru. Vyrok A = B pak tiké, ze pokud plati vyrok A, pak nutné plati
i vyrok B. Cteme ,jestlize A, pak B*, ,z A vyplyjvd B“ ¢i ,A implikuje B “.
Zde se hodi upozornit na to, ze mezi predpokladem a zavérem nemusi byt
nutné souvislost.

o FEkvivalence A < B je pravdiva, pokud jsou vyroky A a B soucasné prav-
divé nebo soucasné nepravdivé. Cteme ,A prdvé tehdy, kdyZ B*.

Vyroky uvedené vyse obsahujici dané logické spojky lze prehledné zapsat do ta-
bulky pravdivostnich hodnot (viz tabulka [2.1]).

A B|-A ANB AVB A=B A&B
1 1] 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0] 1 0 0 1 1

Tabulka 2.1: Tabulka pravdivostnich hodnot pro zakladni logické spojky

Vratme se nyni jesté k implikaci. Ve skutecnosti tato logickd spojka je prav-
obezretnosti je ¢asto (a to i v bézné mluvé) zameénovana za ekvivalenci. Uvazme
tvrzeni ,Jestlize nebudes jist, nedostanes zmrzlinu.“. Synacek by v takovou chvili
ocekaval, ze kdyz naopak obéd sni, tak zmrzlinu dostane, avsak ze striktné mate-
matického hlediska mu ji tatinek i tak dat nemusi a presto by nelhal. Je dilezité si
uvédomit, ze v pripadé nesplnéni predpokladu nam implikace o zavéru nic nerika.

2.1.2 Vyrokové formule

Pokud se ohlédneme za vyroky, které jsme zatim uvazovali, vzdy se jednalo
o viroky sloZené. Vezmeme-li napi. vyrok ,,Cislo 2 je sudé, nebo liché*, tak jej
Ize rozdélit na dva , jednodussi® vyroky, tj. ,Cislo 2 je sudé* a ,,Cislo 2 je liché,
pricemz dané vyroky jsou spojeny disjunkci V. Tyto vyroky vSak jiz zadné logické
spojky neobsahuje a tedy je nelze dale ,rozlozit".
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Umluva 2.1.2 (Abeceda pro vyrokové formule). Pro oznaceni vyrokovych for-
muli budeme pouzivat mald pismena Tecké abecedy, tj. o, 3,7, ..., pfipadné opat-
rend indexy.

Pro vyroky zavadime nésledujici terminologii.

o Viyrokovou formuli nebo téz logickou formuli nazveme vyrok obsahujici li-
bovolny pocet vyrokovych proménnych a logickych spojek.

o Specialné, pokud vyrok neobsahuje zadnou logickou spojku, nazyvame jej

nazyvame atomickym, resp. atomickou formuli.

Tento popis vsak nelze povazovat za definici, nebof je zde pochopitelné rada
nepresnosti. Napr. A— nebo AB = AC urcité nejsou korektni vyrokové formule.

v/

Podrobnéjsi informace k tomuto se ¢tendr muze docist v priloze [B]

Poznamka 2.1.3. Obcas budeme v této sekci zkracené psat pouze formule. Poz-
déji se zminime i o tzv. predikdtovych formulich, nicméné z kontextu vzdy bude
ziejmé, v jakém smyslu dany termin pouzivame.

Umluva 2.1.4 (,Rovnost® vyrokovych formuli). Uvazujme, ze mame libovolné
vyrokové formule ¢ a 1. Pokud ¢ a 1) jsou stejné vyrokové formule, pak budeme

psat o ~ 1.

Rekneme-li, ze vyrokové formule ,, jsou stejné“, pak se formule shoduji ve svém
zapisu. Mame-li napt. vyrokové formule

p1~ (A) A (BVC);
o2~ (A AB)V (A AC)  a
s~ (A AB) v ((=4) A C),

pak milzeme psat, Ze po ~ (3, ale nikoliv ¢ ~ o, byt 1 a o maji shodnou
tabulku pravdivostnich hodnot.

AN B
AN B

Nyni se nabizi otdzka ohledné poradi logickych operaci. Mohli bychom si po-
moci pouzivanim zavorek, existuje vsak o néco prijemné;jsi pristup. Pro zjednodu-
seni zapisu dalsich vyrokovych formuli se proto budeme drzet nasledujici tmluvy
2.1.0l

Umluva 2.1.5 (Pofadi logickych operaci). Budeme dodrzovat nasledujici poradi
logickych operaci:

(1) Negace — méa prednost pred vSemi ostatnimi logickymi spojkami.

(2) Konjunkce a disjunkce A,V jsou rovnocenné a maji prednost pred implikaci
a ekvivalenci = | <, které jsou sobé rovnocenné.

Priklad 2.1.6. Zjednoduseni nékterych formuli pii aplikaci zavedeného potadi
logickych operaci v timluveé [2.1.5]

(i) (RA) A (=B) ~ —AA-B,
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(
(i) (AJ\B)v(ﬂcj>:>(ﬂA)A(ﬂc)
~ (A/\B)\/ﬂCéﬂA/\—\C.

Nyni si pripomenme asi nejznamé;jsi postup pro vyhodnocovani logickych for-
muli, a to sice tabulkovou metodu. Jeji myslenkou bylo rozdélit danou vyrokovou
formuli postupné na dil¢i formule a takto postupovat i u danych dil¢ich formuli.
Timto zptsobem nakonec dojdeme k samotnym atomickym formulim, kde zkou-
mame vsechny mozné kombinace jejich pravdivostnich hodnot (resp. kombinace
pravdivostnich hodnot jejich vyrokovych proménnych).

Pred ukéazkou na prikladech si jesté zavedeme jedno znaceni, které budeme
potfebovat.

Definice 2.1.7 (Logicka ekvivalence vyrokovych formuli). Mé&jme vyrokové for-
mule ¢ a 1. Rekneme, Ze ¢ a 1 jsou logicky ekvivalentni, coZ zapisujeme jako
v = 1, pokud je formule ¢ < 1 pro vSsechny pravdivostni hodnoty vyrokovych
proménnych obsazenych ve ¢ a v pravdiva.

Pokud tedy budeme mit napi. formule

o ~=(AANB),
Y ~=AV B,

pak mizeme psat ¢ = 1, nebot jak se lze presvéddit, formule =(AAB) < =AV—-B
je vzdy pravdiva.

Jaky je rozdil mezi = a <7 Forméalné vzato bychom mohli mezi formule jed-
noduse vkladat ekvivalenci, avSsak pak by se nam tato logicka spojka mohla plést
s ekvivalencemi, které jsou soucasti ¢ a 1.

Priklad 2.1.8. Méjme formuli
p~AN-B& AV B.

Pro jaké pravdivostni hodnoty vyrokia A a B je formule ¢ pravdiva?

Reseni. Postupujme zptisobem popsanym vyse, tj. rozdélme nejdiive danou for-
muli na diléi formule. V tomto ptipadé diléimi formulemi ¢ jsou

pr~AN-B a ps~AVDB,
které jsou spojeny ekvivalenci <, tj.
P~ P P2,

Formule ¢, obsahuje atomicky vyrok A a formuli =B spojené konjunkci A.
Oznacéme tedy jesté
@3~ B

3 jiz obsahuje pouze atomicky vyrok B v negaci —.
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Podivejme se nyni na dil¢i formuli ¢,. Ta obsahuje atomické vyroky A a B
spojené disjunkci V. Zapisme nyni vSe zminéné po radé do tabulky pravdivostnich
hodnot (viz tabulka [2.2)).

A Blyos~—-B op1~AAN-B ¢3.~AVB ¢~AAN-B& AVB
1 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Tabulka 2.2: Tabulka pravdivostnich hodnot pro ¢y, @9, @3 a ¢

Z tabulky [2.2] muzeme jiz vidét, ze formule ¢ je pravdiva pro A=1a B=0
nebo pro A=0a B =0. [

Tento stredoskolsky postup je zcela jisté vzdy funkéni. AvSak ne vzdy je
moudré jej ihned aplikovat. Zkusme se podivat jesté na jeden ptiklad vyrokové
formule.

Priklad 2.1.9. Méjme logickou formuli
Y~ (AA=A= B)V((Ae B)A(CV-C)).
Pro jaké pravdivostni hodnoty vyroku A,B,C je formule v pravdiva?

Reseni. 'V tuto chvili bychom aplikaci metody pouziti v piikladu museli
vySetfit pravdivostni hodnotu formule 1 pro celkem 23 = 8 rtiznych kombinaci
pravdivostnich hodnot A,B,C'. Jisté bychom takto téz dosli k Teseni, nicméné
praci si miuzeme znacné ulehéit. (Prosim ¢tenére, aby se zde pozornéji zaméril na
formuli ¢ v zadéani.)

Ve skutecnosti jsou nékteré diléi formule zjednodusitelné. Zamérme se pro
zacatek na formuli

AN-A.

Mize tato formule byt nékdy pravdiva? Jisté, Ze nemtze. Libovolny vyrok bud
plati, a nebo plati jeho negace, coz nikdy nemitze nastat soucasné. Takova
formule mé pak vzdy pravdivostni hodnotu 0 bez ohledu na pravdivostni hodnotu
A. Tedy

AN-A=0.

7 vyse uvedeného také ovsem plyne, ze formule
Ccv-C=1,

nebot opét plati bud C, nebo jeho negace —C'.
Vysettovanou formuli ¢ tedy mtzeme zjednodusit
=0 =1
—_—— —_———
v~ ((An=A)= B)V ((Ae B)A(CV-0)) =
=(0=B)V ((A& B)A1).
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Tento krok nam vsak umoznuje provést dalsi ipravy. Podivejme se blize na formuli
(A< B) AL

Vysledek této konjunkce vzdy bude zaviset na pouze na pravdivostni hodnoté
A < B, tzn. konjunkce je zde nadbyteénd a muzeme psat

(A B)AN1=A< B.
Ceho si lze déle viimnout je, Ze vyrok
0=2B

je také vzdy pravdivy (viz tabulka . Celkoveé se tedy vyrokova formule
zjednodusi takto

v~ (0= B)V((Ae B)Al)

=1V (A< B).

Disjunkce je vSak pravdiva prave tehdy, kdyz je alespon jeden z vyroku pravdivy,
coz zde plati. Z tohoto dostavame vysledek, Ze

=1

Tedy bez ohledu na to, jaké pravdivostni hodnoty budou mit vyroky A,B,C, bude
formule ¢ vzdy pravdiva. Pokud bychom preci jen ptistoupili na pouziti tabulkové
metody, které jsme se zpocatku vyhnuli, mizeme se skutecné presvédcit, ze nas

zaver je spravny (viz tabulky a2.4). O
A B C|-A -C AN-A CV-C A< B (AN-A)=B
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 1 0 1
1 0 0] 0 1 0 1 0 1
0 1 1 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 O 1 1 0 1 1 1

Tabulka 2.3: Tabulka pravdivostnich hodnot podformuli formule 1) (1. ¢ést).

Tento typ formuli je pomérné vyznamny, a proto pro né zavadime specialni

pojmenovani v definici [2.1.10}

Definice 2.1.10 (Tautologie). Vyrokovou formuli ¢ nazveme tautologii, pokud
¢ = 1. To znamena, ze formule ¢ je pravdiva pro vSechny pravdivostni hodnoty
vyrokovych proménnych.

Nékteré tautologie jsme vyuzili jiz pri feseni prikladu Uvedme si zde
jesté nekolik dalsich vyznamnych prikladi.

24



A B Cl[(AeB)A(CV-C) ¥
1 1 1 1 1
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1

Tabulka 2.4: Tabulka pravdivostnich hodnot podformuli formule 1) (2. ¢ést).

Véta 2.1.11 (Vyznamné tautologie). Ndsledujici vijrokové formule jsou tautolo-
gie:

(i) =(A & —A)
(ii) AV -A
(iii) A< A
(iv) ~—~A <= A
(1) ~(AAB) &
(vi) ~(AV B) < —=AA-B
(vii) (AA
(viii) ((
(ir) (A= —A) = —A

AV -B

A:>B):>B)
(A= B)A-B) = =4
(

(x) (A= B) &
(zi) (A< B) < (A= B)A
(zii) (A= B) < BV -A
(ziii) (A= B)\ (B =C) =
(ziv) AN(BVC) <
(zv) AV (BANC) <

(-B = —A)

(ANB)V
(AV B)A

(B=A)

(A= C)
(ANC)
(AV C)

< zdkon vylouceného tretiho
< zakon identity

< zdakon Dvoji negace

< De Morganovo pravidlo

< De Morganovo pravidlo

< pravidlo Modus ponen

< pravidlo Modus tallen

< reductio ad absurdurrﬁ

Ctenaf si pravdivosti téchto vyrokit mize ovéfit prostym sestavenim tabulek
pravdivostnich hodnot danych logickych formuli. Tautologie m - )| se
hodné vyuzivaji pti dokazovéani tvrzeni (viz ptiloha [Al).

LCesky pravidlo vynéti
2Cesky popirani disledku
3Cesky dikaz sporem

25



2.2 Kvantifikatory a predikatovy pocet

Logické spojky nam jisté poskytuji néstroj pro vyjadreni celé rady rtznych
vyroku. Vyjadfit napf. vyrok ,,Anicka mé zelené vlasy (Z) a modré o¢i (M) tak
pro nas neni problém. Symbolicky bychom mohli napsat napr.

Z(Anicka) A M (Anicka).

Co kdybychom toto chtéli prohlasit misto o jednom ¢lovéku napt. o vSech obyva-
telich Prahy? Uzitim ¢isté logickych spojek, jak jsme provadéli doposud, bychom
museli napsat konjunkei vice nez 2 milionti vyroki, napft.

(Z(Anitka) A M(Anicka)) A (Z(Eva) A M(Eva)) A --- A (Z(Jifl) A M(Jif)).

To je sice spravné, ale pomérné tézkopadné vyjadreni tak jednoduchého vyroku.
Jisté bychom nefrekli ,Anicka ma zelené vlasy a modré oc¢i a zaroven Eva ma
zelené vlasy a modré odi a zarover . . . “. Ctenaf nejspise tusi, Ze existuje jednodussi
zpusob vyjadreni takového vyroku, resp. vyrokové formule. K tomu v logice slouzi
prave takzvané kvantifikdatory.

V praxi bychom zkratka rekli: ,VSichni obyvatelé Prahy maji zelené vlasy
a modré oci (takové prohlaseni je jisté vyrok). Timto zpusobem formulujeme
podobné vyroky i v logice. Zkratka prohlasime, ze pro kazdého obyvatele Prahy
x plati

M(z) N Z(z).
K formalnimu zapisu podobnych tvrzeni vyuzivame tzv. univerzadlni kvantifikdtor
(téz obecny), pro ktery pouzivame symbol ,V*

Nyni se jesté zamysleme, co nam toto tika z pohledu logiky. Tvrzeni je takové,
ze je-li x obyvatelem Prahy, pak ma zelené vlasy a modré oc¢i. V teci logickych
spojek toto neni nic jiného nez implikace. Oznacime-li vyrok ,x je obyvatelem
Prahy jako P(z), pak bychom mohli napsat

Vx(P(:L‘) = Z(x) A M(:c)), (2.1)
nebo podle ve vété o tautologiich
vx((zm A M) v —|P(:(:)>.

Takovy vyrok bychom ¢etli:  pro vSechna z plati, ze pokud plati P(x), pak plati
Z(x) a zaroven M (x)“ Ve vyrazu muzeme uvazovat libovolnd x (nemusi se
ani jednat o lidi), avSak pouze u x, kterd spliuji predpoklad P(z), tvrdime, zZe
splnuji i zavér Z(x) A M(x). Proto jsme ve vyrazu nepouzili konjunkei, tj.

v (P(x) A Z(x) A M(x)),

nebof kdybychom vzali napt. obyvatele Brna, pak by byl jiz vyrok nepravdivy
(kvali P(x)).

Druhym typem kvantifikatoru je tzv. existencni kvantifikdtor. Uvazme, ze
bychom chtéli naopak Tici, ze ze vSech obyvatel Prahy ma alespon jeden zelené
vlasy a modré oc¢i. To znamen4, ze jedna z dil¢ich formuli musi byt pravdiva:

(Z(Anitka) A M(Anicka)) V (Z(Eva) A M(Eva)) V - - V (Z(Jiif) A M(Jif{)).
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I zde vsak mame kratsi alternativu s vyuzitim symbolu ,,3° pro existencéni kvan-
tifikator. Opét se vSak nejdriv podivejme na nase tvrzeni. To tika, zZe existuje x
takové, ze x je obyvatelem Prahy a zaroven ma zelené vlasy a modré oci. Zde si
tedy naopak vystacime pouze s konjunkei:

3z (P(x) A Z(x) A M(x)). (2.2)

Prirozené se zde nabizi otazka, pro¢ jen nenahradit univerzalni kvantifikator ve
vyrazu (2.1)) za existencni. Pokud bychom napsali

3z (P(x) = Z(x) A M(x)), (2.3)

pak by tvrzeni jiz neplatilo pouze na obyvatele Prahy (v pripadé nesplnéného
predpokladu je implikace pravdivd), ale tfeba pro obyvatele Brna by toto tvrzeni
také byla pravda. Pokud by vsak v Praze neexistoval obc¢an se zelenymi vlasy
a modryma ocima, pak by vyrok byl nepravdivy, ale vyrok by pravdivy
byl.

2.2.1 Primitivni predikaty

Vzpomeneme-li si na predeslou sekci vénovanou vyrokové logice, tak ,nej-
trivialnéjsi“ vyrokovou formuli (tj. atomickou formuli) pro néds byly vyrokové
proménné. Tém jsme prifazovali pravdivostni hodnotu 0 (nepravda), nebo 1
(pravda). V tomto se vSak nachdzi jisté omezeni. U predeslého prikladu jsme,
kromé jinych, uvazovali vyrok ,x je obyvatelem Prahy, ktery jsme znacili vyro-
kovou proménnou P(z). Tim jsme pfitadili P(x) jisty vyznam.

Opustme priklad s obyvateli Prahy a zkusme takto zapsat napt. matematické
tvrzeni ,,Pokud je x vétsi nez y a zaroven y je vétsi nez z, pak x je vétsi nez z“
Vyrok ,x je vétsi nez y* oznacme A, |y je vétsi nez z* oznac¢me B a ,x je vétsi
nez z“ oznacme C'. Pak ptvodni vyrok bychom symbolicky zapsali jako

ANB=C.

Nebylo by vsak jednodussi a smysluplnéjsi zapsat takovy vyrok zkratka jako x >
yAy >z = x > z 7 Takovy zapis by odporoval definici vyrokové formule, presto
je zrejmy jeho vyznam. Navic bychom si tak usetfili ono prirazovani vyznamu
jednotlivym vyrokovym proménnym, jako tomu bylo doposud, nebot bychom méli
moznost jejich syntaktického popisu. To nam je umoznéno v predikdtovém poctu.

Ve vyrokové logice zastavaly vyrokové proménné roli téch ,nejjednodussich”
formuli, které jiz nevznikaly z formuli jinych. V predikatovém poctu tuto roli
zastavajl tzv. primitivni predikdty (nebo jen zkracené predikdty). Ty obsahuje
kazda matematicka teorie. V aritmetice jsou to pravé napt. x <y, x4+ y < 2,
apod., v teorii mnozin povazujeme za primitivni predikidt x € X (ostatné celou
teorii mnozin lze vybudovat pouze za pouziti tohotcﬁ predikatu). Po dosazeni
konkrétnich hodnot dané proménné jiz obdrzime néjaky atomicky (nedélitelny)
vyrok v dané teorii.

4Lze pouzit i jiné proménné.
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Vyroky slozené z primitivnich predikatl jiz nenazyvame vyrokové formule,
ale predikdatové formule. 1 ty lze definovat obdobné jako formule vyrokové pomoci
jistych pravidel, avSsak pro pochopeni konceptu si s timto vystacime.

Priklad 2.2.1. Ukazky nékterych predikdtovych formuli:
* T >y,

e Ve(z=0Vz<O0Vz>D0),

vz(2 | @ = F(z = 2k) ]

o (ke NATz(z =2k +1)).

2.2.2 Jiné zapisy formuli s kvantifikatory

Formule s obecnym kvantifikdtorem V jsme zatim uvazovali ve tvaru

Vo(p = v),

kde ¢ a 1 jsou néjaké predikatové formule obsahujicf| proménnou z. Existuje
vSak o néco tspornéjsi (a ¢astéji pouzivany) zapis. Napr. formuli

Vn(n € N=n > 0)

muzeme téz zapsat jako
VneN:n>0.
Cteme jako ,,pro vsechna prirozena cisla n plati, Zze n je vétsi nez nula“
Casto se nam muze stat, ze se kvantifikatory ve formuli kumuluji. Zapisy

provadéné dosavadnim zptusobem by se mohly zna¢né zkomplikovat. Jako priklad
uvazme formuli

V:z:(x e N= 3k(k > n))

Podle zminéného jiz vime, ze tento zapis mizeme zjednodusit na
VeeN:dk:k>n.

V takovém pripadé miizeme dvojtecku mezi obecnym a existenénim kvantifika-
torem vynechat a ponechat ji pouze pred zavérem nebo nahradit dvojtecku mezi
kvantifikatory ¢arkou, tj. mizeme psat

VereNdk:k>n nebo VreN dk:k>n.

Cteme: ,,Pro vsSechna prirozena cisla n existuje k takové, ze k je vétsi nez n‘
Muze se stat, ze dvé nebo vice proménnych jsou soucasti stejného predikatu u
stejného typu kvantifikatoru. Kuprikladu formuli

Vn(nENﬁVk(szN:nan))

5Z4pis a | b znamena a déli (beze zbytku) b
SFormalné vzato, formule ¢ a v nemusi v tomto zapisu obsahovat proménnou z, nicméné
pak je kvantifikator redundantni.
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muzeme zjednodusit jako
vneN,Vk e N:n* >n.

Proménné n a k vsak uvazujeme ze stejné mnoziny a jsou soucasti stejného typu
kvantifikdtoru (obecného). V takovych pripadech muzeme zéapis sloucit a psat

Vnk € N:nf > n.

Je vsak treba upozornit na fakt, ze poradi kvantifikatorii mtze mit vliv na
vyznam daného vyroku (a tudiz i jeho pravdivostni hodnotu). Napf. formule

VneN, dkeN:k>n a JkeN, VneN:k>n.

nerikaji totéz (zkuste si je precist). Prvni ik, ze pro kazdé n existuje néjaké
k takové, Ze k je vétsi nez n, kdezto druha formule ma vyznam takovy, ze
existuje k takové, Ze pro vsechna n je k vétsi nez n. Jinymi slovy rikame,
ze existuje jedno univerzalni ¢islo £k tak, Ze je splnéna dana podminka. Prvni
formule tak je pravdiva, ale druhd jiz neni.

Tento zptisob zapisu vsak neplati pouze pro kvantifikatory. Méjme napt. for-
muli
VeyeR:x#y=>x<yVze>y.
Zde téz neni nutné explicitné psat implikaci. Kdyz se nam to hodi, mizeme
predpoklad také uvést pred dvojteckou.

VeyeR x#y:x<yVae>y

2.2.3 Negace formuli s kvantifikatory

V sekci o vyrokové logice jsme si zminili nékteré dulezité tautologie. Spe-
cificky De Morganova pravidla [(i)] a [(ii)] zminéna ve vété [2.1.11
-(AANB) < -AV B,
-(AV B) & ~ANA-B.

Tyto tautologie nam davaly zptsob, jak negovat slozené vyroky obsahujici kon-
junkci nebo disjunkci. Jak ovSem negovat formule s kvantifikatory?

Zkusme se na problematiku podivat opét skrze priklad o obyvatelich Prahy.
Meéli jsme tvrzeni, ze kazdy obyvatel Prahy mé zelené vlasy a modré oci, coz jsme
zapisovali

Vo : P(x) = Z(x) N M(x).
Pro zacatek si vezméme jednodussi variantu, pricemz pismenem P ozna¢me mno-
Zinu obyvatel Prahy (tedy kazdy obyvatel 2 z mnoziny P automaticky spliuje
vyrok P(x)):
Vo e P: M(z).

Tedy uvazovany vyrok je ,Kazdy obyvatel Prahy ma zelené vlasy.. Jak by znéla
negace takového vyroku? Zamysleme se nad tim, v jakém pripadé by vyrok nepla-
til. Pokud je v Praze obyvatel, ktery nema modré oci, pak nase tvrzeni neplati.
Zda se tedy, ze by mohlo platit

—(Vzx e P: M(z)) < 3z € P:—-M(z).
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Tj. tvrdime, Ze existuje x takové, Ze x je obyvatelem Prahy a x nema modré oci.
Jak se tedy zménila nase formule? Obecny kvantifikdtor se zménil na existencni
a znegovali jsme vyrok M (z). Skuteéné, toto je negace puvodniho vyroku.

Podobné tomu bude i pro nas puvodni vyrok s konjunkci a vyroky P(z) a
M(x):

(Vo : P(x) = Z(x) ANM(z)) < Jo: =(P(z) = Z(z) N M(x)).

Tj. existuje x takové, Ze x je obyvatelem Prahy a plati, Ze nema zelené vlasy nebo
nema modré oci. Uzitim tautologie a nasledné De Morganova pravidla pro
negaci konjunkce ((i)[ ve vété [2.1.11| mizeme formuli upravit na

Jx: P(x) A (=Z(z) V - M(z)).

Funguje i opac¢na uvaha. Pokud nase tvrzeni je, Ze existuje obyvatel Prahy se
zelenymi vlasy a modryma oc¢ima, pak negace naopak tika, ze vsichni obyvatelé
Prahy nemaji zelené vlasy nebo nemaji modré oci. Tzn.

—(Jz: P(x) NZ(x) N M(x)) < Vr: P(r) = ~Z(x)V-M(x).

Obecné feceno, formule s kvantifikatory se neguji tak, ze kvantifikatory si prohodi
roli, tj. obecny kvantifikator se zméni na existencéni a naopak znegujeme dil¢i
formuli ¢, tzn.

Ve:p ~ dr:-gp a
dr:p ~ Vr:i-p

Kvantifikatory se mohou pochopitelné ve formulich rtizné kumulovat. V takovou
chvili postupujeme porad stejné. Napt. negace formule

VeeR, dyeR:y > x.

bude
dJreR, VyeR: =(y > x)

neboli
JreR, VyeR:y<ux.
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Kapitola 3

Axiomy teorie mnozin

Jak jsme si jiz zminili v historickém tvodu tohoto textu, teorie mnozin se
po objevu ruznych paradoxu (viz Russelliv paradox a jiné v v Canto-
rové zavedeni zacCala pozdéji budovat axiomaticky. Na to jsme méli moznost
nahlédnout v sekci [1.2.4] Jednou z variant axiomatické teorie mnozin je tzv.
Zermelova-Fraenkelova teorie mnozin, ktera je v literature pravdépodobné
tou nejrozsifenéjsl; oznacujeme ji zkratkou ZF} Proto se pravé ji budeme v této
sekci vénovat. V dalsich odstavcich se postupné zamérime na jednotlivé axiomy
ZF a ukéazeme si, jak z nich vyplyvaji definice dalsich pojmt (i nékterych nam jiz
znamych).

Nutno dodat, ze ZF ma vice variant a v riznych textech se muize systém
axiomu, s nimiz se pracuje, jemneé lisit. Odlisné pristupy v této axiomatické teorii
1ze krasné vidét napt. v knihach [6] a [7].

Nez zacneme s dalsim vysvétlovanim, je nutné mit na pameéti, Ze mnoziny jsou
pro nas jedinymi zdkladnimi objekty, tzn. prvky mnozin mohou byt opét pouze
mnoziny a nic jiného nepripoustime. Tedy ruzné matematické objekty, zejména
¢isla, vybudujeme pouze pomoci mnozin. Jak pozdéji uvidime, skutecné si s tim
vystacime.

Pro zacatek si zde prehledné vypisme vsechny axiomy ZF, s nimiz budeme
pracovat, a v dalsich sekcich si nékteré detailnéji popiseme. Schéma axiomi
nahrazeni a axiom fundovanosti zde nebudeme probirat, nicméné ¢tenar si
jejich podrobnéjsi vysvétleni muze precist v priloze [C|

Umluva 3.0.1. MnoZiny budeme v dal§im textu podle potieby znadit velkymi
i malymi pismeny latinské abecedy, tj. a,b,c, ... xy,2,A,B,C,... XY, Z.

Axiomy Zermelovy-Fraenkelovy teorie mnozin:

(ZF1) Axiom existence.

Jz (x = x)
(ZF2) Axiom extenzionality.

VxVy(xzy@Vz(zEx@zEg))

1Obdobné Goédelova-Bernaysova teorie mnozin je oznacovina GB.
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(ZF3)

(ZF4)

(ZF5)

(ZF6)

(ZF7)

(ZF8)

(ZF9)

Ve formulaci axiomit [(ZF5)], [ZF7)| a [(ZF9)| jsme vyuzili symboly @ a C, které
jsme zatim forméalné nedefinovali. U¢inili jsme tak z didaktického hlediska, aby
byly dané axiomy jasnéjsi. Nicméné ¢tenar si bude moci pozdéji rozmyslet, ze
tyto symboly lze definovat pomoci predikatu = € y podobné jako zbytek axiom.

Je dobré zminit, Ze ve skutec¢nosti na seznamu vyse jeden axiom chybi — axiom
vybéru. Ten byl soucasti puvodni Zermelovy axiomatiky z roku 1908 a v teorii
mnozin ma dosti netrivialni disledkyf?] Dnes jej viak nepocitame mezi zakladni
axiomy teorie mnozin. Pokud se tedy mluvi o Zermelové-Fraenkelové teorii
mnozin, pracujeme se soustavou axiomi popsanych vyse (tu znacime pravé ZF).

Axiom dvojice.
VaVbIyVe (r ey x=aVa=0>)

Schéma axiomi vydélend.
VadyVe(z ey x€a No(x)),
kde () je formule neobsahujici proménnou y.

Axiom potence.
YadyVx (:1: cysxC a)

Axiom sumy.
Va 3z Vr (x €EzeJyreynye a))

Axiom nekonecna.

3y(@€yAVz(z€y:>xU{x}€y))

Schéma axiomid nahrazend.

Vu Vo V' (p(u,w) A p(un') = v=1") =
= Va3IzVx (x czedylyea No(y,x))),

kde formule ¢(u,v) neobsahuje proménné v" a z.

Axiom fundovanosti.

Va(a%@iﬂx(méa /\xﬂaz@))

Naopak variantu s axiomem vybéru oznacujeme ZFCﬂ

2 Asi nejznadméjsim piikladem je tzv. Banachiw-Tarského paradox. Jeho formalni vysvétleni

je vSak zcela na ramec tohoto textu.
3Pismeno C vychézi z anglického axiom of choice
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3.1 Axiomy 1 az 3

3.1.1 Axiom existence

Jz (x = x)

Formulace axiomu se muze jevit na prvni pohled zvlastni, ale jednoduse
nam zarucuje, ze néjakd mnozina existuje. Tento axiom se téz nékdy nahrazuje
axitomem prazdné mnoZiny. Pozdéji si vsak ukdzeme, Ze axiom existence a axiom
prazdné mnoziny jsou vzajemné nahraditelné (z platnosti jednoho plyne platnost
druhého a naopak).

Mnoziny zde budeme standardné znacit pomoci slozenych zévorek {,}, mezi
néz piseme jednotlivé prvky, které mnozina obsahuje. Napf.

{a,b,c}, {z} atp.

Pozdéji si uvedeme jesté jiné zpiisoby zapisu.
3.1.2 Axiom extenzionality

VxVy(xzy@Vz(zEx@ZEg))

(ZF2)| dava do souvislosti predikéty rovnosti a nalezeni: mnoziny jsou si rovny,
kdyz obsahuji stejné prvky. Z tohoto axiomu vyplyva, ze opakované vyskyty prvku
vV mnoziné jsou pro nas irelevantni, tj. napf.

{a,b,c,c} = {a,b,c} apod.
3.1.3 Axiom dvojice

VaVb3yVr (r ey r=aVr=0>)
Existence mnoziny garantovand axiomem existence nam bohuzel nezaru-
cuje existenci zadné konkrétni mnoziny. Pouze zarucuje, Ze mnozina, z niz uva-
Zujeme mnoziny v ostatnich axiomech je neprazdna. Axiom dvojice nam zarucuje,
ze pokud mame dvé (ne nutné rizné) mnoziny a a b, pak i {a,b} je mnozina (resp.
existuje mnozina obsahujici prvky a a b). Déle, kdyz médme napf. mnoziny

{a,b} a {c} pak existuje mnozina {{a,b},{c}}.

Neni tézké se presvédCit z axiomu extenzionality |(ZF2)| ze takovd mnozina je
vzdy unikatni. V néasledujicim tvrzeni si predstavime variantu existenc¢niho kvan-
tifikdtoru se symbolem ,!“, tj. 3. Jeho vyznam je ,existuje pravé jeden/jedno

(13

Lemma 3.1.1. Pro kaZdou mnoZinu a a pro kaZdou mnozinu b existuje jedind
mnozina vy, jejiz proky jsou prdvée a a b. Symbolicky

VaVbIlyVe(r ey x=aVar=0>).
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Diikaz. Necht jsou dany dvé ruzné mnoziny y a v, pro které plati
Vi(reysr=aVr=0>b a Ve(zey eor=aVe=Dh).

Z toho plyne
Ve(reysxey)

a z axiomu extenzionality [(ZF2)| vyplyva y = v/'. O

Mnoziny a,b nemusi byt vsak nutné rizné. Pokud budeme mit mnozinu z, pak
z axiomu dvojice existuje mnozina {z,x}. Ta je vSak podle axiomu extenzionality
rovna mnoziné {z}, ktera podle vyse dokdzaného je jedind (sta¢i uvazit a = z
ab=uz).

Definice 3.1.2 (Dvojice). Necht = a y jsou libovolné mnoziny. Pak mnozinu
{z,y} nazyvame (neuspordidanou) dvojici.

Tato definice nejspise neni moc zajimava, nebot zavedeny termin je jiz v nazvu
axiomu. AvSak ono pridavné jméno ,,neusporadana“ nas muze privadét k otazce,
jak reprezentovat usporddanou dvojici. Ctenafi je tento termin nejspiSe znamy
v jinych podobach; typicky napt. vektory vyuzivané v analytické geometrii. Ty
se bézné znadi (z,y). Dilezitou vlastnosti tohoto objektu byl pro nas fakt, ze
(z,y) # (y,z), a tedy zélezelo na poradi prvku. Jak toto vyjadrit pomoci mnozin?
Je nejspie jasné, ze reprezentace pomoci mnoziny {x,y} jiz nebude dostacujici,
protoze podle axiomu extenzionality je {z,y} = {y,x} (proto nazev neu-
sporddand dvojice). Nase pozadavky pro objekt usporadané dvojice tedy jsou:

1. pro kazdou mnozinu x a pro kazdou mnozinu y existuje jedind usporadana
dvojice (x,y),

2. usporadané dvojice (z,y) a (a,b) se rovnaji pravé tehdy, kdyz z = aay = b.

Jiz vime, Ze neusporadané dvojice ndm v tomto sméru nepostaci. Potiebovali
bychom umét néjak rozlisit, kterd souradnice je ,prvni“ a kterd ,druha®. Tento
problém pomérné elegantné resi definice, se kterou prisel polsky matematik a logik
KAzIMIERZ KURATOWSKI (1896-1980).

Definice 3.1.3 (Usporadand dvojice). Necht x a y jsou mnoziny. Pak definujeme
uspordadanou dvojici (z,y) jako

Hz} Az y}}

Po chvilce zamysleni nad touto definici si mizeme uvédomit, Ze nazev ,,uspo-
radana dvojice® je zcela opravnény. Mnozina {x} ndm v podstaté iika, kterd z
mnozin z,y je na ,,prvnim misté“. Pfesvédcme se, ze takto definovand usporadana
dvojice ma skutecné pozadované vlastnosti.

Zacneme jednodussim pozadavkem a to sice, aby pro libovolné mnoziny x,y
existovala pravé jedna usporddand dvojice (z,y).

Lemma 3.1.4. Jsou-li x,y libovolné mnoZiny, pak existuje prave jedind uspord-
dand dvojice (x,y).
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Diikaz. V dikazu tohoto tvrzeni se mizeme primo odvolat na fakt, ktery jsme
dokéazali diive v lemmatu [3.1.1. Podle néj pro libovolné mnoziny z,y existuje
pravé jedina neusporadand dvojice {z,y}.

Necht existuji dvé ruzné usporddané dvojice ¢t a t'. Z vySe uvedené definice
musi platit
Vil (@' et o' ={z} Vv ={zy}) a Vi' (' et &' ={z}Vvar={zy}).
Podle lemmatu existuji jedine¢né neusporddané dvojice {z,y} a {x}f}] Z toho

dostavame, ze t a t’ maji stejné prvky a podle axiomu extenzionality |(ZF2)| plati
t="t. [

Lemma 3.1.5. Pro libovolné mnozZiny x,y plati:
(a,b) = (xy) =a=xANb=y.
Pred uvedenim dikazu si jesté zavedeme timluvu pro zjednoduseni zapisu.

Diikaz. Tvrzeni dokédzeme opakovanou aplikaci axiomu |(ZF2), Mé&jme usporadané
dvojice (a,b) a (x,y) takové, ze (a,b) = (z,y), tj. podle definice
{{a} {ab}} = {{z} {=y}}-

Podle musi mit mnozin na pravé a levé strané stejné prvky. Rozdélme si
tento ditkaz na dva pripady.

(a) {a} = {z}. Pak opét podle (ZF2)| plati a = z. Rozlisme déle pripady, kdyz
a="bakdyz a#b.

e a=>. Pak
{a}, {ab}} = {a}, {a.a}} E2 (o}, {a}} E2 ({a}}.
Must tedy platit {{a}} = {{z},{z,y}}. Opét z[(ZF2)| vyplyva {z,y} =

{a}, tj. x = a a y = a. Celkové dostavime a =b=x =y a tedy a =z
a b=y, jak jsme chtéli.

e a # b. V takovém piipadé nemuze platit, ze {a,b} = {a} (zkuste si

rozmyslet podle |(ZF2)), tj. nutné musi {a,b} = {x,y}. Protoze vsak
a=ux, pak b=y.

Celkoveé tak v obou ptipadech dostavame, ze pokud {a} = {z}, pak z = a
ay=~n.

(b) {a} = {z,y}. Podle pak plati z = a a y = a, tedy x = y. Stejnym
postupem tak dostavame
o} (o} = Had (a2 (o}, o B ()

Tedy {{a},{a,b}} = {{z}}. Protoze prvky mnoziny na levé strané musi
byt prvky mnoziny na pravé strané, pak {a} = {a,b} = {z}. Z toho opét
dostavame, 7ze a =b=x =y, tj. a=x a b=1y.

V obou dil¢ich pripadech jsme dostali, Ze a = x a b = y, coz jsme chtéli dokazat.
O

4Mnozina obsahujici pouze jeden prvek je také neuspofadanou dvojici. Podle axiomu exten-
zionality je rovna mnoziné {z,z}.

35



3.2 Axiomy 4 az 6

Prvni trojice axiomu se zda byt dobrym zakladem, avsak stale je zde hodné
typl mnozin, jejichz existence z nich neplyne. Trochu ,podvodnym* zptisobem
jsme jeden takovy typ pouzili (a pokud ¢tenai odpusti, budeme i nadéle pouzivat
pro lepsi nézornost) v diskuzi axiomu extenzionality, konkrétné mnozinu {a,b,c}.
Pii zamysleni totiz zjistime, Ze Gisté z axiomt [(ZF2)], [([ZF1)|a[(ZF3)| nelze takovou
mnozinu ,sestrojit“. Pomoci axiomu dvojice plyne pro mnoziny a,b,c existence
mnozin

{a,b} a tudiz i {{a,b} ,c},

coz jak vime, neni to samé jako {a,b,c}. Jeji existenci a existenci mnoha dalsich

mnozin nam zaruéi (spoleéné se [(ZF1)| [(ZF2)| a [(ZF3)) axiomy [(ZF4)),
A[ZF6)

3.2.1 Schéma axiomi vydéleni

VadyVe(x € y < x € a A p(x)), (3.1)

kde ¢(z) je formule neobsahujici proménnou y.

Casto potfebujeme z uréité mnoziny prvka vybrat mnozinu prvki s jistou
vlastnosti. Napr.

o vSechna suda ¢isla z mnoziny Z,
o vSechna nezaporna cisla z mnoziny R,

e vSechna prvocisla z mnoziny N, apod.

Schéma axiomu Vydélenﬂ nam obecné tika, ze pro kazdou mnozinu a existuje
mnozina y takova, ze kazdy jeji prvek z, ktery je zaroven prvek a, spliuje urci-
tou formuli ¢(z) (ta reprezentuje danou vlastnost). Podle axiomu extenzionality
je mnozina v jednozna¢éné urcena. Ctendi je nejspiSe zvykly mnoziny
vSech objektl s jistou vlastnosti zapisovat napr. jako

{reR|x>0}.
Obecnéji mnozinu z (3.1)) zapiSeme vyrazem
{x|z€anp(x)} nebo téz {zr €alp(x)}.

Toto schéma axioml ma nasledujici disledek.

5Slovo ,schéma® piiddvame z dfivodu, ze pro kazdou volbu formule ¢ dostdvdme jeden
konkrétni axiom teorie — axiom vydéleni. Tedy schéma axiomi vydéleni predstavuje nekonecné
mnoho riznych axiomu, které vzniknou tim, Ze ¢ probéhne vSechny mozné formule s proménnou
x (téch je pochopitelné nekone¢né mnoho).
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Disledek 3.2.1. FExistuje mnoZina, kterd nemd Zadné pruky.

Diikaz. Dikaz je jednoduchy. Mame-li libovolnou mnozinu a, pak podle schématu
axioml vydéleni lze sestrojit mnozinu, kterda nemé zadné prvky. Toho docilime,
zvolime-li za ¢(x) formuli z # x. Z axiomu extenzionality je vidét, Ze takovou
vlastnost nespliuje zadna mnozina, nebof kazdad mnozina ma stejné prvky jako
ona sama. Podle schématu axiomu vydéleni je

{realx#ux}
také mnozina. O

Takovou mnozinu pak nazyvame prdzdnd mnoZina a typicky ji oznacujeme
znakem () nebo téZ nékdy prazdnymi slozenymi zdvorkami {}. Toto tvrzeni se
v jinych variantach ZF povazuje za axiom a nahrazuje axiom existence. VSimnéte
si, ze dukaz vySe (a prakticky dukazy vSech zatim zformulovanych tvrzeni) za-
visely (mimo jiné) pravé na axiomu existence. Jinak bychom mnozinu a vibec
nemohli uvazovat. Naopak pokud bychom prijali existenci prazdné mnoziny jako
axiom, pak to automaticky implikuje existenci mnoziny obecné.

Nyni mtzeme definovat nékteré zakladni operace s mnozinami a pomoci sché-
matu axiomt vydéleni jsme schopni dokazat existenci vysledné mnoziny.

Definice 3.2.2 (Prinik a rozdil mnozin). Necht jsou dény libovolné mnoziny a
a b, pak

(i) prinikem mnozin a a b rozumime mnozinu a N b, kterou definujeme

anb={z|zxe€anzecb}.

(ii) rozdilem mnozin a a b rozumime mnozinu a \ b, kterou definujeme
a\b={zx|xrecanz ¢b}.
Priklad 3.2.3. Ukazky priniku a rozdilu mnozin:

(i) {a,b,c} N{a,c,d} ={a,c},

)
(ii) {a,b,c} N =0,

(iil) {z,y,2} \ {y} = {z,2},
(iv) {y,2}\ 0= {y,2}.

Poznédmka 3.2.4. Specidlné, pokud pro mnoziny a,b plati, ze a Vb =0 (tzn. a
a b nemaji zadny spolecny prvek), pak fikdme, ze jsou disjunktni.

Pro¢ rovnou nedefinovat i sjednoceni mnozin? Protoze schéma axiomu vydé-
leni garantuje existenci pouze takové mmnoziny y, ze vSechny jeji prvky
nalezi mnoziné a. To vSak pfi sjednoceni mnozin neplati, nebof nékteré prvky
mnoziny b nemusi byt prvky mnoziny a. S touto vlastnosti vsech mnozin, jejichz
existenci mame diky schématu axiomt vydéleni, se poji jesté jeden termin.
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Definice 3.2.5 (Podmnozina a vlastni podmnozina). Necht a je libovolnd mno-
zina. Pak b nazveme podmnoZinou mnoziny a, pokud

Ve(r eb=x € a).

Pokud navic plati, ze a # b, pak b nazyvame vlastni podmnozinou. Piseme b C a,
resp. b C d}
Priklad 3.2.6. Ukazky vztahi mnozin mezi sebou:

(i) 1 = {a,b}, 2 = {a,b,c}, pak plati x; C x5 a tj. i 1 C x9, ale nikoliv
r9 C a1

(ii) v1 = {a,b,c}, yo = {a,b,c}, pak plati y1 C yo a i yo C y1, ale nikoliv y; C ys
nebo y2 C Y ;

(iii) 21 = 0, 20 = {k}, pak plati z; C 29 a tudiz i 2; C 2».
Posledni ze zminénych piikladl je celkem pozoruhodny, nebotf plyne z nasle-
dujiciho lemmatu.

Lemma 3.2.7. Plati:
(i) Ve : ) C x,

(i) Ve :x Ch <= x=0.

Diikaz. (i). Zde se dostavame k pomérné zajimavé ¢asti logiky. Pokud bychom si
rozepsali definici podmnoziny (viz [3.2.5)), formule by vypadala takto:

Yy (y € 0 = y € a) nebo ekvivalentné Vy € () : y € a. (3.2)

Problém je vsak, ze prazdnd mnozina zadné prvky nema. Jak tedy rozhodnout
o pravdivosti formule v (3.2))? Ve skutecnosti, jakékoliv tvrzeni obsahujici obecny
kvantifikator, kde mnozina, z niz x uvazujeme, je prazdna, je vzdy pravdivé. Tzn.
vyrok
a~Vreld: oy,
kde ¢ je libovolna formule, je vzdy pravdivyﬂ Pokud neni ¢tenari jasné, ze «
plati, pak snad bude jasnéjsi se presveédcit, ze opacné tvrzeni —a neplati, tj.
Jxed: -y

(tzn. nutné plati «).
(ii). (=). Pokud pro libovolné x plati  C ), pak z definice

Vy(yex=yel)

je vidét, ze tvrzeni plati pouze pro x = () (pro neprazdnou mnozinu z by libovolny
jeji prvek nikdy neleZel v ).

(<). Plyne primo z (i). Prazdnd mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny,
tedy i sebe sama. O]

6V jinych textech se symbolem ,,C* rozumi podmnozina. Toto znaceni nebyva zcela jednotné.
7 Analogicky vyroky s existenénim kvantifikdtorem, kde 2 uvazujeme z prazdné mnoziny, jsou
vzdy nepravdivé.
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3.2.2 Axiom potence

VaEIny(xGy@an)

Pro kazdou mnozinu a existuje mnozina y takova, ze obsahuje praveé vsechny jeji
podmnoziny. Z axiomu extenzionality navic opét plati, ze takova mnozina je vzdy
jedina. Na zakladé tohoto axiomu mtzeme definovat:

Definice 3.2.8 (Poten¢ni mnozina). Necht a je libovolna mnozina. Pak potencni
mnoZinu (t6% potenci) P (a)f| mnoZiny a definujeme

P(a)={x|xCa}.

Priklad 3.2.9. Priklady poten¢nich mnozin:

(i) P({ab}) = {@, {a}, {0}, {ab}},
(i) P({zy.zh) ={0,{«} {v} . {z} Az} Az} {v.2} {zy.2}},
(iii) P (0) = {0} (potence mé jeden prvek podle [(ii)).

3.2.3 Axiom sumy

VaEIz‘v’x(xéz(:)Ely(xey/\yEa))

Ke kazdé mnoziné a existuje (podle axiomu extenzionality jedind) mnozina z ob-
sahujici pravé takové prvky (pfipomernime, ze v ZF jsou prvky zase mnoziny),
které jsou prvkem nékterého z prvki (tj. mnozin) mnoziny a. To znamena, exis-
tuje mnozina obsahujici prvky mnozin v ni obsazenych. Obdobné jako potencni
mnozinu muzeme i tento typ mnoziny definovat.

Definice 3.2.10 (Suma mnoziny). Necht a je libovolnd mnozina. Sumou mnoziny
a rozumime mnozinu |Ja definovanou

Ue={z | eyryca)}.
Priklad 3.2.11. Ukazky sum mnozin:

(i) U {{a>b} ) {C}} = {&>bvc}7
(i) J{{z}} = {=}-

Jak lze vidét vidét z prikladu axiom sumy nam dovoluje opét pracovat
s vétsim spektrem mnozin, kde mizeme uvazovat mnoziny libovolné (konecné)
velikosti. Trochu preciznéji, spolecné s axiomem dvojice a axiomem exten-
zionality vime, Ze pro mnoZiny a a b existuje jedind dvojice {a,b} a pro

} {c}. Opét podle axiomu dvojice pak je

mnozinu ¢ existuje dvojice {c,c
i mnozinou

{{a,b} , {c}}

8V jinych textech se lze téZ setkat se znacenim 2%.
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a nakonec podle axiomu sumy |(ZF6)| je mnozina i

{a,b,c} .

Diky axiomu sumy muzeme repertoar zakladnich mnozinovych operaci rozsirit
o sjednoceni.

Definice 3.2.12 (Sjednoceni mnozin). Necht a,b jsou libovolné mnoziny. Sjed-
nocenim mnozin a a b rozumime mnozinu a U b definovanou

aUb={z|x€aVxeb}.

Zde si mtuzeme vsimnout souvislosti se sumou mnoziny, nebot sjednoceni mno-
zin a,b 1ze zapsat i takto:
aUb=|J{ab}.

(Zkuste si rozmyslet z definice.) Z toho je také vidét, ze definice sjednoceni mnozin
je zcela opravnénd, nebot je v souladu s axiomem sumy.

Priklad 3.2.13. Ukéazky sjednoceni:

(i) {a,b,c} U{c,d} ={ab,cd},
(if) {zy}u0={zy}

Nyni se jesté chvili budeme drzet zavedenych operaci sjednoceni, priniku
a rozdilu. Celkové o sjednoceni, pruniku a rozdilu dvou mnozin Ize ukazat fadu
vlastnosti. Pro operace sjednoceni a pruniku plati jak komutativni, tak i asocia-
tioni zdkon:

XUY =YUX,
XNy =YnX,
(XUY)uZ=XU((YUZ2),
(XNY)NnZ=XnNn(YN2Z).

Navic sjednoceni a priinik jsou vzajemné vici sobé distributivni:

XU(YNZ)=(XUY)n(XU2),
XN(YUZ)=(XNY)U(XN2Z).

Mame-li mnoziny X1, ..., X,, pak jejich sjednoceni mizeme zapsat jako

UXi=XiUuX,U---UX,

i=1
a prunik jako

n

i=1
Ackoliv jsme si spolecné ukazali, Ze sjednoceni |} ; lze ekvivalentné zapsat po-
moci sumy {J, presto se nejednd o stejné operace a je dulezité vnimat rozdil v jejich
znaceni.
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Poznatek o distributivité sjednoceni a priniku mizeme zobecnit uzitim vel-
kych operatort U, (N jako

3
3

AU ( 1)@-) = (AU,

7 7

(AN X,).

S
D
—
TCs
>
N———
I
s

3.3 Axiom nekoneéna

Uz jsme zde ukazkové zminili ndm asi jedny z nejznaméjsich mnozin jako jsou
prirozend ¢isla N nebo redlnd cisla R. Ackoliv je Sestice jiz zminénych axiomu
pomeérné silna a umoznuje nam pracovat s velkou skalou mnozin, presto by bylo
stale ambiciézni hovorit napt. o prirozenych, raciondlnich ¢i redlnych ¢islech jako
o mnozinach v kontextu ZF. Axiom dvojice nebo axiomy sumy nam zatim davaji
moznost mluvit pouze o koneénych mnozinach, byt libovolné velkych. Jako divod
bychom mohli jesté udat, Ze mnoziny jsou pro nas jedinym pripustnym objektem
(jak jsme zminovali na zac¢atku kapitoly) a prvky mnozin musi byt opét mnoziny.
Jak ale pozdéji uvidime (viz kapitola |]), ¢iselné obory jsou také mnozinami v ZF.

Podivejme se na axiom nekone¢na |(ZEF7)|
yDeyAVe(zrey=axU{z}€y)

Existuje mnozina y, kde pro kazdy jeji prvek z plati, Ze je prvkem i z U {z}.
Specificky, mnozina () nélezi y, tzn. i ) U {0} je prvkem y, a protoze O U {0} € vy,
pak i (DU {0} € y) U{PU{D} € y} € y. Tento vydet prvki zjevné pokracuje
do nekonecCna. Zkracené tento axiom postuluje existenci aktualné nekonecné
mnoziny.

Zde opét nardzime na problematiku, kterou jsme diskutovali v historické c¢asti,
a to sice potencialni vs. aktualni nekonecno. Axiomy dvojice a sumy nam zaru-
covaly existenci libovolné velkych mnozin, které jsme mohli libovolné ,,zvétSovat”
(tj. potencidlni nekonecéno), zatimco axiom nekonecna nam zarucuje existenci ak-
tualné nekonecné mnoziny (bez udani zpusobu, jak takovou mnozinu ,sestavit*
z jiz existujicich mnozin).
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Kapitola 4

Relace

Mnoziny nam davaji moznost definovat fadu rozlicnych matematickych pojm.
Jednim z nich je tzv. relace. Jak ¢tendtr pozdéji zjisti, tento termin nam ve sku-
tecnosti neni tak vzdaleny a setkdvame se s nim v matematice neustéale. Pted jeho
zavedenim vsak budeme potfebovat jesté jiné pojmy.

4.1 Kartézsky soucin

Definice 4.1.1 (Kartézsky soucin mnozin). Necht A,B jsou libovolné mnoziny.
Pak kartézsky soucin mnozin A a B znac¢ime A X B a definujeme jej jako

AxB={(zy)|ze ANy € B}.

Slovné feceno, kartézsky soucin A x B je mnozina vsech usporadanych dvojic
(z,y), kde x € A ay € B. Takovy objekt je podle axiomu dvojice a axiomu

sumy mnozinou v ZF.

Priklad 4.1.2. Mé&jme mnoziny A = {z,y,z} a B = {1,2,3,4}. Vypocitejte kar-
tézsky soucin A x B.

Resend. Stadi postupovat podle definice, tj.

Ax B ={(z,1), (2,2), (x,3), (x,4), (y,1), (4,2), (4,3),
(y,4), (2,1),(2,2), (2,3), (z4)}-

Kartézsky soucin mnozin A, B lze interpretovat i graficky (viz obrézek [4.1)). [
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Obrazek 4.1: Grafické znazornéni kartézského soucinu z prikladu (Prevato
a upraveno z [1], str. 36).

Pokud budeme vsak pracovat napft. s intervaly realnych cisel, pak jiz nemu-
zeme takto kartézsky soucin znazornit, ale muzeme reprezentovat usporadané
dvojice jako body v roviné. Napt. pro intervaly v R A = (2,6) a B = (1,3) je
grafické znazornéni na obrazku

Y\
N
(2,6) x (1,3)
1 | |
) 6

Obréazek 4.2: Grafické zndzornéni kartézského soucinu intervala (2,6) a (1,3).

Podobné jako v pripadé soucinu ¢isel, i zde mizeme kartézské souciny stejnych
mnozin znacit pomoc{ horntho indexu (tzv. kartézské mocniny), napr. Ax A = A%
Ax Ax A= A3 atd. Obecné lze definovat

Al = A,
A" = A" x A,

Neplati zde vsak komutativni zakon:
AX B# B x A,

protoZe jak jsme si jiz diive uvedli, tak obecné (z,y) # (y,z).

Podle definice uspofddané dvojice[3.1.3] kterou jsme si uvedli v minulé kapitole
v sekei by mélo platit

(AxB)xC#Ax (BxC),
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protoze ((a,b),c) # (a,(b,c)). AvSak ddvalo by smysl napt. chapat prvky R? jako
spofddané trojice podobné (trojice soutadnic z,y,z), jako tomu je u R?. Tyto
objekty tedy ztotoznime timluvou.

Umluva 4.1.3. Usporadané dvojice ((a,b),c) a (a,(b,c)) ztotoziujeme se symbo-
lem (a,b,c) (tj. usporadanou trojici). Obecné usporadané dvojice

((xlax% s 7xn—1)7-rn) a (.Tl,(ﬂfg,.rg, s axn))
ztotoznujeme se symbolem (z1,x9, . ..,x,) (tj. usporadanou n-tici). Tzn. muzeme
psat
((‘TbeJ R 7xn71>7xn) = ('T17('r27‘r37 .. 7xn)) - ($17$27 S an)-

Dle této umluvy tak plati
(AxB)x(C=Ax(BxCC)
(zkuste si rozmyslet).

Priklad 4.1.4. Necht je ddna mnoZina X = {a,b}. Vypoditejte X3.

Resent. Kartézsky soudin X? mizeme vypoditat jako X2 x X.

X? = {(ava)’ (a>b)7 (b,a), (b,b)}
Nyni{ staci dopocitat X? x X = X3 = {(a,a), (a,b), (b,a),(b,b)} x {a,b}, ¢imz

obdrzime

X* ={((a,a),0), ((a,0),a), ((b,a),a), ((b,d),a), ((a,a).b), ((a,b).b), ((b,a).b),
((0,0),0)}-

Ovsem jak jsme jiz zminovali, tak (z,(y,2)) = (x,y,2), tedy mnoZina X? jednoduse
obsahuje vSechny usporadané trojice prvki z x.

X3 ={(a,a,a), (a,b,a), (ba,a), (bb,a), (a,a,b), (a,bb), (b,ab), (bbb)}.

4.2 Zavedeni relace

Relace (jak nazev napovidd) odpovida jistému ,vztahu“. Z redlného zivota
takové priklady zname, napt. vztah ,matka — dcera®, ,stat — hlavni mésto statu*,
apod. Jsou-li napt. Jitka a Lenka spolu ve vztahu ,matka — dcera®, pak bychom
mohli jednoduse psat

(Jitka, Lenka).

To vsak v fec¢i matematiky neni nic jiného, nez usporadana dvojice prvki. K tomu
se nam bude hodit jiz zavedeny kartézsky soucin.
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Definice 4.2.1 (Relace). Necht XY jsou libovolné mnoziny. Pak bindrni relact
mezi X a 'Y nazyvame libovolnou podmnozinu R kartézského soucinu X x Y, tj.
R C X xY. Specialné, pokud X =Y, pak mluvime o relaci na mnoziné X, tzn.
R C X2

Pokud (z,y) € R, pak fikdme, Ze prvky x a y jsou v relaci R, coZ ekvivalentné
zapisujeme jako xRy. Jak uz jsme si zminili, tak relace jiz zname a i v tomto
textu jsme je mnohokrat pouzili. Napt. relace rovnosti ,=“ na N by obsahovala
prvky (1,1),(2,2),(3,3),.... Pochopitelné bychom mohli psat ,(2,2) € =, ale
to nedéldme; misto toho zkratka piseme ,,2 = 2“ Podobné napr. relace ,,<“ na
mnoziné R, ,>“  >“ aj.

Umluva 4.2.2. Pro znadeni relac{ budeme pouzivat velkd pismena latinské abe-
cedy A,B,C,... XY, Z.

Relace mtzeme znazornit vice zptsoby v zavislosti na jejich typu. Napf.
mame-li relaci R = {(1,b), (1,d), (2,d), (3,¢), (4,a)} mezi mnozinami A = {1,2,3,4}
a B = {a,b,c,d,e}, pak ji mizeme znazornit zpisobem uvedenym na obrazku .

B
A
R /fa

N .
.| b
2 e
P c
3 Say
] d
1 .
\_/ e
N

Obrazek 4.3: Grafické zndzornéni relace R mezi mnozinami A a B.

Avsak pokud mame relaci S na mnoziné C' = {z,y,z}, kuprikladu S =
{(2,2), (z,y), (v,2), (2,y), (2,2)}, pak volime spiSe zndzornéni na obrazku [4.4]

Y z

Obrazek 4.4: Grafické zndzornéni relace S na mnoziné C.

Jako posledni si jesté zminime tzv. skldddni relaci.

Definice 4.2.3 (Slozeni relaci). Necht X,Y,Z jsou libovolné mnoziny, R C X xY
aS CY x Z. Relace T C X x Z nazyvame sloZeni relaci R a S, pokud

2Tz dJyeY xRy ANyS=z.

Slozeni relaci R a S zna¢ime S o R, tzn. T'= S o R. (Vsimnéte si poradi zapisu!)
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Piiklad 4.2.4. Mé&me mnoziny A = {a,b,c}, B = {z,y,2} a C = {i,j,k,l}. Na
nich definujme relace

R={(a,2),(a,y),(c,x)} CAXx B a S={(zk),(y,0),(y.4),(2.5)} € B xC.
Urcete T'= S o R.

Reseni. Postupujme podle definice vyse. Pro kazdou z dvojic v R se podi-
vame, zda existuje néjaka dvojice v S takova, ze plati: t; Rty a t2St3, kde t; € A,
t2 € Ba tg eC.

aRz A 257 = aTy,
aRy N ySi = alh,
aRy N ySj = aTj (duplicitni),
cRx N xSk = cTk.

Tedy T = {(a,0), (a,), (c,k)}. O

C

A B 7N
N R (Y S |
S o :
=4
° ~hg=— J
b X Y ~ag
ped ey k
\_/ \_/ y

\_/

Obrazek 4.5: Grafické znazornéni relace slozeni relaci R a S z prikladu .

Podivejme se jesté na jeden priklad:

Priklad 4.2.5. Méjme relace R = {(z,x), (z,y), (v,2)} a S = {(z,2), (z,y)}. Ur-
Cete T=SoRaTl =RoS.

Reseni. Zatneme s T = S o R.

TcRx AN xSz = 2Tz
yRz N zSy = yTy

Tzn. T = {(z,2), (y,y) }. Nyni analogicky pro 7".
zSyNyRz = 2Tz
Tim ziskdvame 7" = {(z,2) }. O
7 prikladu Ize vidét, ze skladani relaci neni komutativni a tedy zéalezi na

poradi.
(Sekce inspirovana knihou [I], str. 34-39.)
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4.3 Zobrazeni

vvvvvv

vame k tématu, kterym se ¢tenar na stredni Skole jisté zabyval, jen se o ném
nemluvilo v souvislosti s relacemi, a to sice k funkcim. Terminy jako defini¢ni
obor, obor hodnot, aj. tak pro nas nejspise nebudou velkou nezndamou, ale presto
nezanedbame jejich formalni zavedeni.

4.3.1 Zavedeni a souvisejici pojmy

Definice 4.3.1 (Zobrazeni). Zobrazenim mnoziny X do mnoZiny Y nazyvame
relaci f C X x Y, kdyz plati

Vee X,yeY :xfy.

U relaci jsme si zavadéli imluvu, kde jsme si pro jejich znaceni rezervovali
velkd pismena latinské abecedy. U zobrazeni je tomu trochu jinak.

Umluva 4.3.2. Zobrazeni budeme obvykle znadit malymi pismeny latin-
ské abecedy a,b,c,...,r,y,z, nebo pripadné malymi pismeny ftecké abecedy
a?ﬂ?’y?"'JXJ/lb?w'

Ze f je zobrazeni X do Y zapisujeme jako
f: X—=Y
a to, ze zobrazeni f prirazuje prvku x prvek y vyjadiime zapisem

frx—uy.

Ctenafovi je nejspise znAmdjsi vyjadieni této skutecnosti pomoci zapisu f(z) (jako
u funkci), tj. prvku x € X je pfitazen prvek f(z) (= y) z mnoziny Y. Jaky je
tedy rozdil mezi funkci a zobrazenim? Ve skutec¢nosti toto nene v matematice
jednotné. V urc¢itych odvétvich se tyto terminy povazuji za synonyma a jinde se
zase funkci nazyva specialni typ zobrazeni, kdy mnozina Y je ¢iselnd, tj. R, C, Q,
... (tedy funkce je zobrazeni, avSak ne naopak). My tyto pojmy budeme v dalsim
textu rozlisovat, aby byl vyklad jasnéjsi.

Napt. zobrazeni f : {1,2,3,4} — {a,b,c}, kde f = {(1,b),(2,b),(3,a), (4,c)} je

znézornéno na obrazku [4.6]

A

) B
.| f )
1 o
o] a
2 ~se
o | b
3 [ ve
ol | ¢
4 /

N

Obrazek 4.6: Grafické znazornéni zobrazeni f = {(1,b), (2,b), (3,a), (4,¢c)}.
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U zobrazeni f: X — Y, kde f:x— y, se

e x nazyva vzor prvku y a

e y se nazyva obraz prvku x nebo také hodnota zobrazeni f v bodé x.

Mnozinu X nazyvame mnozina vzoru. U funkci je zvykem tuto mnozinu nazyvat
definicni obor.

Téz se zavadi obraz mnoZiny, tj. je-li A C X, pak

f(A) ={f(a) |ae X}.

Obraz f(A) libovolné mnoziny A C X je vzdy podmnozinou Y. Speciélné, obraz
f(X) mnoziny X se u funkci nazyva obor hodnot. V pripadé funkce, co by pod-
mnoziny kartézského soucinu, byl ¢tenar nejspise zvykly je zadavat pomoci tzv.
funkéniho predpisu, napt. f : R — R, pticemz f(x) = 2° — 22 + 1. Takto zadanou
funkei jsme znézornovali pomoci grafu (viz .

3,,

—1 4+

Obrazek 4.7: Graf funkce f: R — R, kde f(z) = 2% — 22 + 1.

4.3.2 Druhy zobrazeni

Skladani zobrazeni je zcela stejné jako v pripadé relaci (ostatné zobrazeni je
relace). Avsak pro ujasnéni si jej zformulujme jako samostatnou definici.

Definice 4.3.3 (Sklddéni zobrazeni). Necht f : X — Y a g : Y — Z jsou
zobrazeni. SloZenim zobrazeni f a g nazveme zobrazeni h : X — Z, pro které
plati

Ve e X : h(z) = g(f(x)).

SloZeni zobrazeni g a f se znaci (stejné jako u relaci) go f, tzn. h =go f.
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Podle praveé zformulované definice tedy plati:

Ve e X : (gOf)(lv) =g(f(x)).

Definice 4.3.4 (Dulezité druhy zobrazeni). Necht je déno zobrazeni f : X — Y.
Pak f je

(i) prosté (téz injektivni Ci injekce), jestlize Va,y € X, x # 1y : f(z) # f(y).
(il) ndl] (téz surjektionf &i surjekce), jestlize Vy € Y, 3z € X : f(z) =
(iii) wvzdjemné jednoznacné (téz bijektivni ¢i bijekce), kdyz f je prosté a na.
Priklad 4.3.5. Ukéazky nékterych zobrazeni a jejich klasifikace podle [4.3.4
(i) Zobrazeni fi:7Z — Z, kde fi(n) = —n, je bijekce.

(ii) Zobrazeni f; : Z — N, kde fo(n) = |n| + 1, je na, avSak neni prosté a tedy
ani bijekce.

(ili) Zobrazeni f3 : R — (0,00), kde f3(x) = 2%, je na, ale neni prosté.

(iv) Zobrazeni f; : R — (0,00), kde f4(x) = 2* + 1, neni prosté ani na.

(v) Zobrazeni f5: R — (0,00), kde f5(x) = €”, je bijekce.

(vi) Zobrazeni fg : A? — A% kde f6((x,y)> (y,z), je bijekce (pro libovolnou

mnozinu A).

(vii) Zobrazeni f; : A — A, kde f;(x) = z, je bijekce (pro libovolnou mnoZinou
A).

(Inspirovéno [§], str. 10.)

Psit v matematice f((a:l,xg, o ,xn)> je nezvyklé (jak jsme provedli v |(vi))).
Nejspise by davalo veétsi smysl v takovém pripadé nepsat vnorené zavorky. Proto
si zavedme nasledujici imluvu.

Umluva 4.3.6. Zapis f((xl,xQ, o ,xn)> budeme jednoduse nahrazovat symbo-
lem f(x1,29,...,2,) stejného vyznamu (tj. obraz usporddané n-tice).

Posledni bod je dosti vyznamnym prikladem zobrazeni, které si zaslouzi
vlastni definici (viz {4.3.7)).

Definice 4.3.7 (Identita). Necht f : X — X je zobrazeni takové, ze f(z) = x.
Pak f nazyvame identitou nebo téz identické zobrazenia znac¢ime jej 1x.

U zobrazeni a jejich skladani mizeme pozorovat jisté zavislosti. Jejich dikazy
jsou trivialni a plynou pfimo z definice, ale presto si je zde uvedeme.

LObsirnéji f je zobrazeni X na Y (akoliv do do Y je téz spravné), pokud plati uvedeny
vyrok.
27, francouzstiny, ¢éteme ,syrjektivni“/, syrjekce®.
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Tvrzeni 4.3.8 (Vlastnosti skladani zobrazeni). Necht f: X - Y ag:Y — Z
jsou zobrazeni. Pak

(i) jsou-li f,g prostd zobrazent, je i g o f prosté zobrazend.
(ii) jsou-li f.g zobrazeni na, je i go f zobrazeni na.

(iii) jsou-li f,g bijekce, je i go f bijekce.

Diikaz. (i). Necht jsou dany prvky z,y € X takové, ze x # y. Protoze f je prosté,
pak mame f(x) # f(y). Protoze prvky f(z),f(y) € Y jsou ruzné a g je prosté,
g(f (@) # g(f(y))-

(7). Zde budeme postupovat opacné. Méjme prvek z € Z. Z predpokladu, ze
g je na, plyne, Ze existuje y € Y takové, ze g(y) = z. Analogicky pro y musi
existovat € X takové, ze f(z) =y, nebot f je na. Tzn. g(f(x)) = =.

(7i7). Piimy dusledek (i) a (ii). O

Princip bodu je znazornén na obrazku

|

CERYED:
CEEEED]}

CERNED.

Obréazek 4.8: Priklad slozeni bijekci f a g.

(Sekce inspirovana [I], str. 39-43.)
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Kapitola 5
Budovani c¢iselnych mnozin

Ne nadarmo se nékdy metaforicky teorii mnozin riké svét matematiky. Mno-
ziny jsou skutecné silnym nastrojem pro budovani rtznych matematickych ob-
jektl. Jiz jsme si vysvétlovali, Ze zobrazeni mezi mnozinami A a B neni nic jiného,
nez mnozina usporadanych dvojic, coz podle Kuratowského definice usporadané
dvojice nen{ opét nic jiného nez mnozina. Tedy i funkce tak, jak je zndme
ze stfedni skoly, 1ze bez problému vnimat jako ,,pouhé® mnoziny, splinujici urc¢ité
pozadavky.

Jak ale reprezentovat pomoci mnozin ¢isla? Takto se jedna o dosti slozitou
otazku, nebof ¢iselnych obort méame hned nékolik: prirozena cisla, racionalni
¢isla, redlna ¢isla a jiné dalsi. Je az s podivem, ze takto pro nas elementarni
zalezitost by mohla mit mnozinovou definici. V této kapitole se podivame na to,
jak mtuzeme v tomto ohledu zavést prirozend cisla N, ktera jsou pro ostatni ¢iselné
obory zékladnim stavebnim kamenem (jejich konstrukce je provadéna pravé na
zékladé prirozenych ¢isel N). Pokud jde o budovani napr. raciondlnich ¢isel Q
¢i redlnych ¢isel R, velmi pékné je toto popséno v knize [7] (str. 8-32), z niz je
ostatné v dalsich odstavcich cerpano.

5.1 Peanovy axiomy

Jeden ze zpusobi, jak popsat prirozena ¢isla, je zavedeni urcitych axiomu pro
né. Timto se zabyval matematik a logik GIUSEPPE PEANO (1858-1932), ktery
zavedl soustavu axiomil, dnes nazyvanou Peanovy axiomy, kterd vystihuje jejich
vlastnosti. Pozdéji uvidime, ze tyto vlastnosti spliuji pravé prirozena cisla s
nulou N{T

Zde si dovolim ¢tenare upozornit, ze v dalsim vykladu této sekce se budeme
pohybovat (chvili) mimo teorii mnozin. Peanovy axiomy jsou ve skutecnosti zékla-
dem pro samostatnou teorii, tzv. Peanovu aritmetiku (PA). Pozdéji si ukazeme,
jak vybudovat prirozena ¢isla v ramci ZF a uvidime, ze Peanovy axiomy jsou
i v jejim rdmci splnény (i kdyz zde jiz technicky neptjde o axiomy, nybrz o véty).

Ve skutecnosti takovych mnozin existuje vice. Lze vsak ukézat, ze pro vSechny existuje
bijekce na Ny, kterd zachovava vsechny vztahy mezi jejich odpovidajicimi prvky (presnéji tzv.
izomorfismus). Vsechny mnoziny spliiujici Peanovy axiomy maji tak ,shodnou strukturu®. Du-
kaz tohoto faktu zde vSak vynechame.
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Trochu obecnéji lze ukazat, ze axiomatizovana Peanova aritmetika existuje v jisté
izomorfni formé prave i v ZF (viz znazornéni na obrazku [5.1)).

ZF
PA

izomorini

Obrézek 5.1: Model M v ramci ZF, ktery je izomorfni s PA.

Peanovy axiomy pro prirozena cisla:
X je mnoZina obsahujici (specidlni) prvek Ox € X a s : X — X zobrazeni takové,
ze:

(P1) zobrazeni s je prosté, tj. Va,y € X,z # vy : s(z) # s(y),
(P2) Vx € X : s(x) #0x a

(P3) pro kazdou formuli ¢(z) plati (go(OX) AVx € X @ p(z) = cp(s(x))) =V €
X :p(x).

Idea zobrazeni s v kontextu Peanovych axiomt je takovd, ze kazdému x je prirazen
jeho ndslednilf] s(x).

e Prvni axiom tak 1iké, ze pokud mame dva ruzné prvky z,y, pak nikdy
nemohou mit stejného naslednika.

o Druhy axiom |(P2)| se tykd specidlné prvku Ox a zarucuje, ze Ox neni na-
slednikem zadného prvku.

o Treti axiom postuluje, ze pokud pro libovolnou formuli ¢(x) plati
¢©(0x) a pro kazdé jeji x z platnosti ¢(z) plyne i platnost p(s(z)) (tedy
je-li formule ¢ splnéna pro x, pak je splnéna i pro jeho naslednika s(x)),
pak nutné formule ¢ plati pro vsechna x € X. Tento aXiomH se téZ nazyva
princip matematické indukce a ¢asto jej vyuzivame v dukazech (viz podsekce

v priloze [A).

Z kontextu lze vidét, ze prvek Ox zde zastava roli ¢isla nula. Skutecné, pokud
bychom si oznacili postulovanou mnozinu X jako Ny a jeji prvky 1,2,3,..., tj.

2Tento termin si formalné definujeme v sekci n pomoci mnozin.

3Pfesnéji bychom méli psat schéma axiomsi, nebot kazdou formuli ¢ piedstavuje tvrzeni
samostatny axiom. Tedy axiom je (stejné jako v pfipadé schématu axiomt vydéleni) nekonecné
mnoho.
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Nyo = {0,1,2,...}, kde Ox interpretujeme pravé jako ¢islo 0 a funkci s definovali
s(n) = n+ 1, pak lze vidét, ze Ny spliiuje axiomy |(P1)} |[(P2)[a [(P3)]

Nutnost prvnich dvou axiomi si mizeme pomérné lehce predstavit. Prvni po-
zadavek na prostost zobrazeni s je celkem prirozeny. Napt. ¢islo 7 je naslednikem
¢isla pouze cisla 6. Nikdy tak nemiize vzniknout situace jako na obrazku [5.2]

0 1 2 3
Obrazek 5.2: Kazdy prvek je naslednikem pravé jednoho prvku.

Podobné prvek 0 nenf ndslednikem zadného prvku (viz obrézek [5.3).

@ oo o

0 2 3

Obrazek 5.3: Zadny prvek neni néslednikem 0.

Neni tézké si téz uvédomit, ze prirozena ¢isla bez nuly N téz splnuji|(P1)]
a|(P3)| staci za prvek Ox vzit ¢islo 1.

5.2 Prirozena cisla

Peanovy axiomy nam davaji pomérné jasnou predstavu, co od prirozenych ¢isel
pozadovat. Nasim cilem tak pochopitelné bude, aby nase definice prirozeného cisla
v ZF zachovala vsechny zakladni vlastnosti, které prirozena ¢isla maji splnovat.
Zaroven by nase definice neméla byt takto samoucelnd, ale méla by byt dale
pouzitelna pri definici zakladnich aritmetickych operacich na prirozenych cislech
a také definovani relaci mezi nimi, tj. napt. <, >, aj.

Ctenaf nejspise nebude nic namitat, pokud fekneme, Ze ,nejjednodussi mno-
zinou pro nas je prazdnia mnozina. Z toho by nas tak mohlo prirozené napad-
nout definovat prvek (¢islo) 0 jako (). Jak pak ale definovat naslednika ¢isla x?
Zde prichdzi pomérné chytra definice, kterd zde zastoupi zminénou funkci s (viz

sekce .

Definice 5.2.1 (Néslednik). Necht x je libovolnd mnozina. Pak ndslednikem x
rozumime mnozinu
=z U{z}.

Zapis T je v tomto pripadé zkratkou pro s(z). Z této definice tedy mame
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napr.:

0 =0,
0" =0u{0} = {0},
0t = (0% = {0} U {{0}} = {0, {0}},
O = (07)" = {0,{0}} U {{0,{0}}} = {0, {0}, {0, {0}}},

(Prevzato z [7], str. 38.)

Na zacatku jsme si Tekli, ze nejprirozenéjsi se pro nas zda definovat ¢islo 0
pravé jako (). Spolecné s definici naslednika libovolné mnoziny se zd4 nyni velmi
lakavé definovat mnozinu Ny jako

{0,0+,0++,0+++, . } .

Pochopitelné zapisovat obecny prvek n mnoziny Ny jako

n-krat

——~
oF++

je dosti nepraktické. Lepsi pro nas bude, kdyz si kazdého z nich néjak oznacime:

1=0"=0U{0} = {0},

2= (0")r =1* =0U {1} = {0,1},

3= (07H)" =2+ = {0,1} U {2} = {0,1,2},

4 (0+++)+ =3t = {0,1,2} U {3} = {0,1,2,3},

Zde se ukazuje jedna technicka vyhoda této definice, a to sice, ze kazdy prvek x
obsahuje vsechny své predchidce. Formalné bychom takovy termin mohli defino-
vat nasledovneé:

Definice 5.2.2 (Predchidce). Necht n € Ny. Pak predchidcem prvku n nazveme
kazdy prvek m € n.

Ctenar si jiz nyni mtze zkusit rozmyslet, jakou relaci mezi prirozenymi ¢isly
muzeme takto pomérné snadno definovat. Predtim se vsak jesté trochu detailnéji
podivame na relace, kterym jsme se vénovali v kapitole [] v sekei [4.2]

5.3 Relace podrobnéji

U relaci jesté chvili ziistaneme, nebot ty budou pro nas v dals$im textu nejpod-
statnéjsi. Mezi nimi lze najit mnoho zvlastnich typ, které jsou svoji strukturou
velmi vyznacné. Pokud se ¢tenar do této chvile stihl ztratit v zaplavé novych
pojmu a znalosti, doporucuji se vratit k sekcim o relacich a 4.3 o zobrazenich.

o4



5.3.1 Druhy relaci

Zatim jsme si uvedli pouze jeden zvlastni typ relace, ktery ndm (nejspise) byl
jiz trochu povédomy, a to sice zobrazeni. Lze se vSak setkat i s relacemi, které jsou
svoji povahou zcela odlisné. V této sekci si zavedeme dva takové typy. Nejdrive

Ackoliv jsme si zavadéli relaci obecné mezi dvéma mnozinami X a Y, v dalsim
textu se omezime jiz pouze na relace na mnoziné.

Definice 5.3.1 (Dulezité vlastnosti relaci). Necht R je relace na mnoziné X. Pak
R je

(i) reflexivni, jestlize Vo € X : zRx.

(i

)

(i) symetrickd, jestlize Va,y € X : xRy = yRx.
) tranzitivnid, jestlize Vz,y,z € X : tRy AyRz = xRz.
)

(iv) antisymetrickd, jestlize Vx,y € X : xRy NyRx = x = y.

Reflexivni relace je jednoduse takova relace, kdy jsou vSechny prvky v relaci

samy se sebou (viz [5.4).

w c
°
z a b
z [ [
(a) Piiklad reflexivni relace na mno-  (b) Pfiklad minimalni reflexivni re-
ziné o Ctyrech prvcich. lace na mnoziné o tfech prvcich.

Obrazek 5.4: Priklady reflexivnich relaci.

Specidlné obrazek [5.4D] je prikladem nejmensi mozné reflexivni relace. Z defi-
nice [£.3.7] mtizeme vidét, Ze se jednd o identitu.

Podobné si muzeme zndzornit i symetrii na obrézku [5.5]

w
[ ]

S
Obréazek 5.5: Symetricka relace na mnoziné o ¢tytech prvcich.

7 obrazku muzeme vidét, ze mezi dvojici prvku, které jsou v relaci, vedou
Sipky obéma smeéry.
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U tranzitivity musi platit, ze pokud mame Sipku z = do y a zaroven z y do z,
pak musi existovat i sipka z x do z (viz [5.6).

w

S
<
IS

Obréazek 5.6: Tranzitivni relace na mnoziné o ¢tytech prvnich.

vvvs

Zatimco u symetrie plati, Ze relace musi byt ,vzajemna“, u antisymetrie naopak
rikame, ze pokud jsou prvky ve ,vzajemné“ relaci, pak se jedné o tentyz prvek. Z
toho si vSsak mizeme uvédomit, ze u antisymetrické relace nemuze nastat, ze by
mezi dvéma riznymi prvky vedly Sipky obéma sméry, jak lze vidét na obrazku

5.7

Obrazek 5.7: Antisymetricka relace na mnoziné o tfech prvcich.

Nyni si zadefinujeme dalsi dilezity pojem v definici [5.3.2]

Definice 5.3.2 (Inverzni relace). Necht R je relace mezi mnozinami X a Y.
Inverzni relaci k relaci R nazyvame relaci

R~ = {(yx) | xRy} .

Pro¢ pravé inverzni? Méjme libovolnou relaci R € X X Y a k ni inverzni
relaci R™! (ta je naopak podmnozinou ,,obraceného® kartézského soucinu Y x X).
Zkusme relace R a R™! slozit (pro pfipomenuti viz definice [4.2.3)).

R1'oR= {(:p,z) ‘ JyeY xRy A yR_lz}

Ovsem vime, Ze kdyZ xRy, pak yR™ 'z, coZ znamen4, 7e x(R o R~!)z. Tedy slo-
zenim ziskame identitu:

R 'oR=1y.

Stejné je tomu i u zobrazeni. Ctenat pravdépodobné jiz slySel termin inverzni
funkce. Zde se nam tato znalost krasné propojuje se sttedoskolskym ucivem.

Poznamka 5.3.3. Inverzni zobrazeni f=! k f existuje pravé tehdy, kdyz f je
prosté (pro pripomenuti viz definice [4.3.4)).

o6



Nékteré priklady jsou nize.

(i) Funkce f; : R — (0,00), kde fi(z) = e%; inverzn{ funkce f; ' : R* — R je

fit(z) =Inz.
(ii) Funkce f5 : <—72T,72T> — (=1,1), kde fo(x) = sinz; inverzni funkce f, ' :
(—1,1) — <—72T,72T> je fy'(x) = arcsinz,

(iii) Funkce f3 : R — R, kde f3(z) = 2 — 1; inverzn{ funkce je f; ' : R — R je
fil(z) = Vo + 1.

Je vidét, ze slozenim libovolné f; s f; ' dostaneme identitu ( fio fi 1) () = x.

5.3.2 Relace usporadani

Relace 1ze dale klasifikovat podle jejich typt. Kazdy z nich se vyznacuje pravé
podle definovanych druht v[5.3.1] do nichz spadaji. Pro nés bude velmi podstatné
tzv. uspordddni. (Vedle tohoto typu jesté existuje tzv. relace ekvivalence, o které
si lze precist v pifloze [E])

Definice 5.3.4 (Uspoiadani). Nechi R je relace na mnoziné X. Rekneme, 7e
R je relaci usporddani (téZ jen uspordddni), pokud je reflexivni, antisymetricka
a tranzitivnd.

Zacnéme opét priklady, at vime, jak si takovy typ relace vlastné predstavit.
Mé¢jme relace Ry a Ry na obrézcich a. (Zkuste si sami rozmyslet, zda Ry, Ry
spliuji podminky uspotradani.)

Obrazek 5.8: Relace usporadani R; na mnoziné o Sesti prvcich.
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Xy X5 Zg

Lo I3 "
8

T Lo
Obrazek 5.9: Relace usporadani R; na mnoziné o deviti prvcich.

Naopak ukazky modifikaci relaci Ry,Rs na obrazcich a nejsou uspo-

radanimi.

Obréazek 5.10: Relace Ry U (xg,24), kterd neni usporadanim.

Ty Ts

€3

T

Obrazek 5.11: Relace Rs \ (xg,79), kterd neni uspordadanim.

Piiklad 5.3.5. Dalsi piiklady uspoiadani:

(i) Relace ,<* na mnoziné N je usporadéni.
(ii) Relace ,>“ na mnoziné R je usporadani.

(iii) Relace ,,|“ (,,byti délitelem“) na mnoziné N je usporadani.
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(iv) Relace ,C* na mnoziné P (X) je usporadani, kde X je konend mnozina.

Zde si muzeme vsSimnout jisté redundance pti zakreslovani. Konkrétné sipky
vyplyvajici z tranzitivity a reflexivity bychom v téchto pripadech mohli klidné
vynechat a povazovat za samoziejmé. Zaroven jsme cilené zakreslili relace Ry
a Ry tak, aby Sipky vedly pouze nahoru, nebot to ¢ini obrazek prehlednéjsim.
(Toto funguje diky tomu, ze v relaci usporadani se nemohou vyskytnout ,,cykly*
kvuli podmince antisymetrie a tranzitivity, nepoc¢itame-li ,,cykly“ z reflexivity.)
Zkuste se schvalné podivat na znazornéni relace R, na obrazku pro srovnani.

Obréazek 5.12: Relace R; zakreslena podle poradi indext prvki.

Tim se dostavame k tzv. Hasseovym diagramim, které nam poskytuji velmi
komfortni reprezentaci usporadani. Dosavadni zplisoby reprezentace relaci v sobé
obsahovaly jistou miru libovile, co do umisténi prvka v diagramech, nebot di-
lezité byly pouze Sipky mezi nimi. Zde toto jiz neplati, nebot umisténim prvku
budeme urcovat, které jsou spoleéné v relaci. Pfijmeme konvenci, ze Sipky mezi
prvky povedou pouze smérem nahoru. Tzn. pokud x Ry, pak x bude nakresleno niz
oproti y. Na obrazku mame zakreslené usporadani na mnoziné {y;,ys,Y3,y4}-

Ya
Ys

Y2

Y1
(a) Standardni zakresleni S (b) Hasseuv diagram S

Obréazek 5.13: Relace S zakreslend standardné a pomoci Hasseova diagramu.

Podobné miizeme zakreslit i relaci R; z obrdzku [5.8] (viz obrdzek [5.14)).
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Zs Te

Hp) Ty

€1

Obrazek 5.14: Hassetiv diagram relace R;.

(Sekce inspirovana [I], str. 44-48 a str. 55)

5.4 Specialné o usporadanych mnozinach

Usporadani v matematice 1ze déle klasifikovat. Uz jsme méli moznost vidét
ruzné priklady tohoto typu relace, kdy nasim primarnim cilem bylo si ilustrovat
jeho vlastnosti, jimiz je definovana a ukazat si pro nas jejich vyhodny jejich
zpusob zakreslovani — Hasseovymi diagramy. V této ¢asti se vice zamérime na
vlastnosti usporadani, zavedeme si dalsi typy a predevsim se podivame na tzv.
dobre usporidané mnoziny.

V ohledu, v jakém se budeme dale usporddanim vénovat, se nam bude lépe
pracovat s nasledujicim terminem.

Definice 5.4.1 (Usporddand mnozina). Necht R je uspofadani na mnoziné X.
Pak uspotrddanou dvojici (X,R) nazyvame usporddand mnozina.

Definice 5.4.2 (Linedrni uspotrddani). Necht (X,R) je usporddand mmozina.
Pak R, resp. (X,R) nazyvame linedrnim uspordddnim, resp. linedrné uspordadanou
mnozinou, jestlize Vx,y € X : xRy V yRx.

Pojem cdstecné usporddani, resp. cdstecné usporddand mmnozina jsou pouzi-
vany naopak pro usporadani, kterda nemusi byt nutné linearni. Jedna se tedy
pouze o obsirnéjsi termin. Obecné plati, ze kazda linearné usporadana mnozina
je castecné usporadanou, avsak ne kazda ¢asteéné usporadand mnozina je linearné
usporadanou.

Priklad 5.4.3. Klasifikace nékterych znamych usporadani a jejich Hasseovy di-
agramy.

(i) (N, <) je linearné usporadana mnozina.
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2

1

Obrazek 5.15: Diagram usporadané mnoziny (N, <).

(i) (S, ), kde S ={1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60} (mnozina vsech délitelt

¢isla 60), je castecné (nikoliv vsak linedrné) usporddand mnozina.

Obrazek 5.16: Diagram uspotadané mnoziny (.5, |).

(iii) (P(X),C), kde X = {a,b,c,d}, je ¢astecné (nikoliv vSak linedrné) uspora-
dana mnozina.

{a,b,c,d}

N
{a,b,c} {a,b,d}—{a,c,d}{b,c,d}

Obréazek 5.17: Diagram uspordadané mnoziny (P (X), Q).

)y =

Lze si vsimnout, ze diky antisymetrii tvori prvky jistou ,hierarchii“. Napf.
v|(i)| v predeslém piikladu muzeme vidét z obrazku [5.15], ze kazdému prvku
,predchazi“ jiny prvek az na ¢islo 1. Podobné je tomu tak i u a .
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Definice 5.4.4 (Porovnatelné prvky). Necht (X,R) je uspoiddand mnozina. Rek-
neme, ze prvky x,y € X jsou porovnatelné, pokud xRy V yRx.

Linedrni usporddand mnozina (X,R) je tak jednoduse usporddand mnozina,
kde jsou kazdé dva prvky porovnatelné.
Pro priklad porovnatelnych prvkii nemusime chodit daleko. Vezméme si vSechny
tieba vSechny délitele ¢isla 20, tj. ({1,2,4,5,10,20}, |), na obrazku nize, kde
je zelené zvyraznén priklad porovnatelnych prvki a c¢ervené priklad prvku, které
nejsou porovnatelné.

1

Obréazek 5.18: Diagram usporadané mnoziny ({1,2,4,5,10,20}, |) se zvyraznénim
porovnatelnych a neporovnatelnych prvkii.

e/ s

pro nas budou stézejni.

Definice 5.4.5 (Minimélni/maximélni prvek, nejmensi/nejvétsi prvek). Necht
(X, <) je uspordadand mnozina. Méjme prvek a € X. Prvek a nazveme

(i) minimdlnim, pokud Vo € X,z #a:z A a.
(ii) maximdlnim, pokud Vo € X,z #a:a A x.
(iii) nejmensim, pokud Vo € X :a < z.
)

(iv) nejvétsim, pokud Vr € X : x < a.

Na prvni pohled nemusi byt rozdil v definici jednotlivych termini zrejmy.
Zkuste se vsak nad nimi zamyslet z pohledu porovnatelnosti prvki. Ve skutec-
nosti terminy nejmensi a nejvetsi prvek jsou ,silnéjsi“. Je-li napf. prvek maxi-
malni, pak tvrdime, Ze neni s zddnym z ostatnich prvkti mnoziny v relaci. To ale
vSak neznamend, ze je se vSemi prvky porovnatelny. (Opét vyzyvam ¢tenéfe, aby
si zkusil rozmyslet.) Podobné je tomu i pro minimalni prvek. Naopak nejvétsi
a nejmensi prvek jsou vzdy s kazdym prvkem porovnatelné. Lépe bude rozdil
v téchto terminech vidét opét na prikladech.

Priklad 5.4.6. Ukazky nékterych usporddanych mnozin a jejich nejmen-
Sich/nejvétsich, resp. minimélnich/maximélnich prvka. Maximélni/nejvetsi
prvky jsou oznaceny oranzovou barvou a minimalni/nejmensi prvky fialovou.
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(i) Usporadand mnozina (N, <) ma minimaln{ prvek 1, ale nema nejvétsi, ani
maximalni prvek.

2

1

Obrazek 5.19: Diagram usporddané mnoziny (N, <) s minimalnim prvkem.

(ii) Usporadand mnozina ({1,2,...,10}, |) ma nejmensi prvek 1 a maximalni
prvky 7, 8, 9 a 10, ale neméa nejvetsi prvek.

4
2 3 )
1
Obréazek 5.20: Diagram usporddané mnoziny ({1,2,...,10}, |) s minimalnim prv-

kem a dvéma maximalnimi prvky.

(iii) Uspofddand mnozina (A2, <), kde A = {1,2,3}, definované pfedpisem
V(@1,22),(y1,y2) € A” (($1,$2) = (Y1) & <y Axp < y2>

mé nejmensi prvek (1,1) nejvétsi prvek (3,3).
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(1,1)

Obrézek 5.21: Diagram usporddané mnoziny (A?, <) s nejmensim prvkem a nej-
vétsim prvkem.

Ve skutecnosti si lze v§imnout, Ze nejvétsi, resp. nejmensi prvek je vzdy zaro-
ven i maximalni, resp. minimalni. Opac¢né tvrzeni vSak jiz neplati.

5.5 Vlastnosti prirozenych cisel

Podivejme se nyni blize na vlastnosti ptirozenych c¢isel, které plynou z definice
v sekci Jiz jsme si ukazovali, jak 1ze axiomaticky zavést prirozena ¢isla pomoci
Peanovych axiomu (viz , které nam davaly pomeérné jednoznacnou predstavu,
co od takové mnoziny pozadujeme. Skutecné, mnozina ptirozenych ¢isel zavedena
jako

0=0, 1={0}, 2={0.1}, 3={012}, 4=1{0,1,2,3},

spoleéné se zobrazenim s (ndslednik) definovanym predpisem s(z) = z U {z} spl-
nuje tyto axiomy. Méjme na paméti, ze v ramci teorie mnozin Peanovy axiomy
jiz nejsou v ZF axiomy, nybrz véty (tvrzeni, kterd lze odvodit z axiomu ZF). Je-
jich platnost zde dokazovat nebudeme, avsak budeme je v dalsim textu pouzivat.
Dikazy lze najit v knize [7], str. 40-41 a str. 43-44.

Na konci sekce [5.2|jsme poukazali na to, Ze zavedeni prirozenych ¢isel pouzitym
zpusobem ma za dusledek, ze kazdy z prvki obsahuje vsechny své predchiidce. To
nam umoziuje zformulovat poznatek [5.5.1] Zaroven nam to poslouzi jako ukdzka
vyuziti indukce pfi studiu tohoto modelu prirozenych ¢isel v ZF.

Lemma 5.5.1. Necht jsou ddna prirozend cisla n,m € Ny. Pak plati:
(Z) nENO:nQNO,
(i) m € n = m Cn,
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Diikaz. Vsechny body tohoto tvrzeni samostatné dokazeme indukei.

Pro zacatek ovérime platnost tvrzeni pro nulu. To jisté plati, nebot 0 =
() a prazdnd mnoZina je podmnozinou kazdé mnoziny, jak jsme si jiz dokdzali
v tvrzeni 3.2.7] tedy i 0 C Nj.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro jisté prirozené ¢islo n, tzn. n C Ny.
UkéZeme, Ze tvrzeni plati i pro n™. Protoze n € Ny, pak {n} C Ny, z ¢ehoz jiz
plyne, ze n™ = nU{n} C Ny, nebot sjednocenim podmnozin je opét podmnozina.
7 principu indukce tak |(i)| plati pro vSsechna n € N.

Definujme mnozinu
X={neNy|Vm(men=mCn)}.
Nasim cilem je indukci ukézat, ze X = Nj.

Urcité plati, ze 0 € X. (Ackoliv () neobsahuje zadné prvky, podminka presto
plati. Vysvétleni v sekei[3.2) v dikazu lemmatu [3.2.7])

Piedpoklddejme, ze n € X. Ukdzeme, ze n™ € X. Vezméme si libovolny prvek
m € nt =nU{n}. Z toho vyplyva, ze bud m € n, nebo m = n. V prvnim piipadé
m € n z indukéniho predpokladu plati m C n, tedy i m C nU{n} =n*. V druhém
piipadé m = n plati totéz. Tim jsme ukézali, Ze n* € X a podle principu indukce
tedy plati X = Nj.

Pro nulu tvrzeni plati. Opét predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n € N,
tj. n ¢ n. Indukéni krok dokdZeme sporem. Pro spor necht plati n™ € n*. Pak z
definice n* musi platit bud nt € n, nebo n™ = n. Pouzitim tvrzeni v obou
pripadech dostévame, ze n™ = n U {n} C n. To znamena, ze {n} C n, z ¢ehoz
jiz odvodime n € n. To je vSak spor s indukénim predpokladem, ze n ¢ n. Tim
dostéavame, ze n™ ¢ n'. O

(Prevzato z [6], str. 86-87.)

Vsimnéte si, ze bod jsme dokazali definovanim mnoziny prvki, které spl-
nuji dokazované tvrzeni a ukazali jsme, ze takova mnozina jsou vsechna prirozena
¢isla. Ostatni body a jsme dokazali ,béznou” indukci. Jedna se vSak o
ekvivalentni pristupy.

Je tak docela pékné vidét, co v fe¢i mnozin znamena, kdyz je néjaké prirozené
¢islo vetsi/mensi nez jiné.
Definice 5.5.2. Necht n,m € Nj. Pak definujeme
(i) m<n U men,

)
(ii) m<n®m<nvm=n,
)

(iii) m >n & n <m,
. f.
(iv) m>nn<m.

O relaci ,<“ jsme jiz v minulé sekci o usporddénich [5.4] ukazali, Zze na N
se jedni o uinedrni uspotradani (konkrétné v prikladu |5.4.3)). Zde jsme s ni vsak
nepracovali ve smyslu definice[5.5.2l Zkusme se tedy presvedcit, ze je takto defino-
vand relaci skutecné linearnim usporadanim na Ny (pro pfipomenuti definice viz
5.3.4). Nejdrive si vSak zformulujme nasledujici lemma, které pozdéji vyuzijeme.
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Lemma 5.5.3. Necht jsou dana prirozend cisla n,m € Ny. Pak plati:

(i) m <n<mCn,

(i) m <nVm=nVm>n.

Diikaz. |(i) (= ). Z definice mame m € n. Platnost této implikace je pouze du-

sledkem lemmatu (bodu a faktu m € m (bod |(iii))).

(< ). Postupujeme indukei podle n. Zvolme si pevné m € Ny. Pro n = 0 lze
vidét, ze tvrzeni plati.

Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro n (a vSechna m), tj. m < n < m C n.
Zvolme m C n'. UkdZeme, Ze z toho plyne m < n*.

Ukazme nejprve, ze m C n. Na to lze nahlédnout sporem. Kdyby platilo n >
m, tzn. n € m, pak by podle tvrzeniv lemmatudostéwéme n C m a tedy
i nt C m (opét nemize platit, ze n € n). To je vSak v rozporu s predpokladem,
zem Cnt.

Jiz tedy vime, ze n € m a m C n. Z definice podmnoziny mohou nastat dva
pripady (pro pripomenuti viz definice .

o m C n. Podle indukéniho predpokladu plati m < n a tedy i m < n*.

o m = n. Pak z faktu n < n™ plyne m < n™.

V obou ptipadech jsme tak dokazali indukéni krok.

vvvvvv

muze nalézt v knize [6], str. 88. O
(Prevzato z [6], str. 87-88.)

Disledek 5.5.4. Vnm € Nyp:n <mVm < n.

Diikaz. Primo plyne z tvrzeni|(ii)| lemmatu |5.5.3] O

Diky lemmattm [5.5.1] a dusledku miZzeme jiz zformulovat vétu
5.5.5] Dtikaz lze nalézt v pifloze D]

Véta 5.5.5. (N, <) je linedrné usporddand mnozina.

Co kdybychom uvézili relaci ,,<* na Ny? Striktné podle definice by
(Np, <) nebyla usporddand mnozina, nebot ,<“ neni reflexivni. Nicméné zby-
vajici vlastnosti jsou zachovany. V matematice se obcas déle rozlisuje tzv. ostré
a neostré usporadani, kdy ostré oproti neostrému je antireflerivni, tj. pro vsechna
x 7z dané mnoziny neplati z Rx.

5.6 Aritmetika prirozenych cisel

Jiz jsme si ukazali, Ze nase definice prirozenych ¢isel je skutecné korektni a spl-
nuje vlastnosti linedrniho usporadani vzhledem k relaci ,,<“. Poslednim krokem
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pro nas nyni je zavést zakladni pocetni operace a dokazat, ze maji takové vlast-
nosti, na jaké jsme zvykli. V této sekci si vSak jen ukdzeme néznak, jak zavést
tyto zakladni pocetni operace; dikaztm jejich vlastnosti se jiz vénovat nebudeme.
Zatim jsme se bavili v pfipadé mnozin pouze o jejich strukture, avsak vyhybali
se termintim jako pocet prvki, velikost mnoZiny, apod. Pfitom prirozena cisla si
¢loveék casto spoji s poc¢tem néjakych objektt. Intuitivni by tak bylo defino-
vat tyto operace v tomto duchu. Alternativni zavedeni pomoci naslednik nabizi
napr. kniha [7], str. 48-57.

Zcela pochopitelné by ¢tenar mohl namitat, Zze pojem ,,velikost mnoziny*
jsme nikterak formalné nedefinovali. Vzhledem k tomu, ze v této sekci budeme
pracovat pouze s koneénymﬂ mnozinami, muzeme zatim termin poctu prvki
chapat viceméné intuitivné, avsak pozdéji si tento koncept zobecnime v kapitole
[6] v sekci[6.3] Velikost mnoziny X (resp. pocet prvki) budeme znacit | X|, kterou
reprezentuje prirozené ¢islo z mnoziny Nj.

Definice 5.6.1 (Soucin prirozenych ¢isel). Necht jsou dana pfirozend cisla a,b,k.
Pak definujeme soucin Cisel a a b

a-b=k% |axb| =k

Pokud si vzpomeneme na kartézsky souc¢in mnozin (viz definice , zjis-
time, ze takové zavedeni je celkem prirozené. Z kombinatorického hlediska to neni
nic jiného, nez pocitani vsech moznych usporadanych dvojic. Napf. soucin priro-
zenych ¢isel 3 a b tak dopovida ¢islu 15 (protoze existuje presné 15 usporadanych
dvojic (a,b), kde a € 3 =1{0,1,2} ab e 5=1{0,1,2,3,4}).

Co kdybychom vsak za jedno z ¢isel vzali nulu? Z definice bychom tak dostali
kartézsky soucin, kde jedna z mnozin by byla prazdné, tj. napt. () x b. Podle
definice kartézského souc¢inu by muselo platit:

Dxb={(zr,y)|zebdAyeb}.

AvSak uspofddand dvojice (x,y), kterda by spliiovala podminku x € D Ay € b
pochopitelné nemiize existovat, nebot x bereme z prazdné mnoziny. Tedy skutecné
Dxb=bx0 =0, cozznamend, ze 0-b = b-0 = 0, jak bychom predpokladali.
Nase definice je tak skutecné rozumna.

Presunme se k souctu. Zde nemuzeme polozit a + b = |a Ub|, nebot a a b
nemusi byt nutné disjunktni, tj. nemusi platit a N'b = (). Prvky téchto mnozin je
tak treba urcitym zpusobem ,odlisit*. Toho docilime v definici |[5.6.2

Definice 5.6.2 (Soucet prirozenych ¢isel). Necht jsou dana prirozend cisla a,b,k.
Pak definujeme soucet Cisel a a b

a+b=k% |(ax {0 U®Bx{1})| =k

Kartézské souciny a x {0} a bx {1} zde zajistuji, ze vysledné mnoziny kazdého
z nich budou vzdjemné disjunktni (druhd souradnice se vzdy bude lisit) a tedy
velikost jejich sjednoceni bude skuteéné korespondovat s nasi predstavou (viz

obrazek |5.22)).

4Koneénost a nekoneénost mnoziny pozdéji definujeme v kapitole |§| v sekci
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(a>x{0}) U (bx{1})

Obrazek 5.22: Grafické zndzornéni sjednoceni mnozin a x {0} a b x {1}.

Nyni bychom méli spravné ukazat, ze takto zavedené operace sc¢itani a naso-
beni splnuji vlastnosti jako asociativita, komutativita, distributivita, aj. Pro udr-
zeni jednoduchosti textu zde tuto pasaz vynechame.
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Kapitola 6

Porovnavani nekonecnych mnozin

Na zacatku celého tohoto textu jsme si polozili otazku, zda ma vice prvki
interval (0,1), nebo mnozZina vsech pfirozenych ¢isel N. I pfesto, co vSechno jsme
o mnozinach zjistili, stdle nemame zpisob, jak na tuto otazku odpoveédét. V této
zavérecné kapitole se proto podivame na to, jak v matematice zachazime s ne-
kone¢nymi mnozinami a co vlastné viibec rozumime pod pojmem ,pocet prvkia“
v pripadé nekoneénych mnozin.

6.1 Hilbertuv hotel

Jak jsme si jiz uvedli v historickém tvodu (konkrétné v podsekei[1.2.2), mate-
matik Georg Cantor byl jednim z prvnich, kteti se zabyvali konceptem nekonec¢na
v uvedeném smyslu, aniz by se ohlizel na predsudky, které plynuly o nekonec¢nu z
nasi intuice. Jeden takovy pripad jsme si jiz ukazali u pozorovani Galilea Galilei
(viz podsekee [1.1.1)), ktery vSak naopak dospél k zévéru, Ze porovnavanim veli-
kosti nekonecnych mnozin se neméa smysl zabyvat. Cantorovy tvahy o nekone¢nu
byly z pocatku velmi kontroverzni a odmitané, ale dnes jsou jiz drtivou vétsinou
matematické komunity uznavané. Cantorova teorie mnozin vSak davala ve své
dobé vzniknout riznym ,paradoxtim nekoneéna‘ﬂ, které ilustrovaly, jak neintu-
itivni muze byt prace s nekonecnem. Jednim z nejznaméjsich paradoxi tohoto
typu je tzv. Hilbertiv hotel, ktery je pojmenovan po némeckém matematikovi
DAvIiDU HILBERTOVIEI (1862-1943), jenz prisel s timto myslenkovym experimen-
tem.

Zadani problému. Predstavme si, Ze v jednom neznamém meésté stoji hotel,
kde pracuje matematiky znaly recepcni. Hotel ma jednu zvldstni vlastnost, a to
sice, ze md nekonecné mnoho pokojiu. Vsechny pokoje v hotelu jsou jednoluzkové
postupné ocislované prirozenymsi cisly 1,2,3,... a hotel je plné obsazen. Recepcni
se postupné potyka s ndsledujicimi situacems.

Uvozovky jsou zde uvedeny z diivodu, Ze dnes jiz tyto zdleZitosti za paradoxy nepovazujeme.

2D. Hilbert si v historii matematiky p¥ipsal mnohé zasluhy. Jako prvni uspokojivé vybudoval
vyFesenych) problémt matematiky, které prezentoval na druhém mezindrodnim matematickém
kongresu v Parizi v roce 1900, jimz nasméroval tsili matematické komunity na dalsi stoleti.
Nékteré z téchto problému jsou dodnes oteviené a neni na né zndmé jednoznacna odpoveéd.
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(i)

Do hotelu prijde novy zakaznik. Bézny recepcni by nejspise zakaznika poslal
pry¢ s tim, ze hotel je plny. Avsak tento recepéni si uvédomi, ze muze
nového zakaznika snadno ubytovat. Protoze hotel je nekonecny, vymyka se
principum platnym u kone¢nych mnozin. Neni tak zadny problém kazdého
z hostll pozadat, aby se presunul do vedlejsitho pokoje. To znamena, ze host
v pokoji ¢. 1 se presune do pokoje ¢. 2, host v pokoji ¢. 2 do pokoje ¢. 3, atd.
Situaci Ize sledovat na obrazku [6.1} Pravé z dtivodu, Ze hotel je nekonecny,

Pred presunutim:

1'//\2<>//\3‘//\4©/ e

Po presunuti:

1 2 3 4

@ O ©

Obréazek 6.1: Situace pred a po presunuti hosti. (Pfevzato z [2] a upraveno.)

(i)

nemuze nastat situace, kdy by néktery z hostu se jiz nemohl presunout do
nového pokoje (coz naopak, jak je patrné, by nastalo u hotelu s konecné
mnoha pokoji). Pro nového hosta se tak uvolni pokoj ¢. 1, kde muze byt
ubytovan.

Jak bychom ¢innost recepéniho mohli vyjadrit matematicky? Podivame-li
se na tuto akci obecnéji, tak libovolny host v pokoji s ¢islem n se presunul do
pokoje s ¢islem n+ 1. Nejednd se tak o nic jiného, nez o nobrazeni (dokonce
funkci) N do N. Pokud bychom si jej oznadili f, pak f: N — N, kde

fn)=n+1

Zobrazeni f je jisté prosté (zadni dva hosté se nepresunou do stejného po-
koje) a neni na (prvni pokoj zbude neobsazeny).

Do hotelu prijde obecné k novych hostii. Recepéni se s timto problémem
muze vyporadat obdobné jako v predeslém pripadé. Je tedy potreba uvol-
nit £ pokoji. V predeslém pripadé recepcéni pozadal hosta v pokoji ¢. n
o presunuti do pokoje ¢. n + 1. Pro k£ novych hostii nam tak staci pozadat
kazdého hosta o presun do pokoje s ¢islem vétsim o k, tj. host v pokoji ¢. n
se pfesune do pokoje ¢. n + k (viz obrazek . Analogicky i zde muzeme
tuto akei popsat jako zobrazeni g : N — N, kde g(n) =n + k (k je pevné).
Zobrazeni g je prosté, nebof hosté z riznych pokoji se nikdy nepresunou
do pokoje se stejnym c¢islem, a také neni na, nebot ¢isla 1,2, ...,k nemaji
zadny vzor, tj. prvnich k& pokoji ztistane volnych.

Ze situaci|(i)a lze vidét, ze ackoliv je hotel plné obsazen, recepcni stale
muze ubytovavat nové hosty.
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Pted pfesunutim:

e @

Po piesunuti:

E+1,

1 2 kE+1 k+2

@ O

Obréazek 6.2: Situace pied a po presunuti £ hosti. (Pfevzato z [2] a upraveno.)

(7ii) Recepéni tak mize zajasat, nebot pro libovolny pocet novych hostu vzdy
muze uvolnit potfebny pocet pokoju. Avsak pii pohledu z okna si vSimne,
ze pred hotelem zaparkoval autobus. To by nebyl takovy problém, nebot
recepcni jiz znd postup, jak uvolnit pokoje pro libovolny konec¢ny pocet
novych hostii. Avsak tento autobus byl nekone¢ny s nekonec¢né mnoha se-
dadly ocislovanymi prirozenymi ¢isly 1,2, ..., kde kazdé bylo obsazeno tu-
ristou se zdjmem o ubytovani. Jak mé& nyni recep¢ni postupovat? Postup
popsany vyse mu zde bohuzel jiz nepomiize. Nemiize pozadat hosta v pokoji
¢. 1, aby se presunul o nekoneéné mnoho pokoju dal (pokoje jsou ocislované
koneénymi ¢isly). Bude tfeba jind strategie. Zde si v8ak recepcni muze po-
radit takto: hosta v pokoji ¢. 1 pozada, aby se presunul do pokoje ¢. 2;
hosta v pokoji ¢. 2, aby se pfesunul do pokoje ¢. 4; hosta v pokoji ¢. 3, aby
se presunul do pokoje ¢. 6; atd. Obecné host v pokoji ¢. n se presune do
pokoje s ¢islem 2n (viz obrazek . Jak muzeme vidét, touto akei recepcni

Pred pfesunutim:

1‘/\

Po presunuti:

1 2 3 4

Obrézek 6.3: Situace po presunuti host obecné z pokoje n do 2n. (Prevzato z [2]
a upraveno.)

zaplnil vSechny pokoje se sudym cislem a pokoje s lichym ¢islem jsou tak

nyni volné. Nyni recepénimu staci, aby turistu sediciho na sedacce s ¢islem
k ubytoval v pokoji ¢. 2k — 1.
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(iv) Mohlo by se zdét, zZe je jiz problémum konec. Avsak jednoho dne se recepéni
podival z okna a vidél, ze pred hotelem parkuje nekonec¢né mnoho autobusti,
kde kazdy z nich byl nekonec¢né dlouhy s nekonecné mnoha turisty. Kazdy
s turisti se chce v hotelu ubytovat. Predesly postup jiz fungovat nebude,
nebof by bylo tfeba pro kazdy z autobust provést samostatné stéhovani
jiz ubytovanych hostt (iteraci by tak muselo byt nekoneéné mnoho). N&s
recepcni je vSak matematicky zdatny a vzpomene si na fakt, ze prvocisel je
nekonecné mnoho (pro zvidavého ¢tendfe viz pifloha[A] tvrzeni[A.3.3).

2,3,5,7,11,. ..

Jak mu to zde pomiize? Pro vsechny ubytované hosty vezme prvni prvocislo,
coz je 2, a kazdého z nich ubytuje néasledujicim zptsobem. Hostovi v pokoji
¢. 1 piifadi pokoj ¢. 21 = 2, hostovi v pokoji ¢. 2 pokoj ¢. 22 = 4, atd. Obecné
hostovi v pokoji s ¢islem k je p¥ifazen pokoj ¢. 2¥. Pro vsechny ubytované
hosty tak vycCerpa vsechny mocniny dvojky. Nésledné pro prvni autobus
vezme prvocislo 3 a nyni postup probihd obdobné. Turista na sedadle s
¢islem k je ubytovan v pokoji ¢. 3F. Nejprve si uvédomme, Ze pro libovoln4
n,m € N je 2" # 3™ tzn. zadnému z turisti z prvniho autobusu nemiize
byt prifrazen pokoj, ktery je jiz obsazeny jiz ubytovanym hostem.

Obecné oznac¢ime-li si (-té prvodislo jako py, pak pro (¢ —1)-ty autobus bude
k-tému turistovi pfifazen pokoj p5. I zde bychom mohli ukézat, Ze zobrazenf
he : N — N pro £ € N je prosté a

V€1,€2 € N, 61 7£ 62 . h@l (N) N hg2(N) = @,

tj. mnoziny obrazii zobrazeni hy, a hy, jsou pro rizna ¢q,¢5 disjunktni. Timto
zpusobem tak recepcni je schopny ubytovat vsechny turisty, aniz by na né-
kterého z nich nezbyl zadny pokoj. Dokonce si mtizeme vsimnout, ze nékteré
pokoje i po ubytovani zlistanou neobsazené. Napr. pokoj ¢. 6, protoze toto
¢islo neni mocninou zadného prvocisla; jeho faktory jsou 2 a 3.

Pokud pomineme potencialné nekoneény pocet stiznosti od hostii kvili neusta-
lému stéhovani a jiné dalsi problémy, Hilbertiv hotel ndm krasné ilustruje mys-
lenku, ze prace s nekonecnem muze byt dosti neintuitivni a i pomérné jednoduché
principy platné pti kone¢nych poctech v pripadé nekonecna jiz neplati. Sami jsme
vidéli, Ze i presto, ze byl hotel plné obsazen, nebyl problém problém zde ubytovat
dalsi nové hosty, a to at uh v kone¢ném nebo nekonec¢ném poctu. Matematickou
podstatu Hilbertova hotelu si blize popiSeme v sekei [6.2]

6.2 Porovnavani podle poc¢tu prvki

Nekoneéné mnoziny maji tedy dost pozoruhodné vlastnosti. V souvislosti s
predeslou ivahou by nas tak mohlo napadnout, Ze pti plné obsazeném hotelu je
hostu ,,stejné mnoho* jako pokoju. Ovsem z ptipadu [(7) jsme mohli vidét, Ze po
presunuti host? do vedlejsiho pokoje byly pak jiz obsazeny ,,pouze® pokoje 2,3, ...
a prvni tak zustal volny. Pokud by toto byla vychozi situace, mohlo by se nam
tak zdat, ze hosti je méné, nebot v prvnim pokoji zadny neni. Avsak jediné, co
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se stalo je, ze hosté zménili sviij pokoj, ¢imz se celkem prirozené nemohl porusit
jejich pocet. Zménil se tedy pocet hostii a pokoji, nebo jich je stejné mnoho?

N&s nahled se pochopitelné odrazi od porovnavani velikosti kone¢nych mnozin.
U téch toto necinni zadny problém, staci spocitat jejich prvky. U nekoneénych
mnozin jiz prvky ,spocitat® nemuzeme. Existuje vSak jesté jeden zpusob, ktery
ve skutecnosti vitbec nevyzaduje schopnost pocitani.

O domorodém kmenu a slepicich. Predstavme si, Ze jisty domorody kmen
hledd nového nacelnika. Po nekolika vyrazovacich kolech zbyli posledni dva kan-
didati. Ostatni clenové kmene rozhodli, Ze ndcelnikem se stane ten z kandiddti,
ktery vlastni vice slepic. Tento kmen je vsak matematicky velmi primitivni a jeho
prislusnict umi pocitat pouze do péti. Oba dva kandiddti vsak maji ostre vice jak
pet slepic. Kmen se tedy rozhodl postupovat takto: kazdy z kandidati prinese vZdy
jednu svoji slepici a timto zpusobem pokracuji, dokud jednomu z nich slepice nedo-
jdou. Ten, kterému drive dojdou slepice, prohraje a druhy se tak stane nacelnikem.

(4]

Z tohoto prikladu je jiz nejspise jasné, jak lze mnoziny porovnavat. Pokud
maji dvé mnoziny stejny pocet prvki, pak lze jednotlivé prvky ,sparovat®. V
matematické feci nacelnici pouze sestrojuji zobrazeni z jedné mnoziny slepic do
druhé. Toto dava jisté smysl v kontextu koneénych mnozin. Pokud maji mnoziny
stejné prvki, pak mezi nimi existuje bijekce (viz obrazek . Stejnym zpusobem

Obrazek 6.4: Bijekce mezi koneénymi mnozinami A,B se stejnym poctem prvki.

vsak muzeme porovnavat i nekonecné mnoziny! Zkusme si vzit napf. mnozinu
vSech kladnych sudych ¢isel S = {2k | k € N} a pfirozend ¢isla N. Selsky rozum
by nam nejspise napovédél, ze sudych ¢isel musi byt ,,méné“ nez prirozenych,
nebot S nenalezi vSechna licha ptirozena ¢isla, zatimco mnoziné N nalezi. Z jistého
pohledu tomu tak mtze byt, ale z ,,perspektivy® bijekce nikoliv. Pokud uvazime
zobrazeni f : N — S, kde pron € N je f(n) = 2n, mizeme se snadno presvédcit,
7e f je bijekct]

ERREEE

Obrazek 6.5: Bijekce mezi mnozinami S a N.

3Skuteénd, inverzni zobrazeni je f~!: S — N, kde f~1(n) = n/2.
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Priklad 6.2.1. Dalsi priklady bijekci mezi N a jinymi mnozinami.

(i) Bijekce mezi N a kladnymi lichymi ¢isly: f; : N — {2k — 1 | k € N}, kde

(i) Bijekce mezi N a druhymi mocninami: fo : N — {n? | n € N}, kde fy(n) =
2
n?.

(iii) Bijekce mezi N a prvocisly.

Vsimnéme si, ze vSechny (zatim) uvazované mnoziny byly vSechny vlastni pod-
mnoziny N. Toto vsak u kone¢nych mnozin provést nelze, nebot libovolna vlastni
podmnozina je vzdy ,mensi“ nez puvodni mnozina (velikosti téchto mnozin se
pak lis{ v poc¢tu ,,chybéjicich® prvki). V pripadé nekoneénych mnozin toto vsak
neni zadnou prekazkou. Archiméduv logicky axiom, ze celek je vetsi neZ cdst tak
skutecné patii pouze do oblasti konecnych mnozin. Toto se zda byt jako pékna
charakteristika odliSujici konecné a nekonecné mnoziny.

Do této chvile jsme termin , koneéna“ a ,nekonecna“ mnozina chapali in-
tuitivné bez formalni definice. Vzhledem k jasnosti téchto termina v pouzitych
kontextech nejspise nebyl problém s jejich chapanim. Avsak diky vyse zminénému
mame jiz dostupny nastroj, jak definovat nekoneé¢nou mnozinu.

Definice 6.2.2 (Nekonefnost mnoziny). Mnozinu libovolnou mnozinu X na-
zveme nekonecnou, pokud existuje vlastni podmnozina X' € X (tj. X' € X
a X' # X) takova, zZe existuje bijektivni zobrazeni f: X — X'.

Jednoduse, mnozina je nekonecna, pokud existuje bijekce mnoziny na nékterou
jeji vlastni podmnozinu. Nabizi se otazka, jak bychom mohli definovat konecnou
mnozinu. Vzhledem k formalizaci ,nekonecna mnozina“ v definici bychom
za konecnou mnozinu mohli jednoduse prohlasit mnozinu, ktera neni nekonecna.
Avsak tento termin muzeme zavést i vice prirozené. Pokud o mnoziné fekneme, ze
je ,konecnad“, pak tim intuitivné rozumime, Ze jeji pocet prvki odpovida néjakému
ptirozenému ¢islu, tj. |A| = n, kde n € Ny. Pokud si vSak vzpomeneme, ptirozena
¢isla jsme si zavadéli pomoci mnozin, coz znamena ze se opét jednd o mnoziny.
Za konecnou mnozinu tak mizeme prohlasit mnozinu, u niz existuje bijekce na
néjaké prirozené cislo. (Pro tplnost bychom méli dokézat, ze pri této definici
nemuze existovat mnozina, ktera by byla soucasné konec¢na a nekonecnd, ale zde
jej vynechame.)

Pokud se nebudeme omezovat pouze na prirozena c¢isla, priklady zajimavych
bijekci najdeme i u realnych cisel R.

Priklad 6.2.3. Ukazky bijekci mezi mnozinou R nékterymi jejimi vlastnimi pod-
mnozinami.

(i) Bijekce mezi R a intervalem <_72r772r>: g1 : R — (—g,g), kde ¢1(x) =

arctg x.
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6 -5 -4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6
_1,,

Obrézek 6.6: Graf funkce g;.

(i) Bijekce mezi R a intervalem (0,1): go : R — (0,1), kde

(0) = (axctgz + 7)
= — I —
go(x 7Tacgyc 5

------- "

/--——7"

6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
Obrézek 6.7: Graf funkce go (,,preskalovany“ a posunuty graf arctg).

™ T

(iii) Stejné tak lze sestrojit bijekci z intervalu (—2,2) do R. Staéi vzit inverzni

funkci ke g, tj. g3 : <_72T’72T> — R, kde g3(z) = g7 '(z) = tgz.
. .. . o cep . p s ™ T
(iv) Bijekci muzeme sestrojit i mezi samotnymi intervaly (—2,2> a (0,1). Tu

muzeme nalézt slozenim funkci g3 a g9, tj. g4 = g3 © g9, protoze

gs : (—72”;) —~Rag:R—(0,1)

Tedy celkové gy : (—W,W) — (0,1), kde

2°2
1 ™ 1 T 1 1
91(2) = ga(gs(a)) = — |arctg (tga) +7 | == (w4 7) = ~o+
identita
prmsssseeeeiaaaoes 1-1
o -1 1 I 2

Obrazek 6.8: Graf funkce g4 (slozeni funkei g3 a go).

Lze vidét, Ze g4 je skutecné bijekce, coz ostatné plyne z bodu tvrzeni
4.3.8 o vlastnostech skladani zobrazeni.
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(Prevzato z [2], str. 4-5.)

vvvvvv

postup byl zvolen ¢isté pro ilustraci.

6.3 Spocetné a nespocetné mnoziny

V této sekci rozdélime mnoziny na dva zakladni typy. Nez tak vSak uc¢inime,
zustaneme jesté na chvili u bijekci mezi mnozinami, kterymi jsme se zabyvali
v minulé sekci. Zde jsme se snazili ukdzat souvislost mezi ,velikostmi* mnozin
a existenci bijekce mezi nimi. V pripadé konec¢nych mmnozin vsSak zcela bézné
muze nastat situace, kdy mnoziny maji rizny pocet prvki, tj. pokud |A| = n
a |B] = m, kde n < m. Je zfejmé, Ze bijekci mezi takovymi mnozinami sestrojit
nelze. Nicméné, stdle muzeme sestrojit prosté zobrazeni z A do B (viz obrazek

e

</...H.\\>m

Obrazek 6.9: Prosté zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

Takové zobrazeni vsak nikdy nemtze byt na. A naopak zobrazeni z B do A
muze byt na, ale nikdy ne prosté. Stejny princip plati i pro nekone¢né mnoziny.
V souvislosti s timto si zavedeme nésledujici terminy a znaceni.

Definice 6.3.1 (Subvalence a ekvipontence). Necht X a Y jsou libovolné mno-
ziny. Pak pokud

(i) existuje bijekce mezi X a Y, piSeme X ~ Y (¢teme , X je ekvipotentni Y
nebo ,X a Y maji stejnou mohutnost®.

ii) existuje prosté zobrazeni z X do Y, piseme X <Y (¢teme ,X je subvalentni
J J
Y“ nebo ,X mé mensi nebo stejnou mohutnost jako Y*).

(iii) plati X <Y a zaroven X # Y, piSeme X <Y (éteme ,X je ostre subva-
lentn? Y nebo , X mé (ostre) mensi mohutnost nez Y*).

Je vhodné podotknout, ze pokud plati X ~ Y, pak X <Y iY < X, nebot
bijekce je (z definice) prosta[]

40pac¢né implikace, tj. X < Y AY < X = X =~ Y plati téZ. Toto tvrzeni se nazyvi
Cantorova-Bernsteinova véta. Jeji dikaz je vsak zcela nad ramec tohoto textu.
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7 predchozich priklad a bychom tak mohli zapis nékterych nasich
poznatkl zkratit jednoduse takto:

« N~{2k—1|keN)},
o« N={n?|neN},
« R~ (0,1), apod.

V definici [6.3.1] jsme pouzili slovo ,mohutnost®. V pfipadé koneénych mnozin
bychom tento termin nejspiSe chapali ve smyslu velikosti mnoziny (tj. poctu
prvki). U nekoneénych mnozin zatim pouze vime, co znamend, ze dvé mnoziny
maji stejnou mohutnost, ale samotny termin nejsme schopni vysvétlit. Definice
si vSak muze nahlédnout do prilohy |E| pro priblizeni. Podrobnéji se této proble-
matice vénuje napt. kniha [10], str. 167.

Podivejme se na trochu zajimavéjsi korespondenci mezi celymi a prirozenymi
¢isly s nulou.

Veéta 6.3.2. Plati Ny ~ Z.

Dukaz. Pro dikaz sestrojime bijekci mezi Ny a Z. Zobrazeni f : Ny — 7Z definu-
jeme predpisem

] —n/2, pokud 2 | n
) = { (n+1)/2, jinak.

Na obrazku [6.10] mtizeme vidét, jakym zptisobem spolu koresponduji v f prvky
N() a .

ERNEE

Obrazek 6.10: Znazornéni zobrazeni f.

Snadno se lze presvédcit, Ze f je bijeked’| m

Prekvapivejsi vysledek, ke kterému dosel Georg Cantor, je ekvipotence mno-
ziny prirozenych ¢isel N a raciondlnich ¢isel Q. To muze pusobit jako zarazejici,
nebof pti pohledu na realnou osu se zde raciondlni ¢isla vyskytuji ,,cetnéji“ oproti
prirozenym ¢isliim, presto vsak mezi témito dvéma mnozinami existuje bijekce.

Véta 6.3.3. Plati N =~ Q.

5Jedn4 se vlastné o sefazeni prvkil Z do posloupnosti 0,1,—1,2,—2,.... Takto se standardné
dokazuje, Ze mnozina ma stejnou mohutnost jako N.
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Ndznak dikazu. Usporadejme vSechna raciondlni ¢isla do ,mrizky* (viz obréazek
6.11). Zacneme-li od zlomku 0/1, tedy f(0/1) = 1. Pak lomen4 ¢ara urcuje poradi,
v némz zobrazime dané prvky postupné na ¢isla 1,23, .. ..

9 r 1 2 _2
I I 1 1 1
0 r 1 2 _2
2 2 2 2 2
0 L _1 -2 _2
3 3 3 3 3
0 r _1 2 _2
1 1 4 1 1
0 1 2 _2
5 5 5 5 5

Obrézek 6.11: Znazornéni zobrazovaciho ,algoritmu® racionalnich ¢isel na pfiro-
Zena.

je mozné sestrojit zobrazeni N naﬂ Q. O]

Definovana subvalence ,,<“ a ostra subvalence ,<“ v nam muze trochu
naznacovat, ze existuji dvojice mnozin, které nemaji stejnou mohutnost. S ta-
kovymi jsme se zatim nesetkali v pripadé nekonecnych mnozin. Jsou skutecné
vSechny nekoneéné mnoziny stejné velké? Odpovéd na tuto otazku jsme si jiz
predlozili v podsekei [1.2.2] kde jsme si zminili, ze Georg Cantor ukdzal, Ze mno-
zina vsSech realnych cisel R mé vétsi mohutnost nez mnozina prirozenych cisel
N. Zpusob, kterym se tento fakt obvykle dokazuje, je dnes nazyvan Cantorova
diagondlni metoda.

Véta 6.3.4. Plati N < R.

Diikaz. Dlkaz rozdélime na dvé casti: N 22 R a N < R. Protoze jiz vime, ze
(0,1) ~ R, stac¢i dokdzat N % (0,1).

Budeme postupovat sporem. Pro spor necht existuje bijekce f : N — (0,1).
Obrazy jednotlivych pfirozenych ¢isel muzeme tak usporadat do (oéislovaného)
wseznamu® f(1),f(2),f(3),.... Kazdé prirozené ¢islo tak ,koresponduje® s jis-
tym desetinnym ¢islem. Redlna ¢isla jsou jednoznac¢né urcena svym desetinnym
rozvojem (a zakazeme-li periodu 9, jednoznacné sviij rozvoj urcuji).

fy= 0, 46 1 1
fQ)= 0, 9 9 4 2
fB)= 0, 510 6
fA)= 0, 72 7 2

Obréazek 6.12: Desetinné rozvoje obrazu prirozenych ¢isel v f.

SNeni prosté, nebot kazdé raciondlni éslo se v ,,seznamu vyskytuje nekone¢né mnohokréat.
Vynechanim opakovanych vyskytt pak ziskdme prosté zobrazeni.

78



Podle predpokladu musi byt na tomto ,,seznamu* (viz obréazek [6.12)) vSechna
realna cisla, protoze kazdé je obrazem néjakého prirozeného ¢isla. Zamérme se
nyni na diagondlu tvorenou témito desetinnymi rozvoji (viz obrazek [6.13)).

fMy= 0, 46 1 1
f2)= 0, 9 9 4 2
fB)= 0, 5106
fA)= 0 727 2

Obréazek 6.13: Diagondla tvorena obrazy v f.

Pokud bychom si ¢islice na diagonéle usporadali, pridanim ,,0,“ bychom opét
dostali néjaky desetinny rozvoj ¢isla, jez si oznacime x, tj. v tomto pripadé z =
0,4902.... Je takové ¢islo na nasem seznamu? To nemiizeme védét. Mohlo by
se stat (pri nestastné volbé obrazu f(1),f(2),...), ze ¢islice na diagondle budou
tvorit periodu 9, kterou jsme vyloudili. My vSak z toho ¢isla muzeme vytvorit
novy desetinny rozvoj. Definujme zobrazeni d : {0,1,2,...,9} — {0,1} pfedpisem:

~ ] 1, pokudi=0
d(@)_{o, pokud i # 0.

Uvazujme nyni ¢islo z € (0,1), jehoz desetinny rozvoj je tvoreny ¢islicemi na

diagondle, které si oznac¢ime iy,ig,i3,..., tzn. x = 0,i1,is,i3,.... Nové ¢islo
definujeme desetinnym rozvojem
0,d(i1)d(iz)d(i3) . . .

Pokud m4 tedy ¢islo n ve svém obrazu f(n) na n-tém misté (tedy na diagondle)
svého desetinného rozvoje ¢islo ruzné od nuly, pak ¢islo 2’ bude mit na dané pozici
nulu. Naopak pokud bude ¢islo na dané pozici ¢islo 0, pak ' zde bude mit éislo
1. Napt. pro diagonalu na obrazku vyse bude 2’ = 0,1101 . ...

Cislo 2’ jisté nemfize obsahovat periodu 9. Pfitom stale plati, ze 2’ € (0,1)
a podle predpokladu se musi nachdzet v ,seznamu®, resp. In € N : f(n) =
z'. Mize toto nastat? NemiiZe, a to z principu konstrukce! Cislo 2’ se totiz lisi
od kazdého ¢isla v seznamu (minimélné) v ciffe na diagondle. Tzn. ze ' nema
v sobrazeni f sviij vzor, coz je spor s predpokladem, Ze f je bijekce, protoze neni
na.

Z toho celkové plyne, ze N % (0,1) a tedy N % R.

Mezi mnozinami N a R tedy neexistuje bijekce. K dikazu N < R, staci nalézt
prosté zobrazeni z N do R. Protoze N C R, stac¢i zvolit identitu, tedy g : N — R,
kde g(n) = n. O

Jak miizeme vidét, skutecné existuji nekoneéné mnoziny, které maji rizné mo-
hutnosti, a to N a R. Tento poznatek nam dava zaklad pro nasledujici klasifikaci
mnozin.

Definice 6.3.5 (Spocetna a nespocetna mnozina). Necht X je libovolnd mnozina.
Pak tikdme, ze X je
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(i) spocetnd, pokud X < N.

(ii) nespocetnd, pokud X # N.

Mnozina X je tedy spocetnd, pokud existuje prosté zobrazeni X do N (resp.
existuje bijekce na néjakou podmnozinu N). Naopak pokud takové zobrazeni X
do N neexistuje, pak X nazyvame nespoéetnouﬂ U koneénych mnozin se mizeme
presvedcit, ze vSechny jsou spocetné; staci spocitat jejich prvky.

Véta 6.3.6. (i) Mnoziny prirozenych cisel N, celych cisel 7. a raciondlnich
cisel Q jsou spocetné.

(i) Mnoziny redlnijch ¢isel R a komplexnich cisel C jsou nespocetné.

Diikaz. Trividlné plati N < N. Zbyvajici ¢asti plynou z[6.3.2] [6.3.3] a [6.3.4] O]

Podobné ostatni mnoziny zminéné v piikladech [6.2.1] a [6.2.3] muzeme takto
klasifikovat:

« mnozina {2k — 1 | k¥ € N} je spocetnd,
« mnozina {p | p je prvocislo} je spocetna,

o interval (0,1) je nespocetny,

T T

.
mterva 979

> je nespocetny.

Takto se ndm rozpadaji mnoziny do dvou velkych skupin. Mohlo by se dokonce
zdat, ze pokud libovolna mnozina X neni spocetnd, tj. je nespocetna, pak nutné
X ~ R. Ve skutecnosti ale existuji mnoziny, které jsou nespocetné, ale nemaji
stejnou mohutnost jako R. S timto nam pomuze tzv. Cantorova véta.

Véta 6.3.7 (Cantorova). Pro libovolnou mnozZinu X plati
X <P(X).

K dikazu lze opét pouzit Cantorovu diagondlni metodu. Vsimnéte si, ze ve
vété [6.3.7 uvazujeme spocetnou i nespocetnou mnozinu X. Zde jiz dukaz ne-
muZzeme zndzornit jako u véty [6.3.4] protoZe pro nespocetnou mnozinu X nelze
jejl prvky seradit do posloupnosti. Zptisob diikazu se tak bude zdanlivé vymykat
predeslému postupu, nicméné muzete si zkusit rozmyslet, Zze myslenka je ve své
podstaté stejnd. Pro koneéné mnoziny X lze nalézt dikaz této véty v pifloze [E]

véta [E.0.11

Diikaz. Nejdiive ukazeme, ze X % P (X) a pak X < P (X). Pro spor predpokla-
dejme, Ze existuje bijekce f: X — P (X). Ukdzeme, ze f neni na, tj. nalezneme
prvek v P (X), ktery nemé v f vzor. Definujme mnozinu S takto:

S={reX|z¢flx)}.

"Terminy ,,spocetny“ a ,nespoéetny“ v tomto kontextu vychéazi z faktu, ze prvky spocéetnych
mnozin Ize ,spocitat®, tedy lze je ocislovat pfirozenymi ¢isly. Naopak u nespocetnych toto nelze.
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Mnozina S tedy obsahuje vSechny prvky x, které nendlezi svému obrazu v f (tedy
odpovidajici podmnoziné mnoziny X ). Podle predpokladu f je bijekce a tedy je
na. To znamend, ze 3s € X : f(s) = 9, tedy S ma vzor v f. Jak se ale ukaze,
takovd mnozina nemuze mit v f vzor. Pro prvek musi platit bud, ze s € S, nebo

s¢S.

e« se€ 8. Tan. s € f(s). Z definice mnoziny S musi pro s platit, ze s ¢ f(s) =
S, coz je spor.

o s ¢ S. Pak prvek s spliuje, ze s € f(s) a podle definice mnoziny S plati
s € S = f(s), ¢imz jsme téz dosli ke sporuff|

V obou piipadech jsme dostali spor, tedy plati X % P (X).
Pro dikaz X < P (X) muzeme definovat prosté zobrazeni g : X — P (X)
pfedpisem g¢(z) = {z}. O

Poznamka 6.3.8. Indukci mtzeme toto tvrzeni rozsitit, tedy plati
X<PX)<PPX)<PPPX)))=<...

Tedy skutecné existuje nekonecné mnoho mnozin vzajemné riznych mohutnosti.
Specialné, pro X = N mame

N<PN)<P((P(N)<P(P(PN)) =<...

Lze dokonce ukazat, ze P (N) ~ R, ale diikaz zde vynechame.

Mizeme tak skutecné konstruovat stéle ,,mohutnéjsi“ mnoziny, ¢imz vznika
jista ,hierarchie®. S tou se vSak poji netrivialni otdzka. V roce 1878 vyslovil
Georg Cantor domnénku, ze libovolna podmnozina redlnych ¢isel je bud spocetna,
nebo ma stejnou mohutnost jako R. ([6], str. 98.) Formalnéji

VA C R, Ajenekonetnd : A~ NV A~ R.

Téz ekvivalentné: existuje mnozina X takovd, Ze N < X < R? Pozdéji byla tato
domnénka nazvana hypotézou kontinua. Cantor a mnozi dalsi ¢lenové tehdejsi
matematické komunity se snazili marné dokézat tuto domnénku. David Hilbert
dokonce zaradil tuto otazku na prvni misto svého seznamu dvaceti tii problémn,
ktery pozdéji prezentoval na druhém mezinarodnim matematickém kongresu v Pa-
tizi v roce 1900.

Podstatny krok ucinil v roce 1940 KUurRT GODEL. Ukéazalo se, ze hypotézu
kontinua neni mozné vyvratit z axiomi ZF. Pozdéji v roce 1965 americky ma-
tematik PAUL COHEN (1934-2007) dokazal, Ze hypotézu kontinua nelze z téchto
axiomu ani dokézat. Z toho plyne, ze se jednd o tzv. merozhodnutelné tvrzeni.
Jejich existence byla diky Godelovym objevim znama jiz diive a souvisi s nimi
tzv. Gddelovy véty o nedplnosti (viz historicky tvod . Hypotéza kontinua je
nezavisla na axiomech teorie mnozin, coz znamena, ze ji lze pfijmout za axiom.
Jejim prijetim do systému axiomu by vSak vznikla jind nerozhodnutelnda tvrzeni
v ramci této nové teorie. ([3], str. 101.)

8Jedn4 se o podobny spor, jako v Russellové paradoxu (viz podsekce .
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Priloha A

Dukazy

V matematice se lze setkat s celou fadou ruznych tvrzeni. Od primitivnich,
zamyslet. Ctenaf se nejspise zatim spise setkdval s matematikou, kterd zahrno-
vala uzivani jistych matematickych postupt. Napr. zjednodusovani algebraickych
vyrazi, feSeni soustav rovnic, ovérovani trigonometrickych identit, aj. Hodné po-
stupt v matematice je zalozeno na jiz znamych vysledcich, o nichz bylo dokazano,
ze jsou pravdivé. Pokud ovSsem méame dokazat urc¢ité tvrzeni, je tieba, aby bylo
nase zdtivodnéni jednoznacné a logicky spravné. V této sekci se proto podivame na
diikazové techniky pouzivame v matematice, které budeme dale v textu vyuzivat.

Matematickd tvrzeni jsou casto rizné klasifikovana v zavislosti na jejich po-
vaze. Zakladnimi typy jsou tyto.

o Axiom. Tvrzeni, které povazujeme za pravdivé a nedokazujeme jej. S axio-
matikou jsme se jiz ¢asteéné sezndmili v historické predmluvé (viz|1.2.4)).

o Véta. Matematické tvrzeni, jehoz pravdivost mizeme ovérit ditkazem.

o Lemma. Pomocné tvrzeni, které bézné vyuzivame pro dikaz jiného (typicky

vvvvvv

o Dusledek. Tvrzeni, které je pfimym dusledkem jiného tvrzeni.

Cisté formélné vsak mezi vétou, lemmatem a disledkem neni zadny rozdil.

Diikazem v matematice rozumime urcitou ,,posloupnost® vyroki, z nichz lo-
gicky plyne nutna platnost tvrzeni.

A.1 Dikaz primy

Casto jsou matematickd tvrzeni formulovana jako implikace, tzn. ,Jestlize
plati A, pak plati B Konkrétné, napt. ,Je-li < 0, pak 22 > 0

Myslenka dikazu je takova, ze zaciname od predpokladu A, z néhoz dale od-
vozujeme dil¢i tvrzeni tak dlouho, az dojdeme k pozadovanému zavéru B. Sym-

bolicky, pokud si oznac¢ime dil¢i tvrzeni v dukazu X, Xs,..., X, pak vlastné
dokazujeme vyrokovou formuli
A= X)AN(Xi=Xo) A A (X1 = X)) A (X, = B). (A.1)
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V tomto procesu dokazovani se vyuziva tautologie z vety 2.1.11
(A= B)AN(B=0(C)e (A= 0).

Z tohoto faktu vyplyva, ze pokud je kazdd z dil¢ich implikaci pravdiva, pak je
nutné pravdivéﬂi implikace A = C, kterou jsme chtéli dokézatﬂ.

Tvrzeni A.1.1. Necht v € R. Je-li x <0, pak 2> +1 > 0.

Dukaz. Predpokladem naseho tvrzeni je x € RAx < 0. Vime, zZe pro kazdé realné
¢islo @ plati, ze x2 > 0. Tj. uréité plati implikace

r<0=2>>0.
Déle vime, ze trividlné plati 1 > 0, tedy také jisté plati
w2+ 1> 22
ProtoZe vSak x? > 0, pak také 22 4+ 1 > 0, coz jsme chtéli dokazat. O
Posloupnost dokazanych implikaci bychom mohli podle (A.1]) zapsat nyni jako
(reERAT<0=2>0)A(2*>0=2+1>2)A(2*+1>2° =22 +1>0),

a tedy jsme dokdzali i implikaci v ptivodnim tvrzeni z < 0 = 2% +1 > 0.

V praxi dikazy takto samoziejmé nerozepisujeme a fadu véci povazujeme za
samoziejmé, napf. pravé 1 > 0, 22 + 1 > 22, apod. Takovy diikaz bychom bez
vétsiho rozepisovani mohli napsat klidné na jeden radek.

r<0=0<2’<2®+1=22+1>0.

Vsimnéte si zaroven, ze jsme pouzili jistou generalizaci. Predvedeny jednoradkovy
ditkaz totiz neni zavisly na volbé z, a nas argument je tak univerzalni. Tedy plati

Vo <0:2°4+1>0.
Obecné tvrzeni formulovand stylem ,je-li x € X, pak ...* jsou minéna jako
Vee X ...

Tvrzeni A.1.2. Necht n € N je liché. Pak 3n + 7 je sudé cislo.

Diikaz. Zacneme u predpokladu, ze n € N je liché ¢islo. To znamena, ze
JkeN:n=2k+1.
Po dosazeni obdrzime
32k+1)+7=06k+3+4+7=06k+10=2(3k+5).

Protoze 3k + 5 je prirozené ¢islo, pak 3n + 7 je délitelné dvéma, a je tedy sudé,
coz jsme chtéli dokazat. O]

Vime-li tedy, Ze Ze plati (A = B) A (B = C), miizeme podle pravidla modus ponens
prijmout za pravdivou A = C.
2Virokové proménné lze v konkrétnim piipadé nahradit pfislusnymi predikéty.
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Tvrzeni A.1.3 (AG nerovnost). Pro a,b € R§ plati

Vab < “;b.

Diikaz. Pti dikazu tohoto tvrzeni vyjdeme z jednoduchého pozorovani:
(Va+Vvb)? > 0.

Nyni stac¢i vyraz upravit a dostaneme pozadovanou nerovnost.

a+b

(Va+ Vb2 =a+2Vab+b>0= Vab < 5

Tvrzeni A.1.4. Pro x,y € R plati

r+y
z<y:>x<?<y.

Dukaz. Zde je tfeba si vSimnout ,dvojité“ nerovnosti v dokazovaném tvrzeni. To
nam jiz napovida, ze ve skutecnosti musime dokazat 2 dil¢i tvrzeni, konkrétné
T+y T+y

< <
Tty Ty Y

P1i dikazu obou c¢asti vyjdeme opét z predpokladu. Tedy méjme libovolna ¢isla
x,y € R takova, ze v < y. Pak jisté plati

r+y
x+a:<x+y:>2x<.9:—l—y=>a:<?.

Tim jsme dokazali prvni nerovnost. Platnost druhé dokazeme analogicky:

r+y
x+y<y+y:>x+y<2y:>T<y.

O

(Prevzato z [11], str. 79 a [12], sekce dikaz primi.)
Ne vSechna tvrzeni jsou v matematice nutné formulovana jako implikace. Casto
se lze setkat s tvrzenimi formulovanymi jako ekvivalence, tj. A < B. Dtkazy

takovych vyroki jsou jiz trochu delsi, nebot uz nestaci pouze ukazat A = B.
Vzpomenme si vSak na tautologii, kterd nam davala do souvislosti ekvivalenci s

implikaci (viz ve vete 2.1.11)):
(A= B)< (A= B)N(B=A).

Z toho je jiz vidét, jak u takovych tvrzeni pti diikazu postupovat. Zkratka doka-
zeme zvlast A = B a A< B.

Tvrzeni A.1.5. Necht z,y € Z. Pak 3 | xy prave tehdy, kdyz 3 | x nebo 3 | y.

85



Diikaz. (= ). Zatneme s predpokladem, ze 3 | xy. Vime, Ze pokud je ¢islo délitelné
tfemi, pak jej lze zapsat jako 3k, kde k € Z. Uvazujme nasledujici pripady:

e 3|z A3|y. Tehdy tvrzeni jisté plati.

o 31 x. UkdzZeme, ze pak nutné musi platit 3 | y. Pokud x neni délitelné t¥emi,
pak jej 1ze zapsat bud jako 3k + 1, nebo 3k + 2, kde k € Z.

ry = (3k+ 1)y nebo xy=(3k+2)y
Protoze ¢isla 3k + 1 a 3k + 2 nejsou délitelnd tfemi, musi platit 3 | y. Pokud
by totiz platilo 3 t y, pak 312 A 31y, z ¢ehoz by plynulo, Ze 3 1 zy.
e 3ty. Zde je postup analogicky.
Tim mame dokézanou implikaci 3 | zy = 3 |2V 3 | v.
(< ). Nyni predpokladdme, ze plati 3 | x V 3 | y; chceme ukézat, ze 3 | zy. Bez

ujmy na obecnostirﬂ, necht je x délitelné tremi. Pak existuje x = 3k, kde k € Z.
Po dosazeni dostaneme

xy = (3k)y = 3(ky) = 3 | zy.

Tedy dokazali jsme obé implikace a tim i ptivodni tvrzeni. O]

A.2 Dikaz neprimy

Néktera tvrzeni v matematice muze byt obtizné dokazat pifimym dikazem.
Diikazy, které jsme si ukazovali, vzdy zacinaly od predpokladu a postupné jsme
dosli k pozadovanému zavéru. Lze ale postupovat i jinak. Opét se odkazeme na

drive zminéné tautologie véty [2.1.11] konkrétné na :
(A= B) & (-B = —A). (A.2)

Implikace je ve skutecnosti ekvivalentni s tvrzenim, ze pokud neplati zaveér, pak
neplati ani predpoklad. Na této skutecnosti je zalozen dikaz neprimy (téz dikaz
obménou). Podivejme se na priklady uziti.

Tvrzeni A.2.1. Necht x € Z a 31 (z* —1). Pak 3| .

V tomto piipadé méame dvé moznosti. Bud za¢neme s predpokladem 3 { (% —
1) a dokazeme, ze 3 | x (tedy dokdzeme tvrzeni piimo), nebo naopak budeme
predpokladat, ze 3 1 z, a dokdzeme negaci puvodniho predpokladu. Zde bude
jednodussi zacit s predpokladem, ze x neni délitelné tremi.

Diikaz. Necht 3  x. Ukazeme, Ze plati 3 | (#2—1). Podle pfedpokladu lze x zapsat
jako 3k + 1 nebo 3k + 2, kde k € Z. Prozkouméme ptipad x = 3k + 1 (pro pripad
r = 3k + 2 je dikaz analogicky). Pak

2?2 —1=Bk+1)?—1=9k>+6k+1—1=9k>+6k =3(3k*+2k) = 3| (22 —1).

3Termin bez 1ijmy na obecnosti (nékdy zkracend BUN 0) se v matematickych textech pouzivd
v situacich, kdy muzZe nastat vice moznosti, avsak jejich dukazy jsou analogické, takze staci
probrat jednu z téchto moznosti.
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Tedy dokazali jsme, ze
3tx=3](2*-1),

coz je vak podle ekvivalentni s
3t (x*—1)= 3] x,

a puvodni tvrzeni je tak dokazané. O

Tvrzeni A.2.2. Necht jsou ddny mnoziny A a B. Pak
AUB=A< BCA.
Diikaz. (= ). Tuto implikaci dokdzeme obménou. Necht jsou ddny mnoziny A a B
takové, ze B neni podmnozinou A. Pak
JdJre B:x ¢ A
Prvek z se se tedy objevi i ve sjednoceni A U B, t;j.
xr e AU B.

Ale protoze x ¢ A, ziejmé AU B # A.
(< ). Opac¢nou implikaci lze jiz dokazat primo a vyuzijeme zde pomérné hezkého
triku, ktery se pri dokazovani podobnych tvrzeni vyuziva. Tvrdime-li, ze dvé
mnoziny se rovnaji, pak ovSem i plati, Ze jsou vzajemné podmnozinami té druhé.
Symbolicky

X=Y&< (XCY)A(Y CX).

V nasem pripadé budeme chtit ukazat, ze plati
(ACAUB)AN(AUBCA).

Platnost inkluze A C AU B je vidét okamzité (vyplyva z definice sjednoceni),
nebof pro libovolny prvek x plati:

reA=xe AUB,

a tedy skutecné A C AU B.

Zbyva ukazat, ze AU B C A. Vezméme libovolny prvek z € A U B; ukazeme
ze x € A. Nyni mohou nastat dvé moznosti:

o x € A. Pak mame trividlné pozadovany vysledek.
e = € B. Z predpokladu vime, ze B C A, z ¢ehoz opét plyne x € A.
Dokazali jsme tedy obé inkluze, tj. AC AUB a AU B C A, a tedy plati

AUuB=A.

(Prevzato z [11], str. 111.)
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A.3 Dikaz sporem

Uz jsme si predstavili dvé zédkladni dikazové techniky. Nyni k nim pridame
metodu treti — dukaz sporem.

Uvazme, ze mame tvrzeni ve tvaru implikace A = B, které chceme dokazat.

Podle ve vété 2.1.11] vime, ze vzdy plati
(P = —-P)= —-P. (A.3)

Tato tautologie tika, ze pokud z vyroku P lze odvodit jeho negaci =P, pak vyrok
P neplati.

Myslenka diikazu sporem je tedy takova, ze budeme predpokladat plat-
nost negace dokazovaného tvrzeni -(A = B) a dojdeme k zavéru, ktery
je v rozporu predpokladem. Z toho pak podle ED plyne, Ze znegované tvr-
zeni neplati a podle zdkona vylouceného tretiho (viz Ve Vété musi platit
tvrzeni opacné (coz je puvodni tvrzeni).

Jesté si vzpomenme na tautologii
(A= B) < BV -A.
Pomoci ni mizeme psat
(A= B)=-(BV-A)=ANA-B.

To ostatné dava i smysl. Implikace je nepravdiva, pravé kdyz plati jeji predpoklad,
ale neplati jeji zaveér.

Tvrzeni A.3.1. Nechl jsou dana ab € Z, kde a je sudé a b je liché. Pak
41 (a® + 2b%).

Dukaz. Nejprve znegujeme dokazované tvrzeni, tj.
(2] an2tb) =41 (> +20%) = (2| an21b) Ad](a®+207).

Pro spor tedy predpokladejme, Ze je-li a sudé a b liché, pak vyraz a® + 2b° je
délitelny c¢tyimi. Tedy existuji ¢isla k,l € Z takova, ze a = 2k a b = 2] — 1. Tedy

a® +20* = (2k)* +2(20 —1)* = 4k> + 81> — 81 + 2 = 4(k* + 21* — 2) + 2.

Vyraz 4(k* 4 212 — 21) je jisté délitelny 4. AvSak protoZe plati 4 | a® + 2b2, pak
musi také platit 4 | 2. To ocividné neplati. To znamend, Ze znegované tvrzeni je
nepravdivé, coZ je spor s predpokladem, Ze je-li a sudé a b liché, pak 4 | (a®+20?).
Tedy plati ptivodni tvrzeni, coz jsme chtéli dokazat. O

(Prevzato z [11], str. 126) V pripadé dikazu sporem je asi nejznaméjsi (a téz
i nejstarsi dochovany) diikaz, Ze ¢islo v/2 je iracionalni.

Tvrzeni A.3.2. Cislo \/2 je iraciondlni.
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Diikaz. Nez zacneme s dikazem, trochu si rozmysleme dokazované tvrzeni. Jak
bude vypadat jeho negace? Opaénym tvrzenim je, Ze ¢islo v/2 je raciondlni. Z de-
finice racionédlniho ¢isla to znamend

ap,qezz\/ﬁzz.

O kazdém zlomku navic vime, ze jej lze zapsat v zdkladnim tvaru, tj. muzeme
zaroven predpokladat, Ze p a ¢ jsou nesoudélna. S timto budeme dale pracovat.
Pisme

Va="
q
2
2=
q
2¢° = p*.

Z posledniho fadku lze vidét, Ze p? je mozné zapsat jako dvojndsobek né&jakého
jiného ¢sla. Tedy p? je uréité sudé. Co nam to fiké o samotném p? Ze p je také
sudé. (O tom neni té7ké se presvédcit. Pii spocitdni (21 — 1)? vyjde liché ¢islo.)
To znamend, ze existuje r € Z takové, ze p = 2r. Nyni dosadime:

2¢° = (2r)?
2¢% = 4r?
q2 o 27,2

Tedy ¢? je také nutné sudé a tedy i ¢ je sudé. Dohromady tedy p a ¢ jsou obé
suda. To je vSak spor, nebot jsme predpokladali, Zze p a ¢ jsou nesoudélné. Proto
nemiiZe neexistovat zlomek p/q, ktery by byl roven v/2 a byl v zakladnim tvaru.

m

Tvrzeni A.3.3. Prvocisel je nekonecné mnoho.

Diikaz. Pro spor naopak predpokladejme, Ze prvocisel je kone¢né mnoho; oznacme
si je p1,pa, - .., pn. Definujeme ¢islo m nasledovné:

m =pip2 - Pn-
Nyni k ¢islu m pricteme 1

m+1=p1p2-~-pn+1.

Na zavér celou rovnost vydélime kterymkoliv z ¢isel py, po, ..., pn; bez Gjmy na
obecnosti zvolme py:
m+1  pip2---pn+1 1
= =p2:Pnt —.
b1 b1 D1

Cislo py - - - py, je jisté piirozené, aviak 1/p; jiz pfirozené neni (nejmensi prvocislo je
2). Je vidét, ze nové vzniklé prirozené ¢islo m+1 neni délitelné zadnym z prvocisel
D1, P2, - - - Pn. T0 vSak znamend, ze m+ 1 je bud samo prvocislo, nebo je délitelné
prvocislem, které neni soucasti posloupnosti py, ps, ..., p,. V obou ptipadech vsak
dostavame spor, nebot jsme predpokladali, zZe posloupnost pq, po, ..., p, obsahuje
vsechna prvocisla. O
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A.4 Dukaz matematickou indukci

K této ditkazové technice si na tvod ukazme ptiklad. Ctenafi si mozné vzpo-
mene na vzorec pro soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti. Pti jeho
znalosti by tak pro nas nemél byt problém urcit soucet

> 2k
k=0

Predstavme si na chvili, ze bychom neznali prislusny vzorec. Zkusme si vypocitat
prvnich nékolik hodnot:

M0 =1=2-1,

2042 =3=4-1,

204+2'4+22=7=8-1,

2042t 422425 =15=16— 1.
Zd4 se, 7e vzorec pro obecné n by mohl byt 21 — 1. Ale i kdybychom to ovéfili
pro jakékoliv mnozstvi hodnot n, stale to nebude dikaz. Jak na to? K podob-
nym tvrzenim se vyuziva tzv. matematickd indukce (nékdy zkrécené jen indukce).
Ukazme si na tomto piikladu zptisob pouziti (formélni princip si vysvétlime poz-
déji).
Nasim cilem je tedy dokazat, ze Vn € Ny plati

Z 2k) 2n+1
i) Nejdrive ovérime platnost vzorce pro nejmensi mozné n, tj. pro n = 0:
J ) J
0
Yoob=20=1 a 20" —1=2-1=1.

Pro n = 0 vzorec plati.

(ii) Nyni predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro urcité n = ny € N. Ukazeme, ze
pak tvrzeni nutné musi platit i pro n = ng + 1. PiSme

no+1

nQ
Yo 28 =2k 4 gneth,
k=0 k=0

Podle piedpokladu vzorec plati pro ng, tedy za 332, 2F miizeme dosadit
2o+l 1 Tedy

Z oF gnotl — gnotl _q 4 gnotl — 9 gnotl _ ) — gno+2 _ 7
k=0

To je ale presné vzorec pro n = ng + 1.

Tim jsme dokazali dané tvrzeni. Jak? Podle |(i)| vzorec plati pro n = 0. Podle [(ii)}
kdyz tvrzeni plati pro n = 0, pak plati i pro n = 1 (pro ng = 0). Pro n = 1 pak
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opét podle dostaneme, ze tvrzeni plati i pro n = 2. Opét podle vime, Ze
kdyz tvrzeni plati pro n = 2, pak plati i pro n = 3 a tak dédle. Takto postupné
dostaneme, ze tvrzeni tedy plati pro vSechna n € N (viz obrazek [A.1]).

Obrazek A.1: Dikaz indukci lze prirovnat k efektu padajiciho domina.

Krok se nazyva indukcni krok a predpoklad, ze dokazované tvrzeni plati
pro néjaké n = ng se nazyva indukcni predpoklad. Nékdy se v dikazech indukei
pro upfesnéni specifikuje, podle jaké proménné dané tvrzeni dokazujeme. V tomto
pripadé bychom tekli ,indukci podle n“. (Inspirovano [I], str. 32.)

Tento postup vychazi z tzv. principu matematické indukce, ktery lze zformu-
lovat jako vétu.

Véta A.4.1 (Princip matematické indukce). Necht pro kazdé n € N je ¢(n)
libovolny vyrok. Pokud plati

(1) ¢(1) a
(i) Vk € N: p(k) = o(k+ 1),
pak plati¥n € N : p(n).

(Prevzato z [11], str. 144.)
Tuto vétu v riznych textech lze najit i v jinych formulacich. Uvedme si jesté jeden
priklad.

Umluva A.4.2. Pii aplikaci indukéniho predpokladu se nekdy pise zkratka I. P.,
¢ehoz se budeme drzet v dalsim textu.

Tvrzeni A.4.3. Pro kazdé prirozené n > 5 plati 2" > n?.

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme indukei podle n.
« Pro nejmensi hodnotu n = 5 dostdvame 2° = 32 > 25 = 52, coZ jisté plati.
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e Nyni dokdzeme indukcni krok. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro libo-
volné ng > 5; ukdzeme platnost pro ng + 1:

gno+l — gno 9 1" 2 o,

Pro dokazani tvrzen{ nyni staci ukdzat, Ze 2n3 > (no + 1)%.

2ng = ng +ng > ng + 5ng = ng + 2ng + 3ng > ng + 2ng + 15
>nag+2ng+ 1= (ng + 1)

Celkové tedy dostdvame 201 > (ng + 1)%

Podle principu matematické indukce plati Vn > 5 : 2" > n?, coz jsme chtéli
dokéazat. O

(Prevzato z [11], str. 153.)

Tvrzeni A.4.4. Necht X je libovolnd n-prvkovd mnoZina. Pak |P (X)| = 2".

Diikaz. Postupujme indukei podle mohutnosti n mnoziny X. Pro n = 0 obsahuje
poten¢ni mnoZina mnoZiny X pouze prazdnou mnoZinu, tj. [P (0)] = 2° = 1.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro mnozinu o ng prvcich. Pro dikaz induké-
niho kroku méjme mnozinu X o ng+ 1 prvcich. Vezméme libovolny prvek z € X.
Prvky potenéni mnoziny P (X) si rozdélime do mnozin 7" a T” takto:

« T={QeP(X)[zeQ}a
« T"'={QeP(X) |z ¢Q}

Tedy v T se nachazi vsechny podmnoziny mnoziny X obsahujici prvek x a v
T’ vsechny podmnoziny, které jej neobsahuji. Z definice lze vidét, ze T a T’
jsou disjunktni, tj. T NT" = (0, a také X = T UT’. Jaké jsou mohutnosti T’
a T"? Mnozina T" obsahuje vSechny podmnoziny mnoziny X \ {z} a tedy podle
indukéniho predpokladu ma 2™ podmnozin, tj. |P (X \ {z})| = 2.

Jak vypadaji mnoziny obsazené v T'? Uvazme libovolnou podmnozinu A" mno-
ziny X, kterd neobsahuje prvek z. Takova mnozina musi byt (z definice) prvkem
mnoziny 7”. Pokud nyni polozime mnozinu A = A" U {z}, ziskdme tak mnozinu
obsahujici prvek z, a tudiz A € T. Naopak pokud bychom méli mnozinu B ob-
sahujici prvek z, tj. B € T, pak definovanim B’ = B\ {z} ziskdme mnozinu z
T'. To vsak znamena, Ze kazdé mnoziné A" € T" odpovida pravé jedna mnozina
AeT.

Z toho plyne, 7e pocet mnozin v T je stejnyf] jako v 77, tj. |T| = |T"], coz
podle jiz aplikovaného indukéniho predpokladu znamend, ze |T'| = 2™. Protoze
viak mnoziny T a T" jsou disjunktni, celkovy pocet prvki je 270 4 2m0 = 2no+l
coz jsme chtéli dokazat. O

4Formalné vzato jsme sestrojili bijekci mezi mnozinami T a T”, kde obrazem mnoziny A € T
je A\ {z} € T". Termin je zaveden v sekci
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Priloha B

Dodatky k logice

V kapitole o vyrokovém a predikdtovém pocétu jsme pracovali s vyrokovymi
a pozdéji predikatovymi formulemi, kde jsme si pouze neformalné vysvétlili, co
pod témito terminy rozumime. Formalnéji mizeme k témto zélezitostem pristou-
pit pomoci nasledujici metadefinice.

Definice B.0.1 (Vyrokova a atomicka formule). Terminy definujeme rekurentné:

(i) Kazda vyrokova proménnd je vyrokovd formule (tzv. atomickd formule).

(if) Jsou-li ¢ a ¢ vyrokové formule, pak —(), (@) A (¥), (@) V (¥), (¢) = (¢)
a (p) & (V) jsou také vyrokové formule.

(iii) Vyraz, ktery nelze ziskat pomoci pravidel [(i)] a [(ii)] neni vyrokovou formuli.

(Prevzato z [3], str. 14 a [6], str. 30).

Definice vyrokové formule nam v podstaté rika, jakym zptisobem mii-
zeme sestrojit potencidlné vSechny mozné formule. Méjme vyrokové proménné A,

B a C. Ty jsou podle [(i)| v definici vyrokovymi formulemi. Podle [(ii)| jsou

pak formulemi i vyrazy

(A)A(B), (A)V(C) a—(B). (B.1)

vvvvvv

wzitim formuli (B.1]) muZeme déle postupné sestrojit napi. vyrazy

(WAB) = (WvE) a (W)= (v B)),

které jsou opét podle vyrokovymi formulemi. Opétovnym uZitim pak je
dale vyrokovou formuli napt.

(am) = (v ©)) = (WA (®)) = (v )

Takto mizeme postupovat dal a opakovanou aplikaci pravidla vytvorit jesté

vvvvvv

Naopak pokud bychom uvazili néjaky vyraz, muzeme obdobné zjistit, jestli se
jedna o vyrokovou formuli ¢i nikoliv.

93



Priklad B.0.2. M¢jme vyraz

o~ (DA©) = () (B) = ~(0)).
Ovérte, zda ¢ je vyrokova formule.

Reseni. Aby ¢ byla formule, musi byt
o1~ (A AC) a gy~ ((A)V(B)) = ~(C)

téz formulemi. Vyraz ¢, ziejmé je formuli, nebot A a C' jsou atomické formule.
Ovsem u @y lze jiz vidét, ze vyraz nespliuje definici vyrokové formule, nebotf u
—(C) chybi vnéjsi zavorky. Z bodu definice tedy plyne, ze vyraz ¢ neni
vyrokovou formuli, nebof jej nelze ziskat pomoci pravidel |(i)| a . O]

Ctenare mozna jiz napadlo, ze formule, které jsme sestrojili z definice m,
jsou zapsany pomérné komplikované, predevsim co do nadmeérného pouzivani za-

vorek. Napr. vyraz
AN-C, (B.2)

neni podle vyrokovou formuli. I pfesto je vSak nejspiSe ziejmé, Ze timto
zapisem vyjadiujeme vyrok ,Plati A a zaroven neplati C.. Nebo vratime-li se
k piikladu i pri vypusténi uzavorkovani u vyrazu ¢, by dévalo smysl inter-
pretovat vyraz

AV B = -C

jako vyrok ,Jestlize plati A nebo B, pak neplati C'*
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Priloha C

Dodatky k axiomum teorie
mnozin

Jesté jedny znamé vztahy pro mnoziny jsou tzv. De Morganovy vzorce (viz
obrazek , které si zde zformulujeme jako vétu.

Véta C.0.1 (De Morganovy vzorce). Necht A, X, ..., X, jsou libovolné mnoZiny.
Pak platt

n

@\ (Ux) =),

() - G

Diikaz. Nejdrive se zamysleme, co vlastné rikaji dané rovnosti. Vyjadriuji, ze mno-
ziny na pravé a levé strané jsou si rovny. Z axiomu extenzionality |(ZF2)| vime, ze
to plati pravé tehdy, kdyz maji dané mnoziny stejné prvky.

UkéZeme pouze platnost [(i), avSak diikaz [(ii)| je zcela analogicky.

(=). Budiz dan libovolny prvek =z € A\ (U, X;). Ukdzeme, ze plati x €
", (A\ X;). Z definice rozdilu mnozin (viz|3.2.2|) musi podle predpokladu platit

xEA\(UXZ)@:EGA/\xgé U X
i=1 i=1

Protoze vSak x nendlezi sjednoceni mnozin X7, ..., X, pak nenélezi (podle defi-

nice (3.2.12)) zadné z nich:

¢ | JX;=Vie{l,...n}:z ¢ X,

i=1
Tedy vime, ze plati:
reANVie{l,...n}:x ¢ X,

Pokud prvek x nalezi mnoziné A a zaroven nenalezi zadné z mnozin Xi,...,X,,
pak nalezi mnoziné A\ X; pro libovolné 7, kde 1 <7 < n. Tj.

reANVie{l,...n}:xd X;)=>Vie{l,...n}:xe A\ X,.
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Z tohoto faktu jiz lze vidét, ze x nutné lezi v priniku téchto mnozin, tzn.

n

i=1
coz jsme chtéli dokazat.
(< ). Podobné ukazeme opacnou implikaci, tj. pokud = € N, (A \ X;), pak
x € A\ (UYL, X;). Necht je tedy dano x € N, (A \ X;). Z predchoziho jiz vime,
ze

xEFNAM&%#WE{L”wMﬁxéA\X

i=1

=cecANYie{l,...n}:x ¢ X,

sreArz ¢ X,

=1

a tedy

xEAE(UXO.
=1

A X1 UXy (A\ X1)N(A\ Xy)

Obrazek C.1: De Morganovy vzorce pro n = 2.

C.1 Schéma axiomu nahrazeni

Vu Yo Y’ (o(u,w) A p(un’) = v =1") =
= Va3zVx (:17 ezeylyea Ne(y,x))),

kde formule p(u,v) neobsahuje proménné v’ a z.

vvvvvv

nyni pouze na predpoklad
Vu Yo Yo' (o(u,v) A p(un’) = v =1").

Ten udéva, jakou vlastnost musi splinovat formule ¢(u,v). Tvrzeni je takové, ze
pokud existuji mnoziny v,v’ takové, ze plati p(u,v) i ¢(u,v’), pak mnoziny v a v’
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musi byt stejné. Resp. predpoklad pozaduje, aby pro kazdé u platila formule
¢(u,v) pro nejvyse jeden prvek v. Ekvivalentné bychom toto mohli napsat jako

Vu Jlo : p(u,w).

Toto by nam jiz mélo byt povédomé. Podobné jsme definovali zobrazeni v definici
M.3.1] V tomto pripadé muzeme tak ¢ chépat jako formuli udavajici, zda obrazem
prvku u je prvek v.
Druhé cast
Va 3zVa (m czeJylyean go(y,x)))

nam zarucuje, ze vSechny prvky v, kterym odpovidd (v rdmci formule o(u,v))
néjaky prvek u € a, tvori mnozinu z. Struc¢né receno, obrazem libovolné mno-
ziny pri definovatelném zobrazeni je opét mnozina.

Tento axiom nebyl soucasti ptivodnich Zermelovych axiomii. Posléze se vsak
ukazalo, Ze lze uvazovat ,rozumné soubory“, které bez schématu axiomi nahra-
zeni nejsou mnozinami. Napf.

m= {2 (2) P (P (x)),P(P(P),...}.

kde z # (). Z axiomu nekonecna zarucujici existenci nekone¢né mnoziny z vime,
ze pokud z je prvkem z, pak i xtU{z} je prvkem z. Neni tézké si rozmyslet, Ze toto
pro m neni splnéno. Nicméné pri vhodné volbé formule ¢ lze definovat zobrazeni
prvkl néjaké aktualné nekonecéné mnoziny postulované axiomem nekonecna na
mnoziny z,P (z),P (P (x)),... a podle axiomu nahrazeni tak tyto obrazy

{z,P (x) P (P(x)),P(P(P(x),. .}

tvori opét mnozinu.
C.2 Axiom fundovanosti

Va(a#@iﬂx:(azéa/\xﬂa:@))

Tento axiom slouzi svym zptisobem jako omezeni mnozin, které lze uvazovat.
Tvrzeni je takové, ze kazda neprdzdna mnozina musi obsahovat alespon jeden
prvek, ktery je s ni disjunktni (tj. ma s ni prazdny prunik). Tim zamezujeme
existenci nékterych typ mnozin, jako tfeba mnoziny obsahujici samy sebe, tj.
a € a. Jmenovité napt.

a={a},b={b,0} a jiné.

Lze se snadno presvédcit, ze pti existenci takovych mnozin by axiom fundovanosti
byl porusen. Pokud bychom pripustili napt. existenci mnoziny x’, pro kterou by
platilo, ze 2’ € 2/, pak podle axiomu dvojice [(ZF3)| je t6Z mnozinou i u = {2'}.
Podle axiomu fundovanosti musi u obsahovat prvek z, takovy, ze x Nu = (.
Protoze vSak pouze 2’ je prvkem u, pak musi nutné platit (protoze =’ # (), ze
2’ Nu = (. To ale neplati!

rNu=21nN{z'} =2,
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nebot 2’ € /. Tzn. u tedy nesplnuje axiom fundovanosti a neni tak mnozinou
v ZF. Tim paddem nemuze byt mnozina ani =’ (kdyby ano, tak i u je mnoZina
podle axiomu dvojice [(ZF3))).
Dalsimi diisledky axiomu fundovanosti je vylouceni cykli v relaci ,,byti prv-
kem®, tj. napf.
r1 €Ty € X3 € T1.

Trochu obecnéji 1ze nahlédnout, Ze nikdy tak nemuize nastat situace, kdy bychom
nasli nekonecny retézec ,,€“ mnozin

e EXT, € €T € X1 € X

Axiom fundovanosti tedy slouzi jako obecna charakteristika vSech myslitel-
nych mnozin v ZF. Oproti vSem ostatnim je tedy trochu jiného charakteru, nebot
doposud zminéné axiomy byly spise , konstrukéni® Jejich postupnou aplikaci jsme
byli schopni sestrojit z mensich mnozin mnoziny vétsi. Lze ukazat, ze axiom fun-
dovanosti je ekvivalentni s tvrzenim, Ze vsechny mnoziny v ZF lze generovat z
prazdné mnoziny opakovanou aplikaci axiomu potence a sumy.
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Priloha D

Dodatky k budovani c¢iselnych
mnozin

Véta D.0.1. (Ny, <) je linedrné usporddand mnoZina.

Diikaz. Je-li mnozina Ny linearné usporadand vzhledem k relaci ,,<“, pak tato
relace musi byt reflexivni, antisymetricka a tranzitivni (pro pfipomenuti viz
definice a dale kazda dvojice prvki n,m € Ny musi byt porovnatelna, tj.
n<mVm<n.

o Reflexivita. Z definice relace ,<“ v trividlné pro libovolné prirozené
c¢islo n plati n < n.

o Antisymetrie. Necht n,m € Ny, pficemz n < m Am < n. Chceme ukézat,
ze n = m. Pokud plati n < m A m < n, pak musi platit

(n<mVn=m)A(m<nVn=m)nebolin=mV(n<mAm<n).

Pripad n < m A m < n nemuze nastat, coz lze ukdzat sporem: nechf plati
n < mAm < n,tj. podle definice n € m A m € n. Z bodu [(i)| lemmatu
by plynulo n C m A m C n a z tranzitivity inkluze médme n C n, coz
je spor.

o Tranzitivita. Necht n,m,l € Ny, takova, ze plati n < m A m < £. Chceme
ukazat, ze n < /.

Pokud plati n = m, m = ¢ nebo n = £, pak tvrzeni jisté plati. Predpokla-
dejme nyni, ze n # m Am # £ An # (. Podle bodu lemmatu [5.5.3
dostavame n C m Am C £ a tedy n C £. Opét podle tvrzeni odvodime
n </.

Tedy relace ,<* na Nj je skutecné usporadanim. Fakt, Ze toto usporadani je
linearni plyne primo z dusledku [5.5.4! O

99



Priloha E

Dodatky k porovnavani
nekonec¢nych mnozin

Dodatecné ukazka Cantorova diagonalniho argumentu pri dikazu Cantorovy
véty pro spocetné mnoziny.

Véta E.0.1. Pro libovolnou spocetnou mnoZinu X plati

X <P(X).

Diikaz. Ukézeme, ze X % P (X) (pfipad X < P (X) jiz zndme). K tomu lze
pristoupit sporem. Pro spor necht X =~ P (X), tzn. existuje bijekce f : X —
P (X). Obdobneé jako v diukazu véty , i zde ukdzeme, ze f neni na. Obrazy
prvki z; € X tak mizeme ,usporddat do ,seznamu“ f(z1),f(x2),f(z3),....
Podmnozinu Y miizeme z mnoziny sestrojit X tak, ze pro kazdy z prvki mnoziny
X urc¢ime, zda nalezi Y ¢i nikoliv. Oznac¢ime-li si pripad € Y pismenem A
a pripad = ¢ Y jako N, pak zminény ,seznam* bychom mohli zndzornit podobné
jako na obrazku

X — {xla X, X3, T4, L5, .. }

fl®): A N AN
flza) © N N

flzs): A N NN N ...
flzg) : N A N A N ...
f(zs) N N N

Obréazek E.1: Podmnoziny (obrazy) mnoziny X urc¢ené nélezenim kazdého z
prvki.

Opét se zamérime na diagonalu tohoto seznamu.
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X - {xla L9, T3, T4, L5, . . }

Obréazek E.2: Diagonala seznamu podmnozin mnoziny X.

Zkonstruujeme mnozinu S tak, ze kazdy prvek = na diagonale ji nalezi prave
tehdy, kdyz nendlezi podmnoziné (tedy obrazu f(z)) v prislusném fadku. Evi-
dentné mnozina S je podmnozinou X. Zaroven se vSak od kazdé podmnoziny na
seznamu lisi minimélné v prvku na diagonale. To znamend, ze S nemize byt na
seznamu, ¢imz dostavame spor. O

E.1 Relace ekvivalence

vvvvvv

jednomu z nichz se budeme dale prednostné vénovat. Za¢neme prvnim z nich.

Definice E.1.1 (Relace ekvivalence). Necht R je relace na mnoziné X. Rekneme,
ze R je relaci ekvivalence na X (nebo jen ekvivalenci na X), pokud je reflexivni,
symetrickad a tranzitioni.

A¢ se to nemusi zdat, tento typ relace ma velmi prijemné vlastnosti. Jak si

ji predstavit? Piikladem muze byt tfeba relace R na mnoziné X = {zy,...,x7}
znézornénd na obrazku [E.3] niZe.

X7

Ze
T3
T4
Z1
Is
€2

Obrazek E.3: Priklad relace ekvivalence R na X.

Pokud by vsak byl napt. prvek x3 v relaci prvkem x4, pak by jiz R nebyla
ekvivalenci, jak lze naopak vidét z obrazku [E.4]
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xs

x3

X5
)

Obrazek E.4: Relace RU (z3,24) na X.

Vsimnéte si, ze na obrazku jsou prvky rozdéleny na ,ostruvky“, kde
v ramci kazdého z nich jsou spolu vsechny prvky v relacﬂ (Zkuste si z defi-
nice rozmyslet, ze to tak vzdy musi byt.) Zakreslovat relaci ekvivalence dosavad-
nim zpusobem se tak stava jiz celkem nevyhodnym, nebot pro vétsi mnozstvi
ekvivalentnich prvku jiz zakreslovat vsechny vztahy Sipkami je v tomto pripadé
pomérné zdlouhavy proces (napt. pro 5 ekvivalentnich prvka bychom museli kres-
lit 25 sipek). Uspornéjsi a taktéz ndzornéjs pro nds bude si pouze schématicky
rozdélit prvky do skupinek (relace mezi nimi z definice ekvivalence povazujeme
za samoziejmé), napr. jako na obrazku [E.5

Obrazek E.5: Schématické zndzornéni ekvivalence R na X.

Definujme si nyni tyto ,ostrivky* trochu formalnéji.

Definice E.1.2 (Trida ekvivalence). Necht R je relace ekvivalence na mnoziné
X a necht z € X. Pak definujeme mnozinu

[z]r = {y | xRy},
kterou nazyvame trida ekvivalence R urcend prvkem x.

Trida ekvivalence [z]g jistého prvku x tak obsahuje vSsechny prvky, které jsou
s x ekvivalentni, tj. v relaci R. Z prikladu vyse je vidét ze plati:

U relace ekvivalence téz fikdme, Ze prvky jsou spolu ekvivalentnd.
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° [%]R = [172]1% = [IE3]R = {$1,$2,$3}7
o [za]r = [25]R = {74,75},
o [26)r = [x7]r = [2s]r = {we,27,25}

Priklad E.1.3. Dalsi priklady relaci ekvivalence a jejich t¥id.

(i) (N, =) (rovnost prirozenych ¢isel) je relace ekvivalence, kde kazdy prvek
tvori samostatnou tfidu ekvivalence.

[1]r = {1}
2]r = {2}

(ii) Relace ,mit stejnou pam’tu‘ﬂ na mnoziné Z je relace ekvivalence o dvou
tridach (sudd a licha ¢isla).

Mg={-11,-33,-55,...}
[2]r = {0,— 22, —44...}

(iii) Relace ,,mit stejny zbytek po celo¢iselném déleni 5 na mnoziné N je relace
ekvivalence o péti tiidach (¢isla 0—4 jako zbytek po celo¢iselném déleni).

0lr = {0,5,10,...}

[0]

[1]r = {1,6,11,...}
2p = {2,7,12,...}
3]z = {3.8,13,...}
4] = {4,9,14,...}

(iv) Relace ,mit stejnou absolutni hodnotu* na mnoziné R je relace ekvivalence,
kde kazda ttida obsahuje prvek x a —x pro vSechna x € R.

{0}

{_1’1}
{v2.-v2j
{

/30, — 430}

=)
B
I

[
[

>

[

4

B
|

]
]
]
]

coﬁl
S 9

=
I

2Tzn. obé &isla jsou sud4 nebo lich4.
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E.2 Mohutnost mnoziny

V sekei jsme v definici subvalence a ekvipotence zminili pojem ,,mohut-
nost“ (ostatné zminili jsme jej ue v historickém tvodu). Jiz vime, co je minéno
pod tvrzenim, ze mnozina ,mé vétsi/stejnou mohutnost“ jako jind mnozina. To
nam vsak pouze dava predstavu, jak mohutnosti porovnavat. Jak tuto vlastnost
mnoziny explicitné vyjadrit?

V pripadé koneénych mnozin rozumime pod ,,mohutnosti“ mnoziny jednoduse
jeji velikost (tj. pocet prvku), kterou reprezentuje néjaké prirozené ¢islo. U neko-
logiky by pak muselo platit napr. [N| = |R| = oo. To by vSak nebylo konzistentni s
definici, ze dvé mnoziny maji stejnou mohutnost, kdyz mezi nimi existuje bijekce,
protoze podle véty vime, ze N < R. Na mohutnost mnoziny lze nahlizet
i trochu abstraktnéji.

Pro leh¢i pochopenti se na chvili presunme ke geometrii. Uvazime-li relaci ,, byt
rovnobézny s“, tj. ,,||“ na mnoziné vSech primek v roving, jaké vlastnosti spliuje?

o Reflexivita. Kazda primka je rovnobézna sama se sebou, tj. pro pifimku p
plati p || p.

« Symetrie. Plati-li p || ¢, pak platiiq | p.

o Tranzitivita. Je-li primka p rovnobézna s primkou ¢ a zaroven ¢ je rovno-
béZné s primkou r, pak urcité p || r.

Tedy ,,||“ je relaci ekvivalence na mnoziné piimek v roviné. Na zakladé tohoto
poznatku, mame-li libovolnou piimku p, jaké primky obsahuje tiida ekvivalence
[p];? Budou to pravé takové piimky, které jsou rovnobézné s piimkou p. Jak
bychom definovali smeér primky?

Uvazime-li libovolnou tfidu ekvivalence relace ||, pak primky ji nalezici maji
vzdy shodny smér. To znamenad, ze vybérem kterékoliv ttidy ekvivalence je smér
jednoznac¢né urcen podle nalezicich primek. Tedy celkové: za smér primky p pro-
hlasime t¥idu ekvivalence [p].

Tato ivaha ndm zde velmi pomuze. Ackoliv sice netusime, co je to mohutnost
mnoziny, presto dokdzeme urcit (v principu), zda libovolné mnoziny X a Y maji
stejnou mohutnost, nebo nemaji.

Lemma E.2.1. Ekvipotence =~ je relaci ekvivalencd|

Diikaz. 7. definice relace ekvivalence staci ovérit, ze ~ je reflexivni, symetricka
a tranzitivni. Méjme libovolné mnoziny X,Y 7.

o Reflexivita. Jisté plati X ~ X. Za bijekci staci zvolit identitu 1.

37de se jednd o tzv. tiidovou relaci na tzv. univerzdlni tridé (¢asto oznacované V), tedy
n,souhrnu“ vSech mnozin. Tento ,,souhrn“ nemuze byt mnozinou, nebot bychom tak dosli ke
sporu v ZF. T¥idy predstavuji v teorii mnozin ,nadstavbu® terminu mnozina. Obecné plati, ze
kazda mnozina je tfida, ale ne kazda tiida je mnozina. Pro hlubsi pochopeni doporucuji knihu
[6], str. 45-50
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e Symetrie. Pokud X =~ Y, pak existuje bijekce f : X — Y. Protoze f je
bijekce, existuje inverzni zobrazeni f=!':Y — X, které je téZ bijekci. Tzn.
platii Y ~ X.

o Tranzitivita. Necht X ~ Y a zaroven ¥ ~ Z. Pisme f: X — Y a g:
Y — Z. Definujme zobrazeni h = g o f. Podle tvrzeni jeh: X — Z
bijekce a tedy X ~ Z.

Tedy = je relaci ekvivalence. [

Pro libovolnou mnozinu X tak tfida ekvivalence [ X |~ obsahuje vsechny mno-
ziny, které maji stejnou mohutnost jako X. Tzn.

VY € [X]o: Y &~ X.

Vime tak, zZe kazda z mnozin v libovolné tridé ekvivalence méa stejnou mohutnost.
Tuto ttidu bychom pak mohli prohlésit za jeji mohutnost. V ptipadé koneénych
mnozin, kde za mohutnost povazujeme prirozené c¢islo, se jedna o alternativni
pohled.

Mohutnosti predstavuji v teorii mnozin tzv. kardindlni cisla, kterd lze defino-
vat zpusobem popsanym vyse. Jedna se tak o zobecnéni myslenky poctu prvka u
konecnych mnozin. Podobné jako na prirozenych ¢islech, i na kardindlnich ¢islech
lze definovat smysluplnou aritmetiku.
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