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Predmluva

Tento druhy dil u¢ebnice Zaklady matematické analyzy vznikl tpravou textu, ktery ve
dvou vydénich vysel r. 1997 a 2001 v nakladatelstvi Matfyzpress pod ndzvem Matema-
ticka analyza pro ucitele. Jeji uzivani ukazalo, ze svym rozsahem vyhovuje v bakalaiském
studiu matematiky a umoznuje dostateénou variabilitu prednésky, k niz je jako pomocny
text vyuzivana. Text tohoto dilu je vSak upraven mnohem podstatnéji nezli text prvniho
dilu — je mu jiz jen obsahové podobny.

Ucebnice obsahuje znac¢ny pocet historickych poznamek, ubyly vsak ukazky ze star-
Sich Ceskych ucebnic a obecné historické komentare, které mély jen volnou vazbu na
vykladanou latku. Materidl dle moznosti neuzavira zadnou moznost pristupu k latce a
mél by byt snadno pouzitelny i pfi jiném usporadani latky apod. Historické poznamky
jsou pséany v kazdé kapitole nezavisle na pfedchozim textu. Na konci kazdé kapitoly je
uvedena literatura, ktera se k ni bezprostiedné vztahuje. V zavéru uvedené Dodatky ob-
sahuji rozsifeni latky, pouzitelné napf. pro samostatnou praci studentd v seminaiich —
proto se ocekava, ze pfi jejich éetbé musi étendf/student néjakou praci vykonat samo-
statné.

Druhy dil spolu s prvnim pokryva podstatnou c¢ast latky, probiranou na MFF UK
v prvnich tfech semestrech (rozsah 4/2, 4/2, 4/2). V textu nejsou zafazeny partie o funk-
cich vice proménnych. Jim jsou vénovana skripta L. Zajicka Vybran€ partie z matema-
tick€ analyzy pro 1. a 2. ro¢nik. Na druhé strané text druhého dilu obsahuje napt. dosti
podrobny vyklad o metrickych prostorech i o teorii obycejnych diferencidlnich rovnicich
a systému linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Partie o stejnomérné konver-
genci jsem se snazil zafadit co nejpozdé&ji, nebot je povazuji za niroéné. Pfi uziti textu
je vsak jiz véci prednésSejiciho, napt. kterou s¢itaci metodou se bude zabyvat podrob-
néji a kterd z uvedenych tvrzeni sdéli jen informativné, pripadné pfenecha studenttim
k avaze, zda se o nich budou chtit samostatné dozvédét néco nad ramec prednasky. Oba
extrémni pfipady (nezafadit do pfednasky nic ¢i naopak vse) by byly skodlivé. Partie
o mocninnych fadach je psana tak, aby poskytla ¢tenafi nutny zéklad k dalsimu studiu
teorie funkci komplexni proménné a je rozdélena na dveé ¢asti. Druhou ¢asti text konci,
a pravé v ni jsou vyloZena zakladni fakta o komplexnich funkcich, které jsou souctem
mocninné fFady.

U vsSech diilezitych vét jsem se snazil urcit autora i dobu, z niz véta pochazi. Hvéz-
dic¢ka u udaje, napt. Bolzano 1817" varuje ¢étenafre pred ukvapenymi zavéry: je nutno
si preCist na jiném misté textu dalsi komentaf; voditkem je jmenny rejstiik. Zejména
u starsich vysledkt jsem nezkoumal originalni prameny, nebot v cizojazycné literatuie
jsou knihy s historickymi komentéari velmi oblibené a mél jsem tedy nejen odkud cer-



pat, ale nechybéla i moznost srovnani. Pouze u nékolika dat uvadénych rozdilné jsem se
vzdy pokusil srovnanim s originalnimi texty priklonit se k tomu spravnému. U novéj-
Sich vysledkt vsak bylo velmi ¢asto nutné sdhnout k originalnim pramentm. Za kazdou
kapitolou je uvedena literatura, ktera se k ni bezprostiedné vztahuje.

Text psany kurzivou v b&zném textu (nebo antikvou v kurzivnim textu) je zAmérné
zvyraznén: tam by mél tenar zbystiit pozornost, eventuilné zapojit i pamét. Zvyraznény
jsou zejména vsSechny zavadéné pojmy. Jména matematikt jsou pri prvnim vyskytu
v kapitole tiSténa KAPITALKAMI; takovy udaj obsahuje Zivotopisnd data a plné jméno
(pokud nejde jen o oznacdeni véty). Obsah se vztahuje k obéma dilim ucebnice, avsak
na konci tohoto dilu zarazené rejstiiky se vztahuji pouze ke druhému dilu. Text druhého
dilu je strankovan ,pribézné“, a stejné tak jsou cislovany kapitoly. Prvni dil textu je
v soucasné dobé rozebran, pokusim se ho vSak casem také upravit a vydat znovu.

V ucebnici je fada pomérné elementarnich prikladi, ¢asto s vazbou na stredoskolskou
latku, text vSak prakticky neobsahuje cviceni; jsem presvédcéen, ze pocet prikladu, které
je tfeba samostatné vyfesit, je silné individualni, a ze dobrou sbirku pfikladi méa mit
student stale k dispozici. Nevyhybal jsem se opakovani vzhledem k pfedpokladanym
potencidlnim (ne potenciondlnim!) ¢tenditim, v tomto sméru jsem byl védomé dosti
,heekonomicky“.

Text vznikl z prednasek, které jsem konal v poslednich cca 15 letech. Za podnéty
a pfipominky vdé¢im mnoha kolegiim a jsem jim vSem za né velmi vdéény. Mnoho tprav
jsem provedl na prani recenzentd textu, je vSak samoziejmé, ze za chyby, které v textu
zustaly, zodpovidam plné ja. Na jejich prani jsem zaradil i vice obrazkt, které obétave
vytvoril mtj kolega ing. Jaroslav Richter, PhD.

MEél jsem moznost vyzkousSet text v ¢tyfsemestalni pfednasce zacinajici v letech 2000,
2003 a 2005. Materialu je v ném dost a preskupovani poradi latky mi necinilo vaznéjsi
obtize. Z odbocek od hlavni linie textu jsem cCerpal v proseminafi a i tak zbyla fada
véci, na které se nedostalo. Dalsi témata z proseminaitu se v né€kolika pripadech objevuji
v Dodatcich.
ucitele. V ném byla na néj fada odkazi; ty jsou vsak ve vztahu k upravenému textu
bohuzel témér bezcenné. Uvitam stejné jako u predchozich vydani komentaf, upozornéni
na chybéjici partie a chyby vcetné prepisi, na emailové adrese

jvesely@karlin.mff.cuni.cz

Je potésitelné, ze jiz vysla fada ucebnich textt pro zakladni prednasky z matematické
analyzy, a to i na jinych univerzitach. Pro ¢tenafe (i pro pfednasejici tohoto predmétu) je
jisté velkym pfinosem moznost si vybrat styl vykladu, ktery jim ,nejvice sedi“. Nezfidka
je pro studenty dobré si stejnou partii pfecist v riazném pojeti, jiny pohled vzdy prohloubi
porozuméni. A bude-li tento text jednim z téch, po kterych prilezitostné ¢i Castéji sahnou,
bude to pro mne nejvétsi odmeénou.

V Praze v tnoru 2009
Jiri Vesely
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Kapitola 10

Diferencialni rovnice
prvniho radu

10.1 Linearni rovnice

V prvnim dilu této ucebnice jsme se jiz setkali s funkcionélnimi rovnicemi, ve kterych
v roli neznamé vystupovaly funkce. Podobnym typem rovnic jsou diferencidlni rovnice,
ve kterych neznamé funkce vystupujii prostfednictvim svych derivaci. S nékterymi rov-
nicemi tohoto typu jsme se jiz seznamili. Nyni je budeme zkoumat podrobnéji, i kdyz
zatim jen na elementarni Grovni. Podotykame, Ze se zabyvame pouze redlngmi funkcemi
redlné promenné. Nékteré vysledky pro komplexni funkce redln€ promeénné lze z nich
pomérné snadno obdrzet.

Pfiklad 10.1.1 (motivaéni). Jiz v Kapitole 6 jsme pfi zavadéni exponencidly
poznali, Ze tato funkce vyhovuje na R rovnici f/ — f = 0, tj. rovnici 1)

f'(@)—f(z)=0, zeR. (10.1)

Z historickych davodii se rovnice (10.1) zapisuje ve tvaru (nezndméa funkce se
obvykle znadi y)
Yy —y=0. (10.2)

Kazdou takovou rovnici se prirozené snazime Tesit na co nejvétsim otevieném
intervalu; ukdzeme, ze v pfipadé rovnice (10.2) to bude celé R. Protoze derivace
y’ jakéhokoli feSeni je (koneénd) funkce y, bude kazdé feSeni y spojité. Z rovnosti
(10.2) plyne, Ze bude mit dokonce spojitou derivaci. Dosazenim zjistime, Ze jednim
z FeSeni rovnice (10.2) na R je funkce exp, pfi¢emz toto feseni spliiuje podminku
exp 0 = 1. Snadno téz nahlédneme, Ze i kazda funkce tvaru C - exp, kde C € R je
libovoln4 konstanta, je feSenim (10.2). Tato funkce nabyva v bodé 0 hodnoty C.

1) Poznamenejme, %e analogické rovnici vyhovuje exponenciala dokonce i v C (v takovém
pfipadé pracujeme s derivaci komplexni funkce komplexni proménné).



266 KAPITOLA 10. Diferencidlni rovnice 1.¥adu

Najit feSeni exp rovnice (10.2) a tim dokézat existenci feSeni na R bylo v tomto
pfipadé velmi jednoduché, protoze stacilo je uhddnout a dosadit. Odpovéd na
zdsadni ?) otézku, zdali méa rovnice (10.2) kromé uvedenych feseni jesté néjaka
dalsi feseni, spolu s nalezenim podminky, ktera by feSeni urcila jednoznacné, je
podstatné hlubsi. Ukazuje se totiz, ze k odpovédi potfebujeme vétu o pfiristku
funkce, resp. jeji Dusledek 5.2.23: Funkce, kterd ma v néjakém otevieném intervalu
derivact identicky rovnu 0, je v tomto intervalu konstantni.

Piedpokladejme, ze y € C™V(R) je néjaké feseni rovnice (10.2). Protoze

/

(L)’ _Yexp—yexp ¢y —y
exp (exp)? exp

:07

je podil y/ exp podle Diisledku 5.2.23 v R konstantni, tj. existuje konstanta C' € R
tak, Ze y/exp = C na R. Kazdé FeSeni rovnice (10.2) na R m4 tedy tvar C exp,
kde C je néjakd konstanta a zadna jina feSeni neexistuji.

Mitizeme proto konstatovat, ze funkce y € C™)(R) je feSenim rovnice (10.2)
na R, pravé kdyz ma tvar C'exp, kde C' € R. Jedinou konstantou C', pro niz ma
feSeni v bodé 0 (pfedem danou) hodnotu yo € R, je zfejmé C = yo. Konstantu C
lze tedy jednoznacné urcit tim, Ze predepiseme, jakou hodnotu mad Teseni nabyvat
v bodé 0.

Obecngji: je-li [g,%0] libovolny bod roviny R?, existuje ziejmé pravé jedna
konstanta C' tak, Ze yo = Cexpxo; je to konstanta C' = ygexp(—z¢). Kazdym
bodem roviny prochézi tedy graf pravé jednoho feeni rovnice (10.2). I obecnéjsi
podminka, Ze graf feseni obsahuje (predem danyg) bod [xo,yo |, urcuje tedy Fesend
rovnice (10.2) jednoznacné.

Pfipometime jesté, Ze jsme se v (6.16) setkali s diferencidlni rovnici y” +y = 0,
jejimz jednim FeSenim na R je funkce cos. Snadno nahlédneme, ze dalsim feSenim
této rovnice na R je funkce sin. Také kazda funkce Cy cosx+Csysinz s Cp,Cs € R
je feSenim rovnice na R, o ¢emz se snadno presvéd¢ime dosazenim. Neni vSak
viibec ziejmé, zda lze kaZdé Fesend rovnice y” +y = 0 vyjddrit v tomto tvaru.

Problémy, naznacené v tomto prikladu, patii v teorii diferencidlnich rovnic
k tém jednodussim. V desaté a ¢trnacté kapitole je budeme postupné fesit v obec-
néjsim kontextu.

Umluva 10.1.2. Nejprve se sezndmime s terminologif a s bézné uzivanym ozna-
¢enim. P1i studiu diferencidlnich rovnic budeme totiz uzivat obvyklou symboliku,
kterd se ponékud lisi od té, kterou jsme dosud pouzivali. Nezndmé funkce se ob-
vykle znac¢i y a jeji proménnd se pti zapisu zpravidla vynechavé. Tak napr. piseme
ponékud nelogicky

y/ — x71

, 7 €(0,00), (10.3)

2) Tato otézka je dilezita napft. z hlediska aplikaci. Piedstavme si, Ze diferencialni rovnice
modeluje néjaky proces, ktery bychom chtéli popsat jinym vztahem, ve kterém nevystupuji
derivace. Tento vztah nam poskytne feseni. Pokud neni jediné, vybirame si takové, které je
z praktickych divodu nejlepsi. K tomu ale potfebujeme znat vsechna feSeni, jinak bychom
nemuseli k optiméalnimu feSeni dospét.
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co% je rovnice, o niZ jsme se zminili p¥i zavadéni logaritmu. Casto se téZ vynechava
specifikace intervalu, na kterém mame rovnici fesit. Pokud bychom v (10.3) vy-
nechali z € (0, 00), rozumi se automaticky, ze hleddme FeSeni na vSech intervalech
I C R\ {0}, tedy na intervalech, kde m& rovnice smysl. Opét je vSak nutno vzdy
bezpecné znat presny vyznam ponékud vagnich zapist, které budeme pouzivat.
Poznamenejme jesté, Ze ve fyzice se Casto pri derivovani funkce zavislé na case
uziva k oznaceni derivace misto ¢arky tecka.

Nejvyssi derivace neznamé funkce, kterd v rovnici ,efektivné vystupuje“, ur-
¢uje 7dd rovnice. Objasnime to na pfikladech: rovnice 4" + 3’ — y = 0 je diferen-
cidlni rovnice druhého fadu, rovnice y” — y"” +y' — y = 0 je diferencidlni rovnice
pruniho Fadu, zatimco rovnici ¢y’ — ¢y’ — y = 2z za diferenciilni rovnici nepovazu-
jeme. V této kapitole se budeme pfevazné vénovat zkouméni velmi jednoduchych,
pro fyziku vsak znac¢né dulezitych rovnic 1. fadu, které se uzivaji napi. k popisu
radioaktivniho rozpadu, ale i k popisu rustu populaci, atp. Jsou to rovnice tvaru

Yy +a(z)y=0bx), zé€cd), (10.4)

kde a,b € C(c,d). S nékterymi rovnicemi tohoto typu jsme se jiz diive sezndmili.
I kdyz jsme pfi popisu metod hledani primitivnich funkci vyslovné o dife-
rencidlnich rovnicich nemluvili, lze Glohu nalézt primitivni funkci k dané funkci
f interpretovat jako jednoduchou diferencidlni rovnici. Budeme ¢asto uzivat dosud
nedokéazanou Vétu 9.1.6 o existenci primitivni funkce ke spojité funkci.

Definice 10.1.3. Kazdou funkci ¢ definovanou na intervalu (v,0) C (¢, d), pro
kterou existuje derivace ¢’ na (v,9) a

' (x) + a(@) p(x) = b(x), x€(y,0),
nazyvame teSenim rovnice (10.4).

Poznamky 10.1.4. 1. Protoze predpokladdme spojitost funkci a a b v intervalu
(¢, d) a protoze kazdé Feseni y rovnice (10.4) v intervalu (v,d) C (c,d) je spojité,
plyne z identity v/ = b — ay, ze y € CM(~, ). Vidime tedy, Ze staci hledat Feseni
pouze mezi funkcemi z C (v, 6).

2. O rovnici (10.4) fikdme, Ze je to linedrni diferencidlni rovnice 1. ¥ddu s pravou
stranou b?3). Pii feseni této rovnice hraje vyznamnou roli téz rovnice

Y +alx)y=0, xz¢€(cd), (10.5)

kterou z rovnice (10.4) dostaneme volbou b = 0. O ni zpravidla mluvime jako
o rovnici s nulovou pravou stranou nebo jako o homogenni rovnici. Pon€kud ab-
surdnimu (ale nékdy uzivanému) terminu ,rovnice bez pravé strany* se budeme

3) Hlubsi pohled na diferencialni rovnice ziska ¢tenaf teprve po pieéteni Kapitoly 15.



268 KAPITOLA 10. Diferencidlni rovnice 1.¥adu

zésadné vyhybat. Tato imluva nam umoznuje kratce a jednoduse se o obou rov-
nicich (10.4) a (10.5) domlouvat. Obecné je nutno davat pozor na kontext, nebot
termin ,homogenni“ se v pfibuznych matematickych disciplinach vyskytuje také
v jinych vyznamech.

3. Termin linedrni v tomto kontextu souvisi s tim, Zze oznacime-li

Ly)=vy +a(x)y, yecWcd), (10.6)

je L linedrni zobrazeni z C™(c,d) do C(c,d) (P¥ipomenme, ze predpokladame
spojitost funkce a; jak se v této kapitole ukéze, je to dokonce zobrazeni na C(c, d)).
Pro kazdé dvé funkce y1,y2 € CV(c,d) a viechna oy, as € R je tedy

L(aiyr + aoy2) = a1 L(y1) + a2 L(y2) .

Linearita zobrazeni na levé strané€ rovnice zna¢né€ usnadnuje nalezeni vsech jejich
feSeni; pozd€ji se ukaze, ze stejnym zplsobem lze linearitu vyuzit i za mnohem
obecnéjsi situace. Setkdme se s tim v Kapitole 15.

Definice 10.1.5. Necht ¢ je pevné zvolenym FeSenim diferencidlni rovnice (10.4)
v intervalu (v, d). Jestlize pro kazdé FeSeni ¢ rovnice (10.4) definované na intervalu
(m1,01) D (7, 9) plyne z rovnosti ¢|(, d) = ¢ i rovnost (vy,0) = (71, 1), nazyva se
feSeni ¢ mazimdini fesent (10.4). Jinak feCeno: maximalni feSeni neni netrividlni
restrikci Zaddného jiného feSeni. Systém wvsech mazimdlnich TeSend rovnice (10.4)
nazyvame obecné teSent rovnice (10.4).

Umluva 10.1.6. Resit jakoukoli diferencialni rovnici bude pro nés znamenat na-
1ézt jeji obecné feseni. Neni-li obor vymezen piesné, feSime rovnici na vsech maxi-
malnich otevienych intervalech, na nichz ma rovnice smysl; to je tmluva, kterou
se Fidime pfi feSeni prikladi, u kterych se ¢asto specifikace intervalu, vi¢i némuz
obecné feseni hledame, vynechava. Mame-li vSak nalézt napf. takové maximéalni
feSen{ rovnice (10.4), které vyhovuje pro danou dvojici [xo,y0] € R?, x¢ € (¢, d),
podmince y(zg) = yo, je to jind Gloha, s niZ se setkdme jesté pozdéji.

Priklad 10.1.7. Mnozina funkci {log + C'; C € R} je obecnym feSenim diferencidlni
rovnice y' = 1/z, = € (0, 00). Funkce log je charakterizovana touto diferencialni rovnici
spolu s dalsi podminkou, napft. y(1) = 0; takovym zptsobem se nékdy funkce (pfirozeny)
logaritmus definuje. Pov§imnéte si, ze pracujeme s feSenimi vzdy na intervalu, podobny
pojem pro obecnéjsi mnozinu nezavadime. Pokud by nebyl specifikovan interval (0, c0),
museli bychom nalézt téz obecné Feseni rovnice na intervalu (—o0,0).

Vénujme se nyni rovnici (10.5). DokadZeme, Ze pro ni je struktura feSeni po-
dobnd jako u rovnice (10.2). Pfipomenime, 7e pfitom podstatné vyuzivime Poz-
namky 10.1.4.

Lemma 10.1.8. Viechna feseni rovnice (10.5) definovand na intervalu (v, d)
tvori linedrni podprostor prostoru (,’(1)(77 §). Dimenze tohoto prostoru je 1 *).

4) Pouzijeme-li znalosti z linearni algebry, je tento prostor jadrem Ker L operatoru L.
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Diikaz. 7 linearity operatoru L z (10.6) plyne, Ze jsou-li y1, y2 FeSenimi rovnice
(10.5) na (7,9) a c1,¢c2 € R, je také c1y1 + coy2 FeSenim rovnice (10.5) na (v, ),
tj. plati

L(Clyl —|— CQyQ) = 0 .

K dikazu, ze maximéalni Feseni tvori jednodimenzionalni podprostor prostoru
CM(~,4), uzijeme podobného obratu jako vyse. Je-li A primitivni funkce k funk-
ci a, tj. plati A’ = a, potom se lze dosazenim snadno pfesvédéit, Ze funkce

y(z) = exp(=A(z)), z€(,9), (10.7)

je FeSenim (10.5). Z Pozndmky 10.1.4 (3) plyne, ze pro kazdé C' € R je také
funkce Cy feSenim rovnice (10.5). Nyni dokdzeme, ze kaZdé Tesent rovnice (10.5)
je ndsobkem funkce exp(—A(x)). K tomu sta¢i uvazit, ze pro kaZdé feSeni y rovnice
(10.5) na (v,0) plati

( y(x) )':y’(:v)exp(—A(w))+y(w)exp(—z4(w))a(w)
exp

(—A(x)) exp?(—A(z))
V@) raly)
exp(—A(z)) ’
a tedy je tento podil konstantni funkei na (y, ). Tim je diikaz dokondéen. O

Poznamka 10.1.9. Maximalni interval, na kterém existuje primitivni funkce
k funkci a, pomoci které popisujeme feSeni (10.5) vztahem (10.7), je interval
(¢c,d) z (10.4).

Lemma 10.1.10. Je-li y; 7eSeni rovnice (10.4) na (7,0) a y2 TeSeni rovnice
(10.5) na (v,9), pak je soucet y1 + yo TeSenim rovnice (10.4) na (v, 9).

Dikaz. Piimy vypocet dava L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2) = b+ 0=b. O

Lemma 10.1.11. Jsou-li y1, yo dvé TeSeni rovnice (10.4) na intervalu (v, 9), je
jejich rozdil y1 — yo TeSenim rovnice (10.5) na (v, 0).

Diikaz. Pimy vypocet dava L(ys — y2) = L(y1) — L(y2) =b—b=0. O

Teoreticky 1ze obecné FeSeni rovnice (10.4) uréit dvojim nalezenim primitivnich
funkci ®): Je-li y Feseni této rovnice a je-li A jakékoli primitivni funkce k funkci a
v intervalu (¢, d), je

(y(x) @) = (y/(2) + a(z) y)er® = b(z) @ = B'(z), (10.8)

kde B = B(x) je jakékoli funkce primitivni k funkci b(z) e(*). Porovname-li prvni
a posledni vyraz v (10.8), pak z Disledku 5.2.23 plyne pro vSechna z € (¢,d) a

5) V dnes jiz neuzivané terminologii dvoji kvadraturou.
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vhodné zvolenou konstantni funkci C
y(z)e*™® = C + B(x); (10.9)
odtud snadno plyne
y(z) = (C + B(z))e @ = Ce A 4 B(z)e @), (10.10)

V tomto tvaru lze napsat kterékoli feSeni rovnice (10.4). Obracené: Ma-li funkce y
na intervalu (c,d) tento tvar s libovolné zvolenou konstantni funkci C, je
y = (B'(z) — a(z)(C + B(x))) exp(—A(x)), takze pomoci (10.8) dostévame

y' +a(z)y = B'(z)e @ = (b(x) e?®)e 4" = b(z);

funkce y popsana pomoci (10.10) je tedy FeSenim rovnice (10.4). Shrneme-li pfed-
chéazejici tivahy, mizeme zformulovat vysledek: Pri zavedeném oznaceni je y 7re-
Senim rovnice (10.4), pravé kdyz plati (10.10), kde C' je konstantni redind funk-
ce %). Popsany postup budeme nazyvat metoda integracniho faktoru. Integraénim
faktorem je zde funkce e4(®),

Poznamenejme k tomu, Ze existence primitivnich funkci k funkcim a(z) a
b(x)exp(A(z)), € (c¢,d), je sice zarucena jejich spojitosti, ale tyto primitivni
funkce mohou byt jen velmi obtizné popsatelné pomoci tzv. elementarnich funkei,
pfipadné to je dokonce nemozné. Vysledky shrneme do nésledujici véty:

Véta 10.1.12. Je-li y; jakékoli mazimdlni feSend rovnice (10.4), je obecné fesent
rovnice (10.4) identické s mnoZinou vdech soudti tvaru y1 + ya, kde ya je néjaké
mazimdlni fesent rovnice (10.5). Jinak fedeno: abychom ziskali obecné tesent rov-
nice (10.4), staéi ke viem prokim obecného teSeni rovnice (10.5) pFicist jediné
pevné zvolené mazimdlni Feseni ya rovnice (10.4) 7).

Diikaz. Zvolme jedno maximalni feSeni y; rovnice (10.4). Je-li y libovolné maxi-
malni feSen{ rovnice (10.4), plati y = y1 + (y — y1), z ¢ehoz pomoci pfedchazejicich
dvou lemmat lehce plyne tvrzeni véty. O

Poznédmka 10.1.13. Zndme-li tvar feSeni rovnice (10.5), 1ze uréeni jednoho (partiku-
larniho) feSeni rovnice (10.4) do zna¢né miry ,zmechanizovat®. Dalsi metoda FeSeni
rovnice, kterou pozdéji v Kapitole 15 zobecnime, se nazyva metoda variace konstant.
V tomto pripadé jde o jedinou konstantu, takze vypocet je opét jednoduchy. Jiz vime,
ze pro kazdé C € R je

y(z) = Cexp(=A(z)), =z € (cd),

obecnym Fesenim (10.5), pokud A’ = a. Budeme nyni hledat feSeni rovnice (10.4) ve
tvaru
y(z) = C(z)exp(=A(z)), € (c,d),

X

6) Zpravidla do zapisu vysledku ptidavidme C' € R a chapeme rovnost (10.10) ,bodové

(maxima&lni) FeSeni yo Casto nazyva partikuldrni fesent rovnice (10.4).
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kde C je (n&jaka) funkce, kterd ma vlastni derivaci pro vSechna z € (¢, d). Zderivovanim
a dosazenim do (10.4) dostaneme pro vSechna tato x

C'(w) exp(—A(2)) + C(x) exp(—A(z)) (—a(z))+
+ C(z) exp(—A(z)) a(z) = b(z),

tj. plati (mame i zaroven jakousi kontrolu, ¢leny na druhém a tfetim misté na levé strané
se vzdy musi ,zrusit“)
C'(z) = b(x) exp(A(x)) . (10.11)

Vpravo je funkce z C(c, d), existuje k ni tedy podle Véty 9.1.6 (alespon jedna) primitivni
funkce a ta po dosazeni za C(x) d4 vzorec pro partikularni feseni rovnice (10.4). Uzitim
(10.11) snadno nahlédneme, 7e funkce C je vidy z C™V(c,d). Ctenaf si mize povsim-
nout, ze pfi tomto postupu hledame tytéz dvé primitivni funkce, jejichz existenci jsme
vyse dostali ze spojitosti. Ukazkam praktického reseni linearnich diferencialnich rovnic
prvniho fadu je vénovan napt. § 30 uéebniho textu [5].

Piiklad 10.1.14. K ilustraci feSme ob&ma metodami na R rovnici
Y+ 2zy = 22°. (10.12)

Nejprve feSme pomoci integra¢niho faktoru. Snadno nahlédneme, Ze (502)/ = 2z, takze
integraéni faktor je exp(z?). Nasobime jim tedy celou rovnici a obdrzime

(y exp(mZ))/ = (v + 2zy) exp(z?) = 22° exp(z?) = (exp(:c2)(:c2 — 1))’7 (10.13)
a tedy
yexp(z?) = exp(z®)(z° — 1) + C. (10.14)
Odtud dostaneme jednoduchou upravou
y = Cexp(—z®) +2° -1, CeR. (10.15)

Resme nyni metodou variace konstant(y). Rovnice 3 + 2zy = 0 m4 obecné Feseni
y(z) = Cexp(—z?), o Cemi se lehce presvédéime dosazenim. Je-li nyni C' € CV(R) a
y(z) = C(z) exp(—=?), dostaneme po zderivovéani a dosazeni do (10.12)

C'(x) exp(—2?) — 22C(z) exp(—z?) + 22C(z) exp(—z?) = 22° (10.16)
z &ehoz dostaneme po uréeni (jedné) primitivni funkce k 2% exp(2?) napt.
C(x) = (#* — 1) exp(z?).

Obecné feSeni rovnice (10.12) je tedy podle Véty 10.1.12 tvaru

y(z) = Cexp(—z°) +2° — 1, CeR.
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10.2 Ukazky pouziti

Piiklad 10.2.1 (exponencilni rust). Populace bakterii v roztoku zavisi na
Case; oznacme P(t) jejich pocet v ¢ase t. Necht AP := P(t+At)— P(t) je pFirtstek
poctu bakterii za (kratkou) dobu At; z pozorovani je zndmo, Ze ptirtstek AP je
umérny velikosti populace P(t) a dob& At. To zapiSeme ve tvaru

AP =~ aP(t)At, resp. AP/At= aP(t),

kde « je kladna konstanta. Je to poznatek podlozeny zkusenosti z experiment.
Symbol ~ m4 ¢tenafe upozornit na to, ze jde o hypotetickou pfibliznou rovnost. Po
provedeni limitniho pfechodu pro At — 04 vlevo v poslednim vztahu a nahrazeni
~ symbolem = dostaneme matematicky model, popisujici jistou zjednodusenou
situaci. Tento model je popsan jednoduchou diferencialni rovnici

P —aP=0. (10.17)
Jak jsme vySe odvodili, obecné feSeni této rovnice ma tvar
P(t) = Pye™, teR,

kde Py > 0 je velikost populace v ¢ase t = 0 ). Tento jednoduchy zakon riistu po-
pulace neni specificky pro populaci bakterii a je aplikovatelny na lidskou populaci,
populaci rostlin ¢i zvirat uréitého druhu.
Zndme-li P, := P(t1) pro ngjaké t; > 0, miZeme vypocitat konstantu «;
ziejme je
1
a= 5 log B (10.18)

Oznacme 0 Cas, za ktery se velikost populace zdvojnasobi. Snadno dostaneme

_P(t+0) _ Py
P(t) Po eat ’

a tedy 0 = (log2)/a. Je pozoruhodné, Ze tento ristovy zdkon i pfes zjednoduSeni
realné situace dava pro urcita ¢asova obdobi vysledky blizké empiricky ziskanym
datim.

Poznamka 10.2.2. Je zfejmé, Ze v pfedchozim modelu vlastnost (je Py > 0)

lim P(t) = lim Pye® = 4o
t—oo t—oo

odporuje nasim predstavdm: Pro dlouhé ¢asové intervaly (v zavislosti na rych-

losti ristu populace) takovy model nebude davat dobré vysledky. Ukézeme to na

ptikladu v Poznadmce 10.2.3, tykajicim se lidské populace.

8) Zpravidla nas zajima pouze chovani P od jistého okamziku, jemuz odpovidd v matema-
tickém modelu obvykle ¢t = 0.
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Poznamka 10.2.3. Statistickd data ukazuji, Ze po dlouhou dobu se pocet obyvatel na
Zemi zdvojnasobuje pfiblizné kazdych 35 let. Podle idaju OSN v r. 1986 zilo na Zemi
asi 5 miliard lidi. Z téchto ildaji snadno urcime potiebné konstanty, takze pro pocet lidi
na Zemi dostavame vzorec

P(t) =5-107 - 2%%",

Podle néj provedeme vypocet predpokladaného poctu obyvatel Zemé v budoucnosti; po
zaokrouhleni p¥islusnjch hodnot dostaneme tabulku ?)

Rok Obyvatel Zemé U.S. Census B.

1986 5  miliard 4,935 miliard
2000 6,6  miliard 6,081 miliard
2050 18,0 miliard 9,224  miliard

2100 48,9  miliard
2300 2,7 biliénta
2501  148,7 biliént

To by znamenalo, ze v r. 2501 bude mit kazdy obyvatel Zemé k dispozici cca 1 m?. I kdy#
model poskytuje v kratsich ¢asovych intervalech vcelku prijatelné hodnoty, posledni iidaj
ukazuje, ze pouziti popsaného modelu pro dlouhé casové tiseky dava absurdni vysledky.
Poznamka 10.2.2 jiz ostatné dostatecné presvédcive ukazala neadekvatnost tohoto mo-
delu.

Déle budeme ponékud struénéjsi, nebot jde o Gvahy téhoz typu jako v pied-
chézejicim prikladu.

Piiklad 10.2.4 (radioaktivnirozpad). Rozpad radioaktivnich latek se Fidi zdkonitos-
ti podobnou jako je ta, kterou jsme jiz poznali. Je-li M (t) mnozstvi latky v case t, pak

AM = M(t+ At) — M(t) = aM(t)At,
kde vsak je a < 0. PiSeme-li —a misto «, bude o > 0 a vztah nabude tvaru
AM ~ —aM(t)At.
Od néj dosp&jeme k rovnici tvaru M’ + oM = 0, pfifemz nas z fyzikalniho hlediska
zajima pouze mnozstvi latky v case od okamziku to = 0. Proto rovnici feSime jen na
intervalu (0, +00) a dospéjeme k obecnému feseni
M) =Moe **, te(0,4+00),

takze rozpad je popsan pii a > 0 pro ¢t > 0 vztahem

M(t) = Mye™ ™.

Cas, za ktery se mnozstvi latky zméni na poloviéni, se obvykle nazyva polocas rozpadu.

9) Posledni sloupec tabulky udava skuteény stav a predpovéd pro r. 2050 tak, jak je uveden
v mezinarodni databézi U.S. Census Bureau (stav k 26.4.2005); srov. [3]. Pro zajimavost: Dne
12.10.1999 symbolicky uvital generalni sekretai OSN Kofi Annan prvniho ob¢ana sedmé miliardy
obyvatel Zemé.
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Piiklad 10.2.5 (linearni dietni model). Hmotnost ¢lovéka zavisi na mnoha vécech,
ale v prvnim pfibliZeni je funkci pfisunu energie v potravinach a jeji ,spotieby“; ta zavisi
na Cinnosti, kterou ¢lovék vykonéva, ale i na véku a pohlavi jedince, na metabolickych
faktorech apod. Denni spotieba jedince ¢ini obvykle 30 az 40 kilokalorii (kcal) na kazdy
kilogram jeho vahy w. Pii primérném energetickém pfisunu 35kcal denné na kazdy
kilogram vahy jedince lze ocekavat, ze se jeho vaha stabilizuje. Z pozorovani dospivame
k predstavé, ze zména vahy je pfimo imeérna piebytku resp. nedostatku v energetickém
prisunu. Podle ni napt. ¢lovék o vaze 70kg pii denni konzumaci 70 x 35 = 2450 kcal
nebude na véze ani pfibirat, ani ubirat, avsak kazdych cca 7000 kcal prebytku v celkovém
pfisunu vyvold néasledné zvysSeni vahy o 1 kg. Tato predstava nas dovadi k modelu,
popsanému diferencialni rovnici
,_ 35(c—w) w’

7000 tj. w_C:—O,OO57

ve které jsme c oznacili vahu sledovaného ¢lovéka, ktera by odpovidala ustalenému stavu
pii konstantnim dennim energetickém piisunu. ReSenim této rovnice dostavame

w(t) = ¢+ (w(0) — ¢)e” 0%

Jestlize pan Tlusty, vazici 95 kg, omezi sviij celkovy denni pfisun na 2625 kcal, bude jeho
véha v zévislosti na Case t vyhovovat vztahu

w(t) = 75 4 20 exp(— 0,005t) .

V tom pfipadé se podle naseho modelu bude vaha pana Tlustého postupné blizit 75 kg
(2625 = 35 x 75), pricemz vahy 80kg (!) dosdhne teoreticky za 278 dni, tedy za vice nez
t¥i ¢tvrté roku *°). Proto patrné tolik dobrych predsevzeti konéi fiaskem! (Srovnej s [6].)

Piiklad 10.2.6. Vytvafeni modelu redlné situace je nutné vzdy zaloZeno na uréitych
zjednodusujicich predpokladech. Ukazme si to na ponékud zahadné ptsobicim prikladu,
jehoz schéma je prevzato z [1]:

Predstavme si, Ze zacalo ndhle velmi husté snézit. Pan Novdk, bydlici na samoté, se
vzbudil a vyhodnotil situaci jako kritickou: jiz od 7 hod zacal Cistit frézou cestu k nejbliZsi
udrZované komunikaci. Za pront hodinu vycistil 2 km, za dalsi hodinu zbyvagjicich 1,5 km.
Zcela vycerpdn si povzdechl: ,Rdd bych vedel, kdy zacalo takhle hrozné snézZit“ a my
bychom mu s timto problémem méli pomoci.

Pokud jsme konfrontovani s takovou tlohou, ktera se zda dosti zvla$tni, uvédomime
si nejprve, ze zpomaleni vykonu odpovida nasi zkusenosti: silnéjsi vrstva snéhu se odklizi
pomaleji. To ndm vSak pfili§ nepomiize k feseni: Musime si vytvorit néjaky matematicky
model, zaloZeny na jednoduchych predpokladech; patrné ne idealnich, nicméné vedoucich
k feSeni, protoze slozity model nemusime umét dosud ziskanymi znalostmi fesit. Model
zalozime na piedpokladu, 7e fréza je schopna odklidit & km?® snéhu za 1 hodinu (za
jednotku volime kilometry). Cas ¢ budeme méfit v hodinach poéinaje od 7 hod, tloustka
vrstvy snéhu v Case t necht je z(t) (opét v odpovidajicich jednotkach, tj. km). Délka

Pro milovniky SI soustavy uvadime pfevodni vztah 1 kcal = 4,186 kJ. Pro milovniky piva
uvadime jesté dalsi pfevodni vztah 11 Gambrinusu 12° = 1860 kJ. Podle tohoto modelu by tedy
teoreticky pfi konzumaci pouze 1 litru Gambrinusu denné dosahl pan Tlusty vahy 80 kg jiz za
cca 38,5 dne.

10)
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vyéisténé drahy v ase t necht je s(t), takze s'(t) je rychlost frézy v ¢ase t. Oznacime-li
jesté sitku zabéru frézy d, dostaneme jednoduchou rovnici

xds' = k. (10.19)

Abychom nalezli funkci x, oznaéme to neznamy cas, tj. dobu, po kterou jiz snéZilo,
nez zapocala fréza pracovat, a dale h necht je (konstantni) rychlost pfirtstku tloustky
snéhové vrstvy (v odpovidajicich jednotkach, tj. v km/hod). Potom je

Jl(t):h~(t0+t)7 t>—to,
coz po dosazeni do (10.19) d4va rovnici

gok o1
T dhto+t’

kterou snadno vyresime; jeji obecné feSeni je

s(t) = d—kh (log(to+t)+C), (10.20)

kde C' je redlnd konstanta a t € (—to,00). D4 se oGekdvat, ze idaje ze zadani by nam
mély stacit k urceni to. Z s = 0 pro t = 0 dostaneme C' = —log to, coZ po dosazeni do
(10.20) dava

s(t) = % log (1 + %) . (10.21)

Vime jesté, ze s(1) = 2 a s(2) = 3,5, coz by ndm mélo umoznit tlohu vytesit. Je tedy

2:£log<l+%) a 3,5—£log<l+%).

Z obou rovnic spocteme vyraz dh/k a porovname vysledky, ¢imz dostaneme rovnici

1 1 1 2
plog(1+5) = g5 ls(1+ 7).
g 8\lty) T35 ellty

neboli po dalsi tpraveé a ,,odlogaritmovani“

(1+ %)3’5 = (1 + %)2 (10.22)

Zadame-li napf. v programu Maple, coz je jeden z programu usnadnujicich vypocty 11)
solve ((1+2/t)"2 = (1+1/t)"3.5), *)
dostaneme za maly okamzik feSeni ve tvaru

2.548142158, -1.665520267, *)

1) Carky na konci fadkii oznaéenych (*) nejsou sou¢asti vstupu ani vystupu programu.
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kde prvni (kladny) kofen odpovida hledanému feSeni. Proto tedy zacalo snézit pfed cca
60 - 2,548142158 min, tj. cca 153 minut pred 7 hod, tj. v 4 hod 27 min. Nemusime snad
zduraznovat, ze model byl primitivni a zadani bylo podfizeno nasim moznostem. Pokud
ma Ctenal k dispozici jen tuzku a papir, mize zkusit totéz se zadanim: prvni hodinu
urazila fréza 2 km, druhou hodinu 1 km. Dospéje pak ke kvadratické rovnici, kterou
snadno vyiesi [to = (v/5 —1)/2].

Lze ocekavat, ze nalezené vysledky o linearnich rovnicich bude mozno déle zo-
becnit, napt. pro linedrni rovnice n-tého radu. To skutecné pozdéji udélame, v této
kapitole pouze jesté ukazeme, Castecné pro povzbuzeni ¢tenafovy zvédavosti, né-
kolik p¥iklad® FeSeni rovnic sloZit&jsich. Radu dalsich zajimavych piikladfi nalezne
Ctendt v [2], jedné z ,nejétivejsich® udebnic, které pojednavaji o diferencidlnich
rovnicich. Dalgimi knihami tohoto typu jsou [1] a [4], z nichZ jsme vybrali nékteré
priklady.

10.3 Separace proménnych

Ukazuje se, Ze neni obtizné formdiné FeSit i trochu slozitéjsi rovnice, pokud jsou
specidlniho tvaru. Tak napf. obecné nelinedrni rovnici se separovanymi promeén-
nymi, coz je rovnice tvaru

yl = fl(x)fZ(y) y T E (a7 b), y € (Cv d)? (10'23)

kde f1, f2 jsou dané spojité funkce, feSime ve specidlnich pripadech bez vétsich
obtizi. Jednoduchost je vsak jen zdanliva; pokusime se o tom ¢tenare presvédcit.
Formalni zptsob feSeni spociva v tpraveé

v =Y @b,

dr

vedouci posléze k rovnosti
Ay /f()d +C (10.24)
= €T €T ; .
f2(y) '

zde je primitivn{ funkce vlevo po zdméné y za y(z) funkei proménné z a na kazdém
intervalu, na némz rovnici feSime, se obé funkce 1isi o konstantni funkci C. Lze-li
nalézt explicitné obé primitivni funkce v (10.24), povazuje se v nékterych sbirkach
uloh vznikla rovnice za FeSeni (10.23); feSenim v nasem smyslu obecné nent, éasto
z ni neumime funkci y = y(z) vypodcitat. Popsanou situaci shrneme do tvrzeni,
které nebudeme dokazovat, protoze v Kapitole 15 dokdzeme tvrzeni podstatné
obecnégjsi (Véty 15.2.1 a 15.3.1). Nezli tvrzeni zformulujeme, upozornime na dalsi
licenci. Pfi popisu feSeni volime Casto ,,geometricky jazyk“: Tak naptiklad fikame,
7e TeSeni y prochazi bodem [ g, yo] € R?, pokud pro né&j plati y(zo) = vo.
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Véta 10.3.1. Necht Dy, = (¢,d), f1 € C(c,d), Dy, = (p,q), f2 € C(p,q), pricemz
f2(y) # 0 pro vdechna y € (p,q). Potom kaZdym bodem obdélniku (c,d) x (p,q)
prochdzi prdvé jedno mazimdlni veSeni rovnice (10.23).

PotiZze nastavaji v ptripadé, kdy funkce fo ma nulové body. V Kapitole 15 si
pric¢iny téchto potizi objasnime podrobnéji. Poskytnuty navod je tfeba kriticky
zhodnotit: pokud podle néj néco spocteme, neni zdaleka jasné, zda jsme dostali
vSechna feSeni a pri formalnich tUpravach je casto treba se presvédcéit, ze jsme
dostali (néjaké) feseni dané rovnice, coz lze provést derivovanim !2). Jsme tedy
zpravidla velice daleko od idedlniho stavu, ktery zada nalézt vsechna maximélni
feSeni rovnice, nebot o tom, zda jsme opravdu ziskali vSechna maximalni feSeni,
nic nevime. Pokusime se to objasnit na nésledujicim ptikladu.

Piiklad 10.3.2. ReSme rovnici
Y =2y. (10.25)

Formalni pFistup spoc¢iva v Gpravé rovnice (10.25) napf. na tvar

/

y pr—
2\/y

L,

z néhoz snadno dostaneme popsanym postupem +/y(z) =z — C, kde C je libo-
volné realné ¢islo, neboli po umocnéni

y(z) = (x — C)?. (10.26)
Méné pozorny poctar se miuze domnivat, ze systém funkci definovanych na R
{(x—C)*; C €R} (10.27)

je obecnym FeSenim rovnice (10.25). Pro prvotni vzbuzeni pochybnosti pozna-
menejme, ze identicky nulovd funkce je zfejmé (stadi dosadit!) FeSenim rovnice
(10.25), které ze vzorce (10.26) pro zadné C' € R nedostaneme.

Postupujme proto opatrnéji: Vyraz na pravé strané rovnice (10.25) je definovan
proy > 0 a je tudiz nezédporny. Odtud vsak plyne y’ > 0, takZe kazdé feseni rovnice
(10.25) je neklesajici funkce. Pokud je na intervalu (vy,d) feSeni y kladné, je na
ném rostouci funkei a v8echny upravy, kterymi jsme dospéli k rovnosti (10.26),
jsou korektni. Proto na (v, ) je FeSeni y popsano rovnosti (10.26), vyhovuje-li C
podmince C' < 7.

Dosazenim ovéfime, ze y = 0 je FeSenim na jakémkoli intervalu (v,d) C R,
takze y(z) = 0, z € R, je maximalnim FeSenim (10.25). Pfi zvoleném realném C
je TeSeni (10.26) kladnou rostouci funkei na intervalu (C, 4+00). Polozme

yo(z) = { (@ ! )2 gig N g fgoio(’;g (10.28)

12) Podobn4 strategie se ¢asto uplatiiuje na stiednich skolach pii FeSeni rovnic; uzivaji se

,heekvivalentni upravy* a pak se ovéruje spravnost nalezeného vysledku.
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kde C' € R*\{—o0} 13); ukdZeme, Ze funkce yc ze systému funkei (10.28), zavislych
na parametru C, je pro kazdé takové C' maximdlnim FeSenim rovnice (10.25).
K tomu vsak staci ovérit, ze pro pevné zvolené C' je

y'(C) =0=2yy(C),
neboli dokazat, ze y'(C) = 0; drubd rovnost je zfejmé. Snadno nahlédneme, Ze
y je spojitd funkce v bodé C' a ze y' (C') = 0. Podle Véty 7.1.2 je
li () = lim 2(z-C)=0=9/(C
Jm y(z) = lim 2(z - C) y4(O),

takze y' (C) = y/.(C) = 0, coz jsme chtéli dokazat. Kromé toho existuje jiz
nalezené (maximalni) feSeni y = 0 a zaddnd dalsi maximdalni Feeni neexistuj,
takZe jsme nalezli obecné feSeni rovnice (10.25).

Ctenai by si mél povdimnout, Ze kazdym bodem [zg,0] € R? s yo > 0 pro-
chézi jediné maximdlni feSeni rovnice (10.25). Kazdym bodem pfimky o rovnici
y = 0 prochazi nekone¢né mnoho mazximdlnich reseni, a pro zadné zy € R nee-
xistuje okoli U(xp), na kterém by vSechna tato feSeni splynula: identicky nulové
feSeni a FeSeni popsané v (10.27) pro C' = zp maji riizné hodnoty ve vsech bodech
x > —x9. Body [z0,y0] € R? s yo < 0 z4dné Fesen{ rovnice (10.25) neprochazi.

Piiklad 10.3.3 (Peano 1890). Tento starsi priklad je zajimavéjsi a formalng trochu

Y =3 V2. (10.29)
Kazdé feseni rovnice (10.29) je funkce neklesajici, protoze prava strana v (10.29) je ne-
zdpornd. Pokud tedy pro néjaké feseni y a z1 < x2 nastavaji rovnosti y(z1) = y(z2) = 0,
je y(z) = 0 pro vSechna x € [z1,z2] (pfipoustime i degenerované intervaly). Mnozina
N(y) nulovych bodu feseni y je proto bud prazdna, nebo je to interval obsahujici své
krajni body, pokud je v nich (spojitd) funkce y definovéana.
Je-li feSeni y v intervalu (v, §) vSude nenulové, je (10.29) v tomto intervalu ekviva-
lentni s rovnosti (yl/?’)/ =1, a také, jak zjistime snadnym vypoctem, s rovnosti

y(z) = (z — C)*, (10.30)

kde C' € R nelezi v intervalu (v, §). Snadno se pfresvédéime, Ze rovnost (10.30) pro z € R
definuje feseni v R; toto feSeni je maximélni.

Jiz vime, ze N(y) je bud () (tento pfipad nenastavd), omezeny uzavieny interval (to
je dusledek spojitosti y), nebo uzavieny interval neomezeny. Je-1i interval degenerovany,
ozna¢me C jediny nulovy bod maximdélniho feSeni y; existuji tedy C1,C2 € R, pro néz
y(x) = (z — C1)?, x € (—00,0), ay(x) = (x—C2)?, x € (C,00). Ze spojitosti v nulovém
bodé C' ale vyplyva C = C1 = C3 a toto maximalni feSeni jsme jiz nalezli. Je-li vsak
C1 < O3, N(y) = [C1,C2], dostavame Feseni '*)

(x—C1)* pro z€(-oc0,Ci],
y(x) == 0 pro z € (Cy,C2), (10.31)
(x—C2)* pro x€[Cs+o0).

13) Volbé C = +o0o odpovid4 feseni y = 0.
14) Diferencovatelnost feseni v bodech ,lepeni“ je ziejmd, obé jednostranné derivace jsou
v nich rovny 0.
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Tato feSeni jsou ,nova“, vzorec (10.30) lze mezi né zahrnout, nahradime-li na druhém
fadku v (10.31) otevieny interval intervalem uzavienym. Zbyva vSak jesté pripad, kdy
intervaly N(y) nejsou omezené.

Podobnou tvahou dostaneme pro p¥ipad N(y) = (—o0,Cz]

o 0 pro x € (—o0,C2],
y(x) = { (@—C2)? pro € (Catoo). (10.32)
a pro piipad N(y) = [C1,0)
[ @-C) pro we(-00,Cil,
y(z) = { 0 pro € (Cry+o0). (10.33)

Piipad N(y) = R vede na jiz nalezené fesen{ y = 0. Protoze jsme vycerpali vSechny
mozné tvary mnoziny N(y), je jiz seznam nalezenych maximalnich feSeni rovnice (10.29)
uplny. Poznamenejme jesté, ze vzorec (10.29) forméalné popisuje obecné feseni v zavislosti
na parametrech C1 < Ca, C1,C2 € R* (pfipadim C1 > C2 a C1 = C2 = +oo zadna
FeSeni neodpovidaji).

Jestlize budeme zkoumat vSechna takova Feseni y rovnice (10.29), pro kterd plati
napf. y(1) = 1, pak tato feSeni v néjakém okoli bodu z¢ = 1 splynou; v tomto pfipadé je
v8ak i takovych mazimadlnich feSeni nekoneéné mnoho. Podobnou vlastnost jako praveé
zvoleny bod [1,1] maji vSechny body v roviné kromé& bodt osy z, tj. bodt, lezicich na
pfimce o rovnici y = 0. Témito body prochazeji také grafy nekonecné mnoha maximal-
nich feSeni (vSechna jsou definovana na R), avSak ke kazdému xo € R a kazdému jeho
okoli U(zo) 1ze nalézt takova dvé Feseni y1, y2 na R, kterd na U (zo) nesplyvaji (napft. pro
bod zo = 0 staéi volit y1(z) = 0, x € R a ya(x) = 23, © € R; tato dvé feseni nabyvaji
stejné hodnoty pouze v bodé zo = 0).

S obtizemi trochu jiného charakteru se setkdme v nasledujicim piikladu, a to
i pfes velkou nézornost popisu vysledku.

Priklad 10.3.4. ReSme rovnici

/ T
y =-Z. (10.34)

Y
Na kazdém intervalu (v, d), na kterém Feseni y rovnice (10.34) nenabyva hodnoty 0, je
rovnice (10.34) ekvivalentni s rovnici yy' = — . Odtud dostaneme (y*(z))’ = (—2?)’,

z € (7,0). Pouzijeme Dusledek 5.2.23 a dostaneme
y2($C):—ZC2+C7 ;cG(f%(S)

7 piedchézejici rovnosti plyne C' > 0; pisme tuto konstantu ve tvaru r2, kde r > 0.
Je-li r = 0, dostdvame = = 0 a y(0) = 0; pro tento pfipad nema rovnice (10.34) smysl
a ostatni body z R v defini¢nim oboru y lezet nemohou. Bodem [0, 0] graf zadného FeSeni
rovnice (10.34) tedy neprochazi. Pro kazdé r > 0 existuji dvé maximalni FeSeni

y1($)2+ T2—$27 me(_nr)v
yo(x) = —/r2 —22, zx€(—rr).

Ctenéf by si mé&l poviimnout, Ze existuji maximélni Feseni rovnice s (mnoha) rtznymi
defini¢nimi obory. Zadnym bodem tvaru [z,0], z € R, neprochazi feSeni rovnice (10.34).

(10.35)
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Ctenal se v této souvislosti setkd ve sbirkach p¥iklad s tim, Ze za FeSeni rovnice
yy' = —z (a také dokonce i za FeSeni rovnice (10.34)!) se povazuje soustava kruZnic
o stfedu ,,v pocatku“ { z2+y* = r2; r € (0,00) }: Kazdym bodem [z0,yo] € R*\{[0,0]}
prochézi pravé jedna kruznice, kterou lze lokdlné popsat jako funkci proménné x nebo
proménné y, kromé (10.35) tedy jesté pomoci

‘rl(y):—’_ r2_y27 ye(—r7r)7
za(z) = —/12 —y?2, ye(-rr).

(funkce popsané pomoci (10.36) jsou vSak FeSenimi jiné rovnice). S jinym moznym po-
pisem soustavy kruznic o stfedu ,v pocatku“ {ac2 +yP=r%r € (0,00) } se Ctenar
seznami v latce, ktera se vaze k funkcim vice proménnych, avsak takové pojeti se zcela

(10.36)

vymykd aparatu, ktery jsme zatim vytvorili.

10.4 Rovnice pribuzné

Radu diferencialnich rovnic 1ze vhodnym obratem pievést na rovnice, se kterymi
jsme se jiz setkali. Je-li pro kazdé ¢t > 0 a néjaké p € Ny

f(tx,ty) = tpf(xvy) )

nazyvame f homogenni funkce proménnych x,y stupné p. Tento pojem se ndm
bude hodit.

Ukéazeme na jednoduchych prikladech nékolik typt takovych rovnic, které lze
forméalnimi tipravami pfevést na rovnice se separovanymi proménnymi. Ze nas to
vSak Casto pfiblizi jen malo k TeSeni rovnice by mélo byt ¢tendfi alespon zcasti
patrné z predchazejicich prikladi. Nejdiive poskytneme ¢tenaii ,kucharku“, ktera
se Casto objevuje v rtiznych ucebnicich kalkulu.

(P1) Rovnice ,s homogenni pravou stranou®, tj. rovnice y' = f(z,y), na jejiz pravé
strané je homogenni funkce f proménnych z, y stupné 0. V piipadé p = 0 je
ftz,ty) = f(z,y) a po ,déleni rovnice* proménnou z (timto krokem vnasime
do problému dodateéné omezeni = # 0, proto se budeme muset zabyvat pozdéji
existenci feSeni na intervalech obsahujicich tento bod) ma jeji prava strana tvar
g(y/z). Upravu na tento tvar nemusime délat, sta¢i jen rozeznat ,typ rovnice“ a
provést substituci. Polozime iy = ux. Pak y’ = zu’ +u a rovnice po dosazeni piejde
na tvar zu' +u = f(1,u), coZ je rovnice se separovanymi proménnymi. VSimneme
si toho, Ze na intervalu, na kterém je funkce y feSenim rovnice, je funkce u = y/x
podilem dvou diferencovatelnych funkeci a je tedy rovnéz (spojité) diferencovatelna.

(P2) Rovnice ,typu y’ = f(az + by + ¢), a,b,c € R¥; pokud ab = 0, je to rovnice se se-
parovanymi proménnymi. V pfipadé ab # 0 pouzijeme substituci u = ax + by + ¢,
pii niz v’ = a+by’; Gpravou dostaneme opét rovnici se separovanymi proménnymi.

a1r + b1y + c1

a2x + bay + co
vektory (a1,b1,c1) a (az,be,c2) linedrné zavislé, jde o jiz feSeny piipad. Nejsou-li

(P3) Rovnice ,typu y' = f( ), kde ag, bk, ck € R, k = 1,2%; jsou-li
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z4vislé a a1 by — a2 by = 0 substituce u = a2z + b2y prevede ulohu na pfipad (P1).
Je-li a1 bz — az b1 # 0, nalezneme bod [, (], ktery je FeSenim soustavy rovnic

a1z +biy+c1 =0,
a2x +bay+c2 =0,

a zavedeme nové proménné pomoci rovnosti x = v+ 7, y = v + ¢. V novych
proménnych u,v je jiz vySetfovand rovnice takového typu, ktery jsme vysSetfovali
v bodé (P1).

(P4) Rovnice Bernoulliho je ,typu v’ +a(z)y = b(x)y", r € R*. Specidlni ptipady r = 0
ar = 1 jiz FeSit umime, predpokladame proto, ze r ¢ {0,1}. Je-li cyo obecné Feseni
rovnice ¥’ + a(x)y = 0, hleddme feseni ve tvaru y = c(x)yo(x) (jako pti variaci
konstanty). Po zderivovani a dosazeni dostaneme

c(x)yo(@) + c(@)yo(z) + a(z)c(@)yo(x) = b(x)c" (x)yo(x)
Po tpravé odtud obdrzime
d(x) = b(x)" (z)yo " (),

a tuto rovnici se separovanymi proménnymi pro ¢ jiz umime fesit. Podrobnéjsi
vyklad o téchto pocetnich postupech lze nalézt v textech, vénovanych (obyéejnym)
diferencialnim rovnicim.

Piiklady 10.4.1. S popsanymi typy a uskalimi jejich FeSeni se nyni seznamime pii
feSeni jednoduchych prikladi.

1. Resme rovnici
Yy =—. (10.37)

Tato rovnice je typu (P1), tj. s homogenni pravou stranou, typu (P3) s a1 = b2 =1
asaz =cz2=0bi =c1 =0 aidentitou f, a také typu (P4) s a = 0, r = —1 identitou b.
Je to uz rovnice se separovanymi proménnymi, pfevod nemusime tedy délat. Na inter-
valu (7, 6), kde je feSeni y vSude nenulové rovnici snadno upravime na tvar 2yy’ = 2z,
resp. (yz), = (2%)’. Odtud jiz snadno dostaneme

(y—z)y+z)=C,

kde je C' € R. Dvé maximalni feSeni pii C' = 0 jsou zfejmé y = £z na (—o0,0) a dalsi
y = 2z na (0, +00). Dalsi maximalni feseni jsou pro kazdé C' > 0 funkce y = £+/22 + C,
z € R, a pro kazdé C' < 0 funkce y = £/22 4+ C, |z | > y/ — C, definované na interva-
lech (—o0,—+/ —C) a (/ — C, +00).

2. ReSme nyni rovnici
"= i (10.38)
N CEEMER '
Kazdé feseni ¢ rovnice (10.38) je zfejmé neklesajici funkce na kazdém otevieném inter-
valu lezicim v definiénim oboru D,. Funkce y = 0 na intervalech (—o00,0) a (0,+0o0)
jsou zfejmé maximalnimi FeSenimi rovnice, avSak zadné feSeni nevyhovuje podmince
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y(0) = 0. Obecnéji: zddnym bodem pfimky o rovnici z + y = 0 neprochézi kterékoli
FeSeni rovnice (10.38).

Jde o rovnici typu (P1), takze dle ndvodu polozme y = zz. Zfejmé pak jey’ = 2’z + 2
a rovnice nabude tvaru

, 222 2423
_ S s 10.39
S C S R G (10-39)

ovSem za predpokladu z # —1, ktery vSak odpovid4 jiz vylouéenym bodim piimky
z + y = 0. Formalni tpravou dostaneme rovnici

(1+2)?2 , 1

1+ " @
a po rozkladu a prechodu k primitivnim funkcim rovnici
log|z |+ 2arctgz +log| x| =log C (10.40)
s C' > 0. Upravime ji na tvar
|zz| = Cexp(—2arctg z) .
Vratime-li se k ptivodni proménné y, dostaneme formdlni feseni rovnice (10.38) ve tvaru

y = Dexp (— 2 arctg ¥ ) , (10.41)
T

kde D € R (pifipad D = 0 odpovida zfejmému identicky nulovému feSeni rovnice (10.39)).
Odtud je rovnéz patrné, ze napf. maximalni feSeni y = 0 jsou definovana na intervalech
(—00,0) a (0,400). Z tvaru (10.41) je vSak maélo patrné to, co snadno vyGteme z feSené

rovnice (10.38): kazdym bodem pfimky o rovnici y = —z neprochézi zadné Feseni.
3. Pfi feSeni rovnice 41 )
’ Y
=2 7> . 10.42
Y r+y—2 ( )

nejprve najdeme feSeni soustavy linedrnich rovnic

y+1=0,
r+y—2=0,
(jsou to ¢isla x = 3 a y = —1) a pak substituujeme z = y + 1, u = x — 3. Dostaneme tak

po upravé rovnici

, (z=1)+1 2277
z _2((u+3)+(z—1)—2> Tt

kterou jsme jiz resili v odliSném znaceni v predchéazejicim piikladu. Pouzijeme-li vysle-
dek, ktery jsme nalezli a provedeme zpétnou substituci, dostaneme formalni feSeni

(y+1)exp (2 arctg Z—i—;) =C. (10.43)
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4. Pro jednoduchou rovnici typu (P3) (funkce f v (P3) je linedrni)

y =ity =3 (10.44)
z+y—3
popiseme strucné feseni. Pfedevs$im si uvédomime, Ze zadnym bodem pifimky o rovnici
x+y = 3 neprochézi feseni rovnice (10.44). Citatel a jmenovatel zlomku na pravé strané
(10.44) se anuluji pro z =1 a y = 2. Polozme dale t =z — 1 a u = y — 2. Jednoduchou
upravou dostaneme rovnici

r_ 22u —t 7
u+1
a po substituci u = vt, v’ = vt + v a dal§i Gpravé rovnici
2
, v°—3v+2
vVt=——m+— 10.45
v+1 ( )

Tato rovnice ma dvé konstantni feSeni v = 1 a v = 2, kterym odpovidaji v R? p¥imky
o rovnicich
y=z+1 a y=2x. (10.46)

Po rozkladu na parcidlni zlomky a nésledné integraci obdrzime rovnici

t%:c, CeR. (10.47)

Piepiseme-li ji v x a y, dospéjeme k rovnici implicitné popisujici feseni

(y—2x)>
oo =C (10.48)

Funkce, popisujici pfimky v (10.46), jsou maximalnimi feSenimi na intervalech (—oo, 1)
a (1,+00), bodem [1,2] neprochdzi zddné feseni. Druhé z téchto feseni popisuje rovnost
(10.48) pro C = 0, prvni vSak rovnosti (10.48) popsat nelze.

5. ReSme (nelinedrni) Bernoulliho rovnici

, 2
y + ;y =4/y. (10.49)

Postupujme opét nejprve formalné, abychom ukazali, jak se vysledek takového formal-
niho postupu lisi od skute¢ného vysledku. Délime-li rovnici (10.49) vyrazem 2\/§, do-
staneme rovnici

’
Y VY, (10.50)
2y @

a po substituci z = \/§ a upravé linearni rovnici

;) Z
Z+—==2 (10.51)
x
pro novou neznamou funkci z = z(z). Vynasobenim integra¢nim faktorem x obdrzime

(xz(:c)), =2z = (:cz)/, (10.52)
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takze podle Dusledku 5.2.23 existuje C' € R tak, ze

zz2(x) =2° - C, (10.53)
neboli On2
y(z) = (rc - ;) (10.54)

pro v8echna x # 0. VSechna formélné spravnd maximalni feseni se tedy zdaji byt defino-

véana na intervalech (—oo,0) a (0, 400) a popsana vzorcem (10.54) s C' € R. Vnimavéjsi

Ctendr si ihned povSimne, Ze dal§imi maximalnimi feSenimi (10.49) jsou funkce y(z) = 0,

z € (—00,0), ay(z) =0, z € (0,400), nicméné prozkoumejme tlohu podrobnéji.
Prosté dosazeni (10.54) do puvodni rovnice déva

2o~ )1+ ) vafe-O'hdfa-S

T T

neboli po tpravé

C
rT——=|z—
T

i

T )

coz je rovnost pouze v piipadg, ze z — (C/x) > 0; to néas stavi pred dvojici otézek:
(1) Co budeme délat, jestlize dosazenim zjistime, ze vysledek neni FeSenim.
(2) Jaké mame zaruky, Ze jsme nasli vSechna FeSeni.

(Resitel se viak ¢asto spokoji s formalnim feSenim a tyto otdzky si viibec neklade,
spravny.) Musime proto postupovat jinak a opatrnéji.

Nejprve presné vymezime nds ukol. Mél by byt tak obecny, abychom pfipadné feseni
mohli v aplikacich vyuzit, i kdyz se ndm obecné feseni rovnice nepodaii urcit. Protoze
rovnice (10.49) obsahuje = ve jmenovateli, budou existovat feSeni pouze na intervalech,
které neobsahuji 0. Hleddme proto feSeni na intervalech, které jsou podmnozinami in-
tervalit (—o0,0) a (0, +00).

(a) Jelikoz rovnice (10.49) obsahuje na pravé strané ¢len /4y, je kazdé feseni (10.49)
nezéporna funkce. Ziejmé y = 0 je feSenim na obou intervalech (—o0,0) a (0, 4+00).

(b) Necht y : (v,0) — (0,+00) je FeSenim (10.49). V tomto p¥ipadé je predchozi
postup od (10.49) k (10.54) bezproblémovy a existuje tedy konstanta C' € R tak, ze

2(z)=Vy=z— ¢ (10.55)

T

v (7,0) az = /y > 0 véude v (v, ). Konstanta C neni uréena jednoznaéné, z nerovnosti
z — C/z > 0 plynou podminky, Ze pro z € (v, 9) je

2? < O, jeli (v,0) C (—00,0), (10.56)

22> C, jeli (v,8) C (0,+). (10.57)

(c) VySetiime nejprve intervaly (vy,d) C (—00,0). Pro C' < 0 neni (10.54) FeSenim na

zadném takovém (,d), nebot podminka (10.56) neni splnéna v zZaddném bodé intervalu

(—00,0). Pro C' > 0 je splnéna, pokud v > —\/6. Odtud plyne, ze pak (10.54) popisuje

feSeni na intervalu (—\/6 ,0) a toto feSeni ma v levém krajnim bodé intervalu limitu 0.
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(d) Polozme C' = o? > 0. Vidime, Ze pro kazdé o < 0 je funkce

0 je-li —oo<z<La,

y(@) = { (z— 042/50)2 je-li a<z<0, (10:58)

feSenim rovnice (10.49) na (—o0,0): je jisté feSenim na intervalu (—oo, &) i na intervalu
(c, 0), ale spliiuje rovnici i v bodé a, v némz, jak snadno zjistime, je y(a) = y'(a) = 0.

(e) Nyni najdeme jesté vSechna feSeni (10.49) v intervalu (0, +o00). Na rozdil od
bodu b) nemame zaruéenu monotonii y. Pro kazdé C' < 0 je funkce z (10.54) kladnym
feSenim (10.49) na (0, 400).

(f) Pro C > 0 necht (v,9) C (0,+00) je mazimadln? interval, na kterém je funkce
(10.54) kladna. Protoze musi platit (10.57), je v > 0. Polozme o? = 5. Dal§imi maxi-
malnimi feSenimi jsou proto feSeni

0 je-lli 0<z<a,

y(@) = { (1: — a2/m)2 jelli a<z <400, (10.59)

Funkce y je jisté feSenim na intervalu (0, «) i na intervalu (a, +o00), ale splituje rovnici
i v bodé a, v némz, jak snadno zjistime, je y(a) = y'(a) = 0.

Ctenéf si miize rozmyslit, Ze jsme postupné nalezli vSechna maximélni feSeni rov-
nice (10.49) a ziskali tak obecné feSeni rovnice (formdalni zapis je slozit&jsi).

Poznamka 10.4.2. Pro ndzorné chapéani reseni diferencidlnich rovnic uvedme jesté
jednu interpretaci fyzikalné-geometrického charakteru. Diferencidlni rovnice (10.23) je
jakymsi ,kompasem*, ktery v bodech [z, y | roviny ukazuje, jakym smérem se v ni méme
pohybovat. Vyfesit diferencidlni rovnici (10.23) pak znamend ,,projit rovinou* (nebo jeji
¢asti) podle tohoto kompasu. K¥ivka, po niz se pohybujeme, je grafem (néjakého) feseni.
Casto se v této souvislosti mluvi o smérovém poli uréeném rovnici (10.23) a to se téz gra-
ficky znazornuje. Srovnejte se schematickym nac¢rtkem na Obr. 10. 1. Tato interpretace
je mozna i v pripadé rovnic s obecnéjsim tvarem pravé strany.

)

Obr. 10.1.
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Nacrt na predchozim obrazku by nemél vzbudit ve ¢tenari predstavu, ze chovani reseni
v blizkosti ,kraje oblasti“ musi byt jednoduché, napi. Ze funkce popisujici feseni musi
mit v krajnich bodech svého defini¢niho oboru limitu. Snadno zjistime, Ze pro funkci ¢
a pro vSechna x € (0, 00) je

p(x) = i sin(1/z), ¢'(z) = —% (sin(1/z) + i cos(1/x)),

takze feSenim rovnice 1 1
! .
= —— 1 + = 1
Yy e (sin(1/xz) - cos(1/z))

na intervalu (0, 00) je funkce ¢, resp. kazdé funkce tvaru ¢ + C, C' € R. PovSimnéte si,
jak vypadé graf funkce ¢ v G = (0,00) X (—00,00), a ze graf funkce ¢ je v blizkosti
pfimky o rovnici ¢ = 0 velmi slozity; specialné lim,_.o— ¢(z) neexistuje.

Piiklad 10.4.3 (logisticky rustovy zakon). Snaha po nalezeni dokonalejsiho risto-
vého zdkona vedla k modifikacim diferencidlni rovnice (10.17). Intuitivné citime, ze
Llepsi“ rlistovy zakon by méla popisovat rovnice P’ = a(P) - P, kde a je vhodné zvolena
funkce, ktera je pro néjaké § > 0 na intervalu (0, +00) klesajici; pak bude klesat i rych-
lost rustu populace. Budeme se zabyvat jednoduchym pfipadem tohoto typu, dfive vSak
uvedme jeden udaj, tykajici se formy rovnice. Casto se rfistova konstanta a v rovnici
(10.17) zapisuje ve tvaru rozdilu a pracuje se s nepatrné formdiné odlinou rovnici

Pl:’yP—TP, v, 7 >0,

kde konstanty v a 7 charakterizuji porodnost a umrtnost dané populace.
Modifikovana rovnice, popisujici logisticky ristovy zakon, je tvaru

P'=~P—7P% ~4,7>0. (10.60)

Rovnici lze dat jesté dalsi interpretaci: prostifedi, v némz populace zije, ma omezené
zdroje, které urcuji ,,maximalni kapacitu zivotniho prostoru“. Ruist populace je tmérny
nejen jeji velikosti, ale i ,velikosti zbyvajictho prostoru“. Skutec¢né, polozme A\ = 7 a
K = ~/\. Zbyvajici zivotni prostor popisuje veli¢ina K — P(t), kde konstanta K odpovidd
maximalni kapacité. Rovnice tak po Gpravé ma tvar

P = \P(K - P),

kde X\, K > 0. Zde je vySe zminénd funkce a(P) = A(K — P) linedrni, tedy obzvlast
jednoduchd. Reseni rovnice je tvaru (odvodte to separaci proménnych nebo se o tom
presvédcete derivovanim)

_ v B K
P() = T+ (y/Po—T1)e 1’ resp. P(t) = 14+ (K/Py—1)e Kt

t>0,

kde Py > 0. Lze ukézat, ze v daném oboru je to popis vSech maximéalnich feSeni rov-
nice (10.60). ReSend rovnice v8ak jiz neni linedrni rovnict prvniho fadu, nebot obsahuje
< 2
clen P-.

Poznamka 10.4.4. Rovnice tohoto typu se v nékterych piipadech jevi jako pomérné
dobry model pro realnou situaci. Tak napt. studie o ristu slune¢nic ukazuji jinou redlnou
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situaci, jiz odpovidé tyZ model. Vyska slune¢nic pomérné dobie vyhovuje analogickému

vztahu
H

14+ (H/ho — 1) e—2Ht’

kde H je maximélni vyska rostliny a ho vyska na zacatku pozorovani. V r. 1983 byla pu-
blikovana studie, ktera ukazala, ze analogické chovani vykazuje i ,své€tova automobilova
populace®.

h(t)

konstantni funkce, coz jsme uvazovali v Pozndmce 10.2.3, ani linearni klesajici funkce
jako v predchéazejicim Pfikladu 10.4.3. Nahledem na data v [3] zjistime, ze meziroénd
prirtistek log (P(t+1)/P(t)) (srov. s (10.18)) neni ani monotonni v ¢ase. Zatimco v letech
1950 — 60 rostl od cca 0,015 do v Poznamce 10.2.3 uzité hodnoty 0,02, na které se pak
drzel asi 10 let, od r. 1971 téméf stale klesd k hodnoté 0,0116 za dobu 2004 — 2005.
Kolem r. 2050 by podle prognéz mél byt cca 0,005.

10.5 Specialni rovnice vyssich radu

K rovnicim vyssich radu se vratime v Kapitole 15, avSak specialni rovnice tohoto typu
umime fesit ad hoc bez budovani dalsiho teoretického zazemi. Snadno nahlédneme, ze
napf. pro nékteré specidlni funkce f € C(R), neni obtizné pro jakékoli n € N Fesit rovnici

y" = f(x).

K Fedeni stadi urcit jedinou funkci F' tak, aby platilo F(™ () = f(z), = € R. Ctenéf jisté
snadno dokéze, ze obecné feseni ma tvar

F(z)4 Ciz" '+ Cox" 2+ 4+ Cn,

kde C, € R, kK = 1,...,n, jsou konstanty. V pripadé konkrétni f muze byt explicitni
popis FeSeni pomoci funkci, které jsme definovali, jak trividlnim, tak i nefeSitelnym pro-
blémem. Doporucujeme Ctenafi, aby zvazil napf. pfipady f = 0, f = exp, f = sin a
f(z) = exp(—2?). Nize se budeme jednoduchymi specialnimi rovnicemi 2. ¥adu zabyvat
v prikladech s fyzikalni motivaci.

Oznaceni 10.5.1. V dalsim se budeme zabyvat pohybem idedlniho télesa (hmotného
bodu) v gravitaénim poli Zemé. Jeho vysku nad zemskym povrchem v ¢ase ¢ ozna¢ime
z(t) a orientaci volime tak, aby byla nezapornd. Tomu pak odpovida rovnice pro zrychleni
15)

r=-g, (10.61)

pricemz pro jednoduchost budeme v praktickych ukazkach pocitat se zaokrouhlenou hod-
notou g = 10ms~2. Derivace budeme znaéit zptisobem obvyklym ve fyzice, tj. pomoci
te¢ek nad oznacenim funkei. Integraci dostaneme z (10.61) £ = —gt + C1. Polozime-li
vo := v(0) = ©(0), dostaneme dosazenim vo = C1 a dospéjeme ke vzorecku pro rychlost

v(t) = —gt + vo, (10.62)

15)  Narozdil od vétsiny fyzikalnich uéebnic zde piseme —g misto g. Z matematického hlediska
mé smysl se zabyvat feSenimi na R, z hlediska fyzikalni interpretace sta¢i pracovat s fesenimi

na intervalu (0, +00), resp. s jejich spojitymi rozsifenimi na interval [0, +00).
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znamému z fyziky. Analogicky dospéjeme dalsim krokem ke vzorci
z(t) = —% gt2 + vot + Cs
a polozenim z(0) = z¢ uréime C2 = xo. Dospéjeme tak k rovnici
z(t) = o + vot — 3 gt?, (10.63)

kde zo je vyska nad povrchem Zemé v case t = 0. I kdyZ pracujeme s otevienymi
intervaly, protoze na nich jsou definovana feseni, funkce spojité rozsifujeme na uzaviené
intervaly vzdy, kdy je to mozné a pro zkraceni zapisu uzitecné.

Pro vg = 0 = z¢ tak dostaneme

o(t) =—gt, x(t)=—3gt",

coz jsou (az na znaménko) znamé vztahy popisujici fyzikalni zdkony, ke kterym dospél
na zdkladé pokust jako prvni GALILEO GALILEI (1564 — 1642).

Piiklad 10.5.2 (vrh svisly vzhuru). Volme oznaceni z predchézejictho odstavce.
Pohyb ideédlniho vrzeného télesa (hmotného bodu) se déje bez odporu prostiedi a zajima
nas v Casovém intervalu [0,¢2], kde t2 > 0 je ¢as, ve kterém bude z(t2) = 0, tj. kdy
vrzené téleso dopadne na zem. Z predstavy o redlné situaci vyplyva, ze o = 0 (vr-
hame vzhiru ze zemé) a ze pocateéni rychlost vo je kladna. Rovnice (10.63) bude mit
jednodussi tvar

z(t) = vot — %gt2 =t(vo — % gt), (10.64)

pfi¢emz funkce x bude kladné v intervalu (0, ¢t2), kde to = 2vp/g. Funkce z nabude svého
maxima na intervalu [0, ¢z ] v nulovém bodé ¢; okamzité rychlosti v(t) := z(t) = vo — gt,
tedy ¢t1 = vo/g = (1/2)t2 (funkce x roste v intervalu [0,¢1] a klesd v intervalu [¢1,2]).
Maximalni dosazena vyska vrhu je z(t1) = v3/2g.

Konfrontujme model s nasimi pfedstavami: Vyhodime-li kdmen svisle vzhiru rych-
losti 20 m/s, poleti vzhiiru 2 sekundy a dalsi 2 sekundy bude padat zpét na zem. Dosdhne
maximalni vysky z(t1) = 20 m. Jestlize vSak vystfelime vzhiru z pusky rychlosti 300 m/s,
bude kulka ve vzduchu celou minutu a dosdhne nejvétsi vysky 4 500 m. Poznamenejme,
ze pri malych rychlostech zanedbani odporu vzduchu nevede k velkym chybam, ty vsak
pti vyssich rychlostech rostou.

Priklad 10.5.3 (volny pad). Pii studiu (idealizovaného) volného padu opét vyché-
zime z rovnice & = —¢g a dospéjeme k rovnici (10.63), ale nyni o = z(0) > 0 udava
vysku, z niz k padu dochéazi a vg = 0. Rovnice ma proto tvar

z(t) = zo — L gt”. (10.65)

K dopadu pfedmétu na zem dojde v ¢ase t1 > 0, pro ktery x(¢t1) = 0, z éehoz dostavame
t1 = v/220/g. Refeni (10.65) rovnice & = —g m4 nyn{ fyzikélni smysl v intervalu (0, ¢1).
Funkce (10.65) ma vSak rozumny fyzikdlni smysl i na uzavieném intervalu [0,¢1] a
odpovida spojitému rozsifeni feseni na tento interval.

Opét pro ilustraci uvedme: dle tohoto modelu bude padat predmét z vysky zo =500 m
10 sekund a dopadne rychlosti 100 m/s. Zde je vliv odporu vzduchu podstatnéjsi, a tak
je vysledek vcelku pfijatelny pro olovénou kulku, zatimco pfistavaci rychlost padaku je
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nejméné desetinasobné mensi. Snadno tak nahlédneme, Ze v nékterych situacich jsou
tyto zdkony nepouzitelné: nefidi se jimi ani pad ¢lovéka v zemské atmosféie (nap¥. pred
otevienim paddku). Zcela jsme totiz zanedbali vliv odporu prostiedi. Viz dalsi ptiklad.

Priklad 10.5.4 (stabilizovany pad). Jestlize pfihlédneme k odporu vzduchu, ktery
je umérny rychlosti padajiciho télesa v atmosfére, dosp&jeme na zakladé fyzikalnich avah
k rovnici

i=—-ki—g, (10.66)
ve které k > 0 souvisi s odporem prostiedi. Dosazenim v = & dostaneme rovnici prvniho
rfadu

v+ kv=—g.
s integra¢nim faktorem exp(kt); to vede k identitdm (piSeme kvili zfetelnosti ¢arky misto
tecek)

/
(v(t)ekt), =g =— (% ekt) (10.67)
a k existenci konstanty C, pro kterou je

v(t)e = C — % e

Z podminky v(0) = 0 plyne, ze C = g/k, z ¢ehoz dostaneme

B(4) = =9 (okt _
z(t) = v(t) = 2 <e 1) . (10.68)
Dalsi integraci ziskame identitu
-_9 1 —ne
z(t) = . (t + e ) + D, (10.69)

kde hodnotu konstanty D najdeme pomoci podminky z(0) = xo. Protoze dostaneme
D =z + g/k*, ma identita (10.69) po tpravé tvar

a(t) = 20— 5 (kt pekt 1) . (10.70)
Funkce v ve vzorci (10.68) méa pro t — 400 limitu —g/k; odtud plyne, Zze pokud zo je
tak velké ¢islo, ze vyraz exp(—kt) ma ¢as klesnout k hodnotdm blizkym k nule, rychlost
padu se od jistého okamziku prakticky nezvysuje.

Uvedme pro ilustraci pfiklad poc¢itany pomoci tohoto modelu: Predpokladame-li, Ze
pti seskoku padakem urcitého typu z dostatecné velké vysky se rychlost padu ustali na
6 m/s, bude k = 5/3, protoze g/k = 10 : (5/3) = 6. Pti tomto k trva podle (10.70) seskok
z vysky 1000 m nepatrné déle nez 167,25 sekundy. Podle (10.68) by rychlost padu byla
(pokud by se paddk oteviel v case t = 0) jiz za 3 sekundy vétsi nez 5,9 m/s. Volny
pad bez prihlédnuti k odporu vzduchu by pfitom trval dle modelu z Pfikladu 10.5.3
jen o malo vice nez 14 sekund. Opét jsme vSak zanedbali nékteré vlivy, které mohou za
urcitych okolnosti hrat podstatnéjsi ilohu, napt. pokles hustoty atmosféry v zavislosti
na vysce apod.

Jiny piiklad ndm muze osvétlit nékteré jevy souvisejici s pocasim: Nepatrné vodni
kapicky tvofici mlhu maji limitn{ rychlost klesani (pro ¢ — +00) rovnou cca 12 mm/s.
Proto mlha pad4 nékdy tak dlouho. Odpovida to hodnoté k = 2500/3 = 833,3 a doba
padu z 1000 m na zem by za téchto podminek trvala pies 23 hod 16).

16)  Jesté ze nékdy ptijde na pomoc vitr a slunce.
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Priklad 10.5.5 (start rakety). Do naSich Gvah zahrneme opét pouze ,hlavni para-
metry“ avahy. Predpokladame, Ze vesmirna raketa startuje ve svislém sméru; polomér
Zemé oznacime R a h, vysku rakety nad zemskym povrchem v okamziku, kdy dojde
k vyhofeni paliva rakety; hodnota x(¢) necht udava vysku rakety nad zemskym povrchem
v Case t. Od okamziku vyhofeni paliva se raketa chova jako kdmen vrzeny do prostoru.
Vrhneme-li ho malou rychlosti, spadne opét na zemsky povrch, pfi velké rychlosti se
vymani z vlivu zemské pritazlivosti. Minimum rychlosti, pro néz nastava druhy ptipad,
se nazyva untkovd rychlost. Tu bychom radi, v zavislosti na velikosti h,,, urcili.
Na pocatku situace, kterou se zabyvame, je

z(0)=R+hy =12, a z(0)=:v,.

Z Newtonova gravitacniho zakona vyplyva, ze velikost sily pisobici na raketu je dana
rovnosti K = —v - m(z)/z?, kde m(z) je hmotnost rakety; ta se pochopitelné méni
s dobou, a tedy i v zavislosti na x. Je proto nap¥. M := m(R) hmotnost rakety p¥i startu
a m := m(z,) vlastni hmotnost rakety (bez paliva) '7). Uréime velikost v vySetfenim
situace prfi startu. Z rovnosti

M
—Mg=—-v—; dostaneme ’y:gR27

R
takze K = —ngm/xz. Proto po vyhoteni paliva pro raketu plati rovnosti
m:c:—gR2~—2, resp. x:—ng~—2
T T

Nyni si pomtzeme ,trikem*: nasobime obé strany rovnice Cinitelem 2z, takze dostaneme

5. !
22 = —29R2-%7 resp. (&%) = (29R2%> ;

zde opét znacime ¢arkou derivaci podle ¢asu. Odtud dostaneme integraci (v := @)

1
1)2:29R2~;—&-C’7 C eR.

Uvézime-li, Ze pro t = 0 je v2 = 2gR? - (1/z,) + C, dostavame koneén& %)

v’ =2gR%x ! 40l — 2gR%z, " . (10.71)
Bude-li platit v2 — 2gR? /Ty > 0, pfislusna rychlost umozni raketé opustit sféru vlivu

pfitazlivosti Zemé. Tomuto jevu odpovidd hodnota v, = /2gR?/x,.

Pfi primeéru Zemé rovném D := 2R = 12,757 -10° m, g = 9,81 ms~? a pfi relativné
malé vysce, tj. pfi h, = R, je pfiblizna hodnota tnikové rychlosti /gD = 11,19km/s.
Toto je tedy hledand tnikova rychlost.

17) Sigi
rakety zbytecné.

18) Rovnice (10.71) odpovida energetické bilanci, kterou by patrné zkusenéjsi fyzik pfi odvo-
zovani napsal pfimo ,bez pocitani®.
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Piiklad 10.5.6 (matematické kyvadlo). Pohyb idealniho kyvadla, tedy hmotného
bodu M o hmoté m na nehmotném zavésu délky [ lze v pripadé, Ze zanedbame odpor
prostiedi, popsat rovnici

@+ (g/l)sing =0, (10.72)
kde ¢ = ¢(t) je uhel, ktery vldkno svird se svislym smérem v ¢ase ¢. Pro malé hodnoty
yrozkyvu® (tj. maximalni hodnoty, kterou ¢ nabyva) je sin ¢ pfiblizné roven ¢, a miizeme
proto doufat, Ze feSeni jednodussi rovnice

¢+ (9/)p =0
budou celkem dobfe aproximovat feSeni (10.72). Oznacéime-li jesté w := /g/l, bude mit
posledni rovnice tvar
p+wip=0; (10.73)
tato rovnice tzv. harmonického oscildatoru ma ve fyzice zna¢ny vyznam, a to nejen v sou-
vislosti s kyvadlem.
Ukazte, ze pro kazdé dvé konstanty C1,C2 € R je funkce

p(t) = Crcoswt + Casinwt (10.74)

fesenim rovnice (10.73). Zadame-li napf. splnéni podminek ') ©(0) = o (kde o je
rozkyv) a ¢(0) = 0 (v extrémni poloze méa kyvadlo nulovou rychlost, protoze v ni méni
své znaménko), ziskdme zfejmé funkcei p(t) = o coswt.

Nasli jsme sice nekoneéné mnoho maximélnich feSeni (10.74) rovnice (10.73), ale
nevime, zda-li jsme ziskali jeji obecné TeSeni, tj. zda-li jiz zadna dalsi maximalni feseni
neexistuji. Opét se tedy setkavame se situaci, kdy ezistence feSeni je jednoduchy pro-
blém; pozdéji ukdzeme, ze k dikazu, ze (10.74) je obecné feseni (10.73) potiebujeme
tuto vétu o jednoznacnosti: Je-li to € R pevné (ale libovolné) zvoleno, existuje pro kazdd
dvé éisla po, 1 € R prdvé jedno tesend rovnice (10.73) splriujici podminky ¢(0) = o,
#(0) = 1. Jde o velmi hluboké tvrzeni s komplikovanym diikazem, musime se vSak s nim
seznamit, protoze tvrzeni o existenci feSeni nam neumoznuje fesit dalsi, casto podstatné

Rovnice (10.73) modeluje pohyb kyvadla; abychom ziskali popis pohybu uréeného
¢isly o, v1, méli bychom znét vsechna feseni, jinak by se ndm mohlo stat, ze dana cisla
odpovidaji feSeni, které jsme dosud nenalezli a nas konkrétni problém by se nam jevil
jako neresitelny.

Zajiméa-li se ¢tenaf o hlubsi pochopeni diferencialnich rovnic, musi se dfive naudit
nékteré dalsi partie matematiky. Ty jsou mj. obsahem dalsich tfi kapitol, vénovanych
integraci a metrickym prostorim.

Poznamka 10.5.7. Pomoci diferencidlnich rovnic lze, jak uz jsme se zminili dfive, za-
vadét i elementarni funkce. Elementarni Priklad 10.1.1 ilustroval, Ze exponencilu lze
zavést pomoci rovnice

Y —y=0
jako to jeji maximélni FeSeni y, pro které plati y(0) = 1. Podobné lze zavést také (pfiro-
zeny) logaritmus: je to takové feseni y rovnice

== 0
==, w€(0,00),

19) Jsou to tzv. pocddtecni podminky, podrobnéji se jimi budeme zabyvat v Kapitole 15.
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pro které y(1) = e. Goniometrické funkce lze zavést pomoci rovnice druhého fadu (po-
tFebuji se k tomu proto jesté dalsi teoretické poznatky)

y”—i—y:O.

Funkee sin se uréi podminkami y(0) = 0, ¥'(0) = 1 a funkce cos podminkami y(0) = 1,
/
y'(0) = 0.

Historické poznamky 10.5.8. Reseni, resp. dle tradi¢ni terminologie integrace, prv-
nich diferencialnich rovnic tizce souvisi se samotnym zrodem infinitezimalniho poc¢tu. Ta-
kové rovnice fesili napf. RENE DESCARTES (1596 — 1650) v souvislosti s objevem zakona
o lomu svétla nebo Isaac BARROW (1630 — 1677), ktery v letech 1669 — 1670 v pod-
staté dospél k feseni rovnice se separovanymi proménnymi. Kratce nato pracemi ISAACA
NEWTONA (1642 — 1727) a GOTTFRIEDA WILHELMA LEIBNIZE (1646 — 1716) zacala éra
intenzivniho zkoumani diferencidlnich rovnic. Pfevazna vétSina motiva¢nich problému
pro zkoumani diferencidlnich rovnic pfichézela z fyziky. Newton nap¥. pii studiu pohybu
kyvadla dospél k zavéru o zplosténi tvaru Zemé: Podle jeho vypocétu mél byt ,rovni-
kovy polomér* Zemé roven 231/230 poloméru ,poldrniho“. Prvni méfeni, uskutecnéné
r. 1720 tuto domnénku nepotvrdilo, ale druhé, zorganizované Francouzskou akademii
véd r. 1730, ukazalo, ze Newtonova hypotéza byla spravna.

Poznamenejme, zZe JACOB BERNOULLI (1654 — 1705) zkoumal r. 1692 diferencidlni
rovnice tvaru

y' = a(x)y +b(z)y”,

které se po ném nyni nazyvaji Bernoulliho rovnice a které patii mezi linedrni rovnice
pro p = 0,1. Pravé infinitezimalni pocet pfinesl silny nastroj k feseni velmi slozitych
uloh. Pokud napf. uvazujeme matematické kyvadlo, pomohla ndm pouze ndhrada ¢ za
sin ¢ k tomu, Ze doba kyvu T podle ziskaného popisu ¢inila T' = 274/1/g a nezavisela
na m a . Pokud chceme dosdhnout relativné dobrého pfiblizeni k realné situaci, je
vhodné volit @y ,malé*, napt. wo < 7/6 2°). CHRISTIAN HUYGENS (1629 — 1695) se
zabyval problémem sestrojeni dokonale izochronniho kyvadla, tj. kyvadla, jehoz délka
kyvu nezavisi na rozkyvu. Dokazal urcit, ze draha, po niz se musi pohybovat hmotny
bod v tomto pripadé€, neni kruznice, nybrz cykloida. Tato jednoduchd kfivka je tedy
tzv. tautochronou, resp. izochronou. Rovnost ¢asi pohybu po izochroné lze interpreto-
vat téz takto: postavime-li U-rampu pro skateboardisty ve tvaru cykloidy a nechame je
sjizdét do nejnizsiho bodu z riznych vysek, pak nejnizsim bodem (samoziejmé v ideél-
nim pfipadé, tj. bez tieni apod.) projedou vzdy za stejnou dobu. Odtud jsou odvozeny
uvedené nazvy.

Dalsi stru¢ny komentar k historii vyvoje diferencidlnich rovnic nalezne ¢tenai v Ka-
pitole 15. K tomu poznamenéavam, Ze zédkladnim zdrojem informaci v tomto sméru byla
pro mne kniha [4]. Také kniha [7], kterd v8ak z hlediska pfesnosti stéz{ vyhovuje dnesnim
pozadavktm, obsahuje v Kapitole X pomérné obsahly historicky prehled.

20y Je vhodné si uvédomit, Ze (sinz)/z — 1 pii z — 0.
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Kapitola 11

Integrace

Dfive, nezli zavedeme Riemanniiv a Newtontv integral a budeme zkoumat jejich vza-
jemny vztah, dokdzeme dalsi (a v tomto textu posledni) vétu o funkcich spojitych na
uzavieném intervalu. O funkci f € C([a,b]) jsme dokéazali, Ze je omezena, nabyva své
minimalni hodnoty fmin, maximalni hodnoty fmax a také (je-li nekonstantni) vsech hod-
not z intervalu [ fmin, fmax |- Nyni jesté ve Vét& 11.1.3 o stejnomérné spojitosti funkce
f € C([a,b]) dokdzZeme tvrzeni, které budeme potiebovat pii vykladu Riemannova inte-
gralu.

11.1 Stejnomeérna spojitost

Definice 11.1.1 (Heine 1870). Budeme fikat, ze funkce f je stejnomérné spojitd v in-
tervalu I C R, je-li splnéna podminka

Ve>0)(3F>0)(Vz,ye)(lz—yl <d=|f(z) — fly)| <e). (11.1)

Funkce g(z) :=sin(1/x), z € (0,1), je spojita. Neni vSak stejnomérné spojitd na intervalu
(0,1), protoze v kazdém intervalu (0,t), 0 < ¢ < 1, nabyva hodnot —1 a 1.

Poznamka 11.1.2. Je-li f spojitd v I, je spojitd v kazdém bodé x € I vzhledem k I
(v krajnich bodech I, pokud lezi v I, jde o jednostrannou spojitost); to znamena, ze

NMre)(Ve>0)(F6>0)(VyeD)(Jz—y|l<d=|f(z)— fly)] <e). (11.2)

Je-li f stejnomérné spojitd v I, plati (11.1). V8imnéte si, Ze pfi srovnani s definici (11.2)
spojitosti v I se v definici (11.1) stejnomérné spojitosti velky kvantifikitor, ktery vazal
proménnou x € I, ,odstéhoval“ doprava. Je-li f stejnomérné spojita v I, je zfejmé
i spojita v kazdém bodé x € I.

Je-li obracené f spojitd v kazdém bodé = € I, pak pro kazdé = a kazdé € > 0 existuje
0 = §(z) > 0 tak, ze pro vSechna y € I, |z — y| < d je |f(y) — f(x)| < e. Toto §(x)
je tedy obecné zavislé na volbé = € I. Stejnomérna spojitost funkce f v I znamena,
ze k danému £ > 0 existuje ,univerzalni 6“ takové, Ze je splnéna podminka spojitosti
s timto ¢ v kazdém bodé x € I.
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Véta 11.1.3 (Heine 1872). Je-li f € C([a,b]), je [ stejnomérné spojitd v intervalu
[a,b].
Dikaz. Provedeme ditkaz sporem. Pfedpokladejme, ze funkce f neni stejnomérné spojita
v [a,b]; v takovém piipadé existuje g9 > 0 tak, ze pro kaZdé 6 > 0 existuji z,y € [a,b],
pro néz je

|l —y| <6 azaroven |f(z)— f(y)|>ceo.

Specialng, k ¢islim § = 1/n, n € N, existuji body xn, yn tak, ze

|Tn =yl <1/na [f(zn) = fyn)l = 0.

Protoze {z,} je omezena posloupnost, existuje konvergentni posloupnost {zn, } vybrand
z posloupnosti {z, }, pro kterou limy—.oc Zn, = o a 2o € [a,b].
Z nerovnosti
|y”k —1’0| < |y”k _x”k|+|x”k —1’0|
vyplyva, ze limy o0 Yn, = To. Ze spojitosti funkce f v bodé z¢ € [a,b] plyne, ze

Jm f(zn) = lm f(yn,) = f(zo) = f(z0) =0,
protoze vSak pro vSechna k je |f(2n,) — f(yn,)| > €0, dostavame odtud
T [f(@n,) ~ Flyne)| > 20> 0,
coz dava hledany spor. Tim je tvrzeni dokézéano. |
Vsimnéme si je$té blize stejnomérné spojitosti, ktera je uziteéna i v jinych souvislos-
tech. Plati napt. nasledujici tvrzeni:

Véta 11.1.4. Funkce f je stejnomérné spojitd v omezeném intervalu (a,b), prdvé kdyz
existuje jeji spojité rozsireni na [a,b].

Diikaz. Existuje-li spojité rozsifeni f1 funkce f na [a,b], je f1 podle Véty 11.1.3 stej-
nomérné spojitd funkce na [a,b], a tedy i restrikce f = f1|(a,b) je stejnomérné spojita.
Je-li f stejnomérné spojitd v (a,b), neni tézké dokazat, Ze je splnéna Bolzano-Cauchyho
podminka z Véty 4.3.13 pro existenci vlastnich limit

fila) = lm f(z), fi(b):= lm f(z); (11.3)
IEHG_F r—0_
definujeme-li rozsifeni f1 v bodech a, b pomoci (11.3), je spojité v [a,b]. |

11.2 Riemannuv integral

Po vice nez sto let po objevech ISAACA NEWTONA (1643 — 1727) byla integrace chapana
prevazné jako inverzni operace k derivovani. Vztah k plose pod grafem funkce byl také
znam, ale teprve s vyvojem znalosti se ukazalo, ze je tuto plochu jednodussi definovat
pomoci integralu a nikoli postupovat obracené: uspokojivé definice plochy se objevily

Prvnim, kdo se pokusil o moderni feseni problému integrace, byl Cauchy. Pracoval
se spojitou funkci na intervalu [a, b]; k popisu Cauchyho definice zavedeme pojem, ktery
vyuzijeme i v dalsim vykladu.
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Definice 11.2.1. Necht n € N a necht {zx;k = 0,1,...,n} je koneénd mnozina bodi
z intervalu [a, b] takovych, Ze je

a=x0 <21 < < Tp_1<xpn=>.

N

zapis 1)

D={a=z0<z1< - <xn=0b}. (11.4)
Body z\ nazyvame délici body déleni D, intervaly [zx_1,zr ], k = 1,...,n, jsou intervaly
déleni D. Cislo

v(D) :=max{zr —zr_1; k=1,...,n} (11.5)

se nazyva norma délent D.

Historickd poznamka 11.2.2. Uvedeme nejprve puvodni Cauchyho definici integrélu.
I kdyZ je definice velmi obecnd, uzival ji, jak jiz bylo feceno, pouze pro spojité funkce.

Definice (Cauchy 1823). Funkce f se nazyva integrovatelnd (dle Cauchyho) na in-
tervalu [a,b] a hodnota jejiho integralu je rovna éislu V' € R, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje § > 0 tak, ze pro kazdé déleni (11.4) je

v(D) < 6 = ] V=Y flae) (@ —ai1) | <e.
k=1

Je-li splnéna tato podminka, definujeme 2)
b
/ flz)dz :=V.

Pozdéji se zacal problémem integrace zabyvat BERNHARD RIEMANN (1826 — 1866),
kterému vdécime za jiny zorny thel pohledu: nepfedpokladal a priori, ze funkce f, kterou
chceme integrovat, je ,,pékna“ (napf. spojitd); kladl si naopak otdzku, jaké ,minimalni“
vlastnosti funkci zarucuji jejich integrabilitu. Jeho pristup se déle vyvijel, az dosahl
dnesni, do jisté miry standardizované, podoby. S tou se nyni seznamime.

Definice 11.2.3. Necht f je funkce omezena na intervalu [a,b]. Ozna¢me postupné
m = inf{f(z);z € [a,b]} a M = sup{f(z);z € [a,b]}. Dale analogicky pro déleni
D={a=120<z1 <-- <x,=D>b} intervalu [a,b] necht

my = inf{f(z);x € [xr—1,2k]}, My :=sup{f(z);z € [Tr_1,2x]}. (11.6)
Definujme
s(f; D) ==Y mi(zk —xx1), S(f;D) =Y My(wr —x1). (11.7)

Cisla s(f; D) a S(f; D) se nazyvaji dolni a horni soucet pro funkci f a déleni D.

1) Ctenaf by si mél uvédomit, ze jde o dalsi licenci. Déleni intervalu je jeho koneéna pod-
mnozina véetné usporadani, pricemz jeji extrémy splyvaji s krajnimi body intervalu.
2) D4 se ukazat, Ze pak je ¢islo V uréeno jednoznacéné.
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Lemma 11.2.4. Pro kaZdou funkci f omezenou na [a,b] a kaZdé déleni D intervalu
[a,b] je

m(b—a) <s(f; D) <S(f; D) < M(b—a). (11.8)
Dikaz. Pro k =1,...,n ndsobme nerovnosti
m<mi < M <M (11.9)

Gislem (xr — xk—1) a téchto n obdrzenych vztahd sectéme. Jestlize jesté uvazime, ze
vy (zk — x—1) = (b — a), dostaneme (11.8). O

Oznaceni 11.2.5. Vsechna déleni D intervalu [a,b] tvofi systém, ktery budeme znacit
D(a,b). Je-li D1, D> € D(a,b), piseme

D1 < Dz, pokud D1 C D>.
(Déleni D1, D2 jsou tedy Casteéné uspoiddana pomoci inkluze mnozin jejich délicich
bodi). Déleni D2 se nazyva zjemnéni déleni Dy. Je-li D1 < D, Dy < D, kde D, Dx,

Dy € D(a,b), nazyvé se D spoleéngm zjemnénim déleni Dy a Ds.

Je ziejmé, ze kazda dvé déleni D1, D2 maji spole¢né zjemnéni D, za délici body D
staci vzit délici body obou déleni D1, Ds.

Lemma 11.2.6. Je-li D1 < D2, pak pro funkci f omezenou na [a,b] je
s(f; D1) < s(f; D2) < S(f;D2) < S(f; D1).

Dikaz. Necht D1 = {0 < 21 < -+ < xn} € D(a,b). Je-i Dy = Dy U{z"} a 2" € (a,b)
neni délicim bodem D1, pak existuje takové k, ze ™ € (zx_1, k). ZFejmé pak je

sup{f(z);z € [xr—1,2" ]} (z" — zx—1) +sup{f(z);z € [,z ]} (zr —2") <
< Myp(2e — Th-1)

a ostatni sc¢itanci kone¢nych souctl, definujicich pfislusné horni soucty, se neméni. Tvr-
zeni lemmatu o hornich souctech tedy plati, jestlize D2 vzniklo z D; pfidanim jediného
bodu. Protoze pfidani koneéného poctu bodt lze nahradit postupnym pfidavanim vzdy
jednoho bodu, plati tvrzeni i pro obecné zjemnéni D> déleni D;. Stejné se dokaze i ne-
rovnost pro dolni soucty; zbytek je disledkem Lemmatu 11.2.4. |

Lemma 11.2.7. Pro libovolnd dvé déleni D1, D2 € D(a,b) a pro libovolnou omezenou
funkci f na [a,b] plati nerovnost

s(f; D1) < S(f: Da) (11.10)
Dikaz. Je-li D spolecné zjemnéni Dy a Do, pak je
s(f; D1) < s(f; D) < S(f; D) < S(f; D),

coz dava nerovnost (11.10). |
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Definice 11.2.8. [Riemann 1854, Darboux 1875] Pro funkci f omezenou na intervalu
[a,b] ozna¢me

In(f;a,b) = nf{S(f; D); D € D(a,b)},

1a(f; a,b) = sup{s(f; D); D € D(a,b)} .

Cisla I1(f; a,b) a Is(f;a,b) se nazyvaji horni a dolni Riemanniiv integrdl funkce f na
intervalu [a,b].

Poznamka 11.2.9. Ziejmé je Iq4(f;a,b) < In(f;a,b), coz vyplyvé z (11.10) piechodem
k supremu pies vSechna D € D(a,b) na levé strané (11.10) a pak pfechodem k infimu
pres vSechna D € D(a,b) na pravé strané (11.10).

Definice 11.2.10. Je-li I4(f;a,b) = I1(f;a,b), oznacime toto &islo

(R)/ f- (11.11)

a nazveme je Riemanniv integrdl funkce f na intervalu [a,b]. Pokud plati nerovnost
In(f;a,b) < I4(f;a,b), fikdme, Ze Riemanntv integral funkce f na intervalu [a,b] ne-
existuje. Pro mnozinu vSech (omezenych) funkci f, pro které existuje integral (11.11),
budeme uzivat oznaceni R(a,b) *).

Poznamka 11.2.11. V zapisech teoretické povahy davame piednost krat$imu oznacéeni
(11.11) pied oznacenim

(R)/ f(z)da ; (11.12)

oznaceni v (11.12), které odpovida dlouholetym zvyklostem, se vSak nebudeme v nékte-
rych pripadech vyhybat. Je uzitecné, pokud napf. integrovana funkce zavisi na néjakém
parametru apod. Symbol dx ukazuje na proménnou, vzhledem ke které se integruje.
V dalsim textu budeme v celém tomto oddilu vynechdvat (R) pied znamenim integralu.

Véta 11.2.12 (Du Bois Reymond 1875, Darboux 1875). Necht funkce f je omeze-
nd na intervalu [a,b]. Potom Riemanniv integrdl (11.11) z funkce f vzhledem k intervalu
[a,b] existuje, pravé kdyz pro kaZdé € > 0 existuje D € D(a,b) tak, Ze je

S(f;D)—s(f;D)<e. (11.13)

Diikaz. Existuje-li integral (11.11), je I4(f;a,b) = In(f;a,b) =: I. Z definice suprema a
infima plyne, Ze pro kazdé £ > 0 existuji déleni D1, D, tak, ze

I—¢/2<s(f;D1), S(f;D2)<I+¢e/2. (11.14)
Pro jejich spolecné zjemnéni D je
I—e/2<s(f;D1) <s(f; D) < S(f;D) < S(f;D2) <1+¢/2,

a tedy
S(fiD)—s(f;D)<I+¢e/2—(I—¢€/2)=¢€. (11.15)

3) Nepiseme R([a,b]), nebot R(a,b) je struénéjsi. Viz také Poznamka 11.2.41.
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Naopak, je-li podminka (11.13) splnéna, pro kazdé £ > 0 existuje D tak, zZe
s(f; D) < Ia(f;a,b) < In(f3a,b) < S(f; D) < s(f; D) +¢,
takze In(f;a,b) — Ia(f;a,b) < e, a tedy I4(f;a,b) = In(f;a,b). O

Véta 11.2.13. Necht | je funkce omezend na intervalu [a,b]. Potom pro kaZdé ¢ > 0
existuje takové 6 > 0, Ze pro kazdé déleni D € D(a,b), pro néz v(D) < ¢, je

In(f;a,b) < S(f; D) < In(f;a,b) +¢.
Dikaz. Z Definice 11.2.8 plyne, Ze existuje déleni D1 € D(a,b), pro néz je

S(f;D1) < In(f;a,b) + . (11.16)

N ™

Dale definujme § = ¢/2nf2, kde n + 1 je pocet vSech délicich bodi déleni D;i a
2 =sup{f(z) — f(y); =,y € [a,b]}. Zvolme nyni libovolné déleni D s délicimi body z,
k=1,2,...,m,asv(D) <d. Ozna¢me Dy := D U D1, takze D> je spolecné zjemnéni
D a D;. Podle Lemmatu 11.2.6 je

S(f; D2) < S(f; D1) < In(fra,b) + 5. (11.17)
Rozdélme pro D = {a = 20 < 71 < -+ < z, = b} intervaly déleni [zx_1,zk],
k=1,2,...,m, do dvou skupin: Do prvni skupiny zaradime ty intervaly, pro které je

(zk—1,2K) N D1 # 0 a do druhé intervaly zbyvajici. V§imneme si, Ze intervaly druhé sku-
piny pfispivaji k hornim souc¢tim S(f; D) a S(f; D2) stejné a jejich prispévky k rozdilu
S(f; D) — S(f; D2) se zrusi. V kazdém z intervalt prvni skupiny lezi alespon jeden délici
bod déleni D; rtzny od krajnich bodd a,b; takovych bodt je (n — 1). Kazdy interval I
z této skupiny se rozpadne na nékolik (alespon dva) intervalt déleni Do, av8ak soudet
jejich délek nepfevysi délku I odhadnutou shora ¢islem § a rozdil pfispévka k hornim
sou¢tum je tedy odhadnut ¢islem (2 46. Proto je

€ €
- D) — . <(n-1)- — == .
S(f; D) —S(f;D2) < (n—1) Q5<n(22n9 3 (11.18)
Z (11.18) dostaneme s piihlédnutim k (11.16) a (11.17)
S(f;D) < S(f; D2) + 5 < In(f3a,b) +¢
z ¢ehoz uz vyplyva dokazované tvrzeni. |

Dusledek 11.2.14. Je-li f funkce omezend na [a,b], pak pro kaZdou posloupnost déleni
{Dx}, pro kterou v(Dy) — 0, je

lim S(f; D) = Iu(f;a,b)
Analogicky plati nasledujici dvé tvrzeni, kterd dokazovat nebudeme; jejich diukaz

by byl jen opakovanim postupu, pomoci kterého jsme dostali Vétu 11.2.13 a Dusledek
11.2.14.
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Véta 11.2.15. Necht [ je funkce omezend na intervalu [a,b]. Potom pro kazdé ¢ > 0
existuje takové 6 > 0, Ze pro kazdé déleni D € D(a,b), pro néz v(D) < ¢, je

Li(f5a,b) > s(f; D) > 1a(f;a,b) — €.

Dusledek 11.2.16. Je-li f funkce omezend na [a,b], pak pro kazdou posloupnost délent
{Dx}, pro kterou v(Dy) — 0, je

Jim s(f; D) = La(f;a,b).

Historicka poznamka 11.2.17. Jiz jsme se zminili o tom, Ze vedeme vyklad pfes
upravenou definici Riemannova integralu; autorem tohoto postupu je JEAN GASTON
DARBOUX (1842 — 1917). Riemanntv piistup pfiblizime pfimo citdtem z jeho habili-
ta¢ni prace Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe
z r. 1853 (podrobnéji viz napi. 7], str. 59).

Neurcitost, kterd jesté v nékterych zdakladnich bodech teorie urcitého integralu panuje,
nds nuti predeslat néco o pojmu urcitého integrdlu a o rozsahu jeho platnosti.

Tedy za prvé: Co se md rozumét pod fab flx)dx ?

Abychom toto stanovili, zvolme mezi a a b serazenou dle velikosti Tadu hodnot
T1,T2,...,Tn—1 a 0znacme krdtce x1 — a znakem 61, x2 — x1 znakem d2,..., b — Tn_1
znakem 6, a bud ¢ kladny pravy zlomek. Potom bude hodnota soudtu

S=0d1f(a+¢e161) + 62 f(x1 + €202) + I3 f(z2 +€303) + -+ - + 6n f(Tn—1 + Endn)

zdviset na volbé parametri & a velidin . Bude-li nyni mit (ten soudet) tu vlastnost, Ze
af jsou zvoleny 8 a € jakkoli, bude se nekonecné blizit pevné hranici A, jakmile budou
véechna 6 nekoneéné mald, pak se tato hodnota (tj. A) nazgvd f; f(z)dz.

KdyZ tuto vlastnost nemd, nemd j: f(x)dz vyznam.

Srovname-li nyni Cauchyho definici a Riemannovu definici, pouzivd Riemann p#i
vytvareni sou¢ti hodnoty f nikoli v poddtecnich bodech délicich intervali, ale v libovolné
zvolenych vnitinich bodech zy_1 + €xdi téchto intervalli, a pozaduje, aby po jistém
Himitnim prechodu® vzhledem k normé déleni vyslednd limita existovala a nezavisela
navic na volbé ey.

Definice 11.2.18. Polozme pro libovolné déleni D = {mo <z <o < mn} intervalu
[a,b] a libovolnou n-tici & = (&1,...,&,) bodt & € [Tk—1, %k ]

o(f;D,€) ==Y f(&)(wk — zr1).

k=1

Tyto soucty budeme nazyvat integrdlni soucty pro funkci f, déleni D a n-tici vyznacnych
boddi £*).

Poznamka 11.2.19. Pro kazdou omezenou funkci f, déleni D € D(a,b) a libovolné
zvolené vyznacéné body £ plati pfi oznaceni z Definice 11.2.18 pro integralni soucty
nerovnosti

s(f; D) <o(f;D,§) <S(f; D). (11.19)

4) Nékdy se uziva vazby integrdlni soucet piisluiejici vybéru reprezentanti &.
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Pfirozené se ndm vnucuje (spravna) domnénka, ze oba popsané p¥istupy (tj. ptivodni
Riemannuv s integralnimi souc¢ty popsany v Historické poznamce 11.2.17, i modifikace
Darbouxova) vedou k témuz pojmu. To bude dokdzano v nésledujicich dvou vétach.

Véta 11.2.20. Jestlize pro funkci f omezenou na [a,b] a pro kaZdou posloupnost délent
Dy, € D(a,b), pro kterou limy_,oc v(Dy) = 0 existuje vlastni

klim o(f; D, &) =1 (11.20)

nezdvisle na volbé vyznacénych bodi &, potom je f € R(a,b) a j: f=1
Proof. Zvolme € > 0 a z posloupnosti déleni {Dy} takové Dy, = D, aby
I—-e<o(f;D,&)<I+e.
Tato nerovnost plati pro kazdou volbu vyznaénych bodu £. Protoze je
s(f; D) =inf{o(f; D,§); &} a  S(f; D) =supfo(f;D,&); &},

dostéavame odtud
I—-e<s(f;D)<S(f,D)<I+¢e, (11.21)

z ¢ehoz plyne S(f; D) — s(f; D) < 3¢, a tedy f € R(a,b). Z nerovnosti
b
1-e<s(fiD)< [ fs(D)<1+e

vyplyva rovnost f: f=1. O

Véta 11.2.21. Je-li f € R(a,b), pak pro kaZdou posloupnost déleni {Dy}, pro kterou
v(Dy) — 0, a kaZdou volbu vjznacnych bodi & prislusnych k Dy, je

b
Jim o(fiD6) = [ 1.

Dikaz.  Zvolme posloupnost {Dy} déleni intervalu [a,b] takovou, ze v(Dy) — 0. Pak
z (11.19) plyne pro v8echna k € N

s(f; D) < o(f; D, &) < S(f; Dr)

pro kazdou moznou volbu vyzna¢nych bodd &. Limitnim pfechodem v predchézejici
nerovnosti dostaneme pomoci Disledku 11.2.14 a Dusledku 11.2.16 zaddanou rovnost
(11.20). O

Poznamka 11.2.22. Riemanntv integral ndm umoziuje definovat funkcional P(f; a,b)
z ulohy o ploSe tak, Ze jsou splnény vSechny potfebné podminky (O1) — (O3) pro P ze
zacatku Kapitoly 9.

Nacrtnete-li si par ilustrativnich obrazki, snadno nahlédnete, ze horni a dolni soucty
jsou prirozenymi odhady plochy P(f;a,b). MiZzeme na né pohlizet téz jako na integraly
jistych po ¢astech konstantnich funkci, které shora ¢i zdola omezuji funkci f.
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Poznamenejme, Ze pomérné snadno miuzeme definovat Riemanniv integral komplex-
nich funkci redlné proménné: Jestlize pro takovou funkci f polozime fi = Re f, fo = Im f,

definujeme
b b b
[1=[r+if £

pokud existuji oba integraly na pravé strané rovnosti. Odtud je vsak zfejmé, ze se prak-
ticky staci zabyvat pouze redlnymi funkcemi redlné proménné.

Véta 11.2.23. Necht f je funkce definovand na intervalu [a,b] a necht je splnéna aspori
jedna z podminek

(1) fec(a,b)), (2) f je monoténni na [a,b].
Potom integrdl j: f(x)dx existuje.

Diikaz. V obou pfipadech je ziejmé f omezend na [a,b]. Je-li v(D) norma déleni D
(viz Definice 11.2.1, vztah (11.5)) a my, My jsou definovany jako v (11.6), je

S(f; D) = s(f; D) < S v(D) - (M —my). (11.22)

n

Je-li nyni f neklesajici na [a,b], je

> (M —my) =Y (f(wr) — fwr-1)) = F(b) = f(a),
k=1 k=1
a tak je vyraz vlevo v (11.22) odhadnut shora ¢islem v(D) (f(b) — f(a)). Analogickou
uvahou ziskdme pro nerostouci funkci odhad ¢islem v(D) (f(a) — f(b)), takze pro kazdou
monoténni funkci dostdvame odhad &islem v(D) | f(a) — f(b)|. Protoze lze pro libovolné
e > 0 volit v(D) tak, ze v(D)| f(b) — f(a)| < e, dostaneme existenci integralu podle
Véty 11.2.12.

Uvazujme nyni pfipad f spojité na [a, b]. Potom je f podle Véty 11.1.3 i stejnomérné
spojitd v [a,b] a lze k e > 0 volit § > 0 tak, ze

(z,y € [a,b], |z —y[ <) = |f(x) = f(y)| <e.

Odtud ale plyne, ze pro kazdé déleni D, pro néz v(D) < §, je My —my <e, k=1,...,n,
a tedy

n

S(f;D)—s(f; D) < e (zx —zx1) =c(b—a).
k=1
Odtud opét plyne existence integralu pomoci Véty 11.2.12. O

Priklad 11.2.24. Necht m € N, A = {z1,...,2m} C [a,b], necht f je omezend funkce
a f(xz) =0 pro vSechna z € [a,b]\ A. Potom je

/abf:O.

Zvolme pro kazdé n € N takové déleni D, € D(a,b), aby pro k = 1,...,n platilo
xr — xp—1 = v(Dyp) = (b — a)/n; takové déleni, kterému se tikd ekvidistantni délent,
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je jednozna¢né uréeno. Oznac¢me M = sup{|f(z)|; * € [a,b]}. Potom kazdy z bodi
T1,...,%m leZi nejvyse ve dvou intervalech déleni D,,, takze

lim s(f;Dyn) > lim (—2Mm(b—a)/n) =0,
lim S(f; Dn) < lim (2Mm(b—a)/n) =0,

a tedy i
lim (S(f: Da) — s(f; Da)) = 0.

Odtud plyne, ze zkoumany integral existuje a jeho hodnota je rovna 0. Specialné to plati
pro f = xa, tj. pro integréal charakteristické funkce koneéné A C I.

Priklady 11.2.25. 1. Je-li § charakteristickd funkce mnoziny Q v R, neexistuje Rie-
manniv integral funkce § pres interval [0,1]. Je totiz

s(6; D) =0<1=5(6; D)

pro libovolné zvolené D € D(0,1), a tedy 14(6;0,1) =0, I4(5;0,1) = 1; kazdy (nedege-
nerovany) interval totiz obsahuje raciondlni i iracionélni é&islo. Jak jiz vime, funkce § je
znama pod jménem Dirichletova funkce.

2. Necht ¢ je Riemannova funkce, definovana v Piikladu 4.2.9. Tvrdime, ze

1
/ 0=0.
0

Vsechny dolni soucty jsou v tomto pfipadé rovny 0, protoze kazdy nedegenerovany in-
terval lezici v [0, 1] obsahuje iraciondlni éislo. DokéZeme, Ze infimum hornich souétt je
rovnéz rovno 0.

Pro kazdé £ > 0 je mnozina {x € [0,1]; o(x) > €/2} kone¢na. Pfidame k ni 0 a 1
a ziskdme D1 = {0 = to < t1 < -+ < t, = 1}. Doporucujeme, aby ¢tenar sledoval
obrazek Obr. 11.1, resp. aby si nacrtl vlastni. Kazdy z téchto délicich bodd umistime
do jistého intervalu déleni

D={0=zo<z1<:+<Zony1 =1}
s vlastnostmi:
Top < tp < Togp+1 [)I‘Ok:].727.‘.,’l7,—17

Tokt1 — T2k pro k=0,1,...,m;

€
< <=
~ 2(n+1)
takové déleni existuje. Obr. 11.1 odpovida volbé 1/4 < £/2 < 1/3. Body déleni D; jsou
tedy obsazeny dle prirozeného poradi v ,sudych® intervalech déleni D, ,liché“ intervaly
body z D neobsahuji. Je-li M} = sup { f@);t € [xp—1,2k] }, uvazme, ze v souctu pres
liché intervaly je
Msp11 <1 a Z(l’ZkJrl — xok) < €/2,
k=0
zatimco v souctu pfes sudé intervaly je

n—1

Moy < 6/2 a Z(l’gk —1’2k—1) <1.

k=1
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Obr. 11.1.

Z toho vyplyva S(o, D) < e. Podle Véty 11.2.12 integrél existuje a je roven 0, coz je
spoleéna hodnota vSech dolnich souctid s(g, D). Na Obr. 11. 1 soucet obsaht Sedivé zbar-
venych uzkych obdélnickd spolu s obsahem ,vétsiho* obdélniku [0,1] x [0,&/2] d4va
predstavu o odhadu ptislusného horniho souc¢tu a zaroven i rozdilu mezi hornim a dol-
nim souc¢tem. My jsme pfi odhadovani zvét§ili tento rozdil o plochu éerné zbarvenych
obdélnickl, avsak tak, ze odhad rozdilu horniho a dolniho souctu ¢islem € ztistal zacho-
van.

N m

3. Na predchézejicich dvou ptikladech je vhodné si vSimnout, Ze funkce § neni spojitd
v z4dném bodé intervalu [0, 1], zatimco g je spojita ve véech bodech mnoziny [0,1]\ Q.

Poznamka 11.2.26. Zamysleme se nad Priklady 11.2.25. MnoZina A := Q N [0,1]
je dosti velkd v tom smyslu, Ze kazdy (otevieny) interval I C [0,1] obsahuje dokonce
nekoneéné mnoho bodt mnoziny A. Je vSak zdroven v jistém smyslu mald, nebot ji
lze pokryt spocetnym systémem (otevienych) intervald, soucet jejichz délek je libovolné
maly. Skutecné, sefadime-li prvky A do prosté posloupnosti {r,} a zvolime-li libovolné
€ > 0, lze polozit pro kazdé n € N

I, = (rn — 5/2”“77"71 —I—E/Q"H).

Systém {I; n € N} ziejmé pokryva A. Protoze délka d,, intervalu I,, je rovna /2", je

oo

Sa-iyLloc 1.
T2 Len 21172

n=0

takze soucet délek vSech intervali I, mize byt libovolné maly. To nas vede k tomuto
pojmu:
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Definice 11.2.27. Je-li mozné mnozinu A C R pro kazdé ¢ > 0 pokryt spocetné
mnoha otevienymi intervaly s thrnnou délkou mensi nez e, fikdme, ze A ma nulovou
(Lebesgueovu) miru.

Poznamka 11.2.28. Lebesgueova mira A je zobecnénim délky intervalu, protoze je
A(I) = b — a pro jakykoli interval o koncovych bodech a, b. Je to pojem dosti slozity,
zatim v8ak vystaCime pouze s piedchéazejici definici. Plati nasledujici véta, kterou ne-
budeme dokazovat a kterd popisuje jinou nutnou a postacujici podminku pro existenci
Riemannova integralu. Véta v podstaté pochazi jiz od Riemanna, i kdyz pojem miry se
konstituoval mnohem pozdéji. Dokézal ji HENRI Louls LEBESGUE (1875 — 1941) v praci
[5] z r. 1904. Poznamenejme, ze zajimavéjsi je pro piipad vicerozmérné integrace.

Véta 11.2.29. Necht omezend funkce f je definovana na intervalu [a,b]. Potom Rie-
manniv integrdl z f na [a,b] existuje, prdvé kdyZ md mnozina D viech bodi nespojitosti
funkce f v [a,b] nulovou miru.

Priklad 11.2.30. Je vcelku ziejmé, Ze je-li A C [a,b] libovolnd spocetnd mnoZina, méa
nulovou miru. Predvedeny dtkaz, ktery jsme pouzili v Poznamce 11.2.26 pro specidlni
spocetnou mnozinu A, Ize beze zmény provést pro obecnou spocetnou mnozinu A.

Snadno lze téz definovat funkci f na [a,b] tak, Ze neni spojita prdvé v bodech mno-
ziny A; viz Piiklad 4.2.9. Vytvofime prostou posloupnost {z,} vSech bodi mnoziny A
a pro libovolnou nerostouci posloupnost ¢isel an > 0, an — 0 definujeme f(z,) = an,
n € Na f(z) =0 pro vSechna z € [a,b] \ A.

Takto definovana zobecnénd Riemannova funkce neni spojitd pravé v bodech mno-
Ziny A, avSak neni obtizné dokazat (podobnym zpusobem jako pro Riemannovu funkci,
dokonce formalné jednoduseji), ze takto definovana funkce ma na [a,b| nulovy integral.

Poznamka 11.2.31. V dalsich tvrzenich odvodime jednoduché vlastnosti Riemannova
integralu. Shrneme je pak do jednoduchého tvrzeni (Véta 11.2.35) o funkciondlu, tj. zob-
razeni

b
A:f|—>/ fo feER@D). (11.23)

Lemma 11.2.32. Je-li f € R(a,b) a f > 0, je také A(f) > 0, tj. funkciondl A je
nezaporny.

Dikaz. Jelikoz jsou pro vSechna D € D(a,b) vSechny dolni souéty s(f; D) ziejmé neza-
porné, je nezaporné i jejich supremum, tj. A(f). O

Véta 11.2.33. Necht f,g € R(a,b). Potom je téZ f + g € R(a,b) a

[wso=[r+[s 2

Dukaz. Nejprve dokazeme, ze plati implikace

tj. funkciondl A je aditivni.

(f,9 € R(a,b)) = (f + g € R(a,b)).
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V kazdém intervalu déleni [ xx_1, 2] déleni D = {zo < -+ < zpn} je
M = sup{ (1) +9(1) } < sup{f (1)} + sup{g(t)} = M| + M,
kde supremum bereme pres vSechna t € [mk,h Tk ] Pro infimum plati nerovnost
m +m{ = mf{f(1)} +inf{g(t)} < nf{f() + g(B)} = m{**.

Z téchto nerovnosti snadno dostaneme nasobenim faktorem (xx — zx—1) a se¢tenim pro
véechna k=1,...,n

s(f; D) +s(g; D) < s(f+9;:D) < S(f+9;D) <S(f; D)+ S(g; D), (11.25)
z ¢ehoz vyplyva odhad
S(f+9:D) —s(f+9:D) < (S(f; D) = s(f; D)) + (S(g; D) — s(g; D)) -

Odtud pomoci Véty 11.2.12 dostaneme dokazovanou implikaci.
Zvolme nyni posloupnost Dy € D(a,b) tak, aby v(Dy) — 0. Nerovnost v (11.25)
plati, pokud v ni piSeme Dy misto D a pokud pak provedeme v nerovnosti

s(f; Dr) + s(g; Dx) < s(f 4+ g; Dr) < S(f + g; Dx) < S(f; Dx) + S(g; Dx)

limitni pfechod pro k — oo, dostaneme podle Dusledkt 11.2.14 2 11.2.16 z f, g € R(a, b)
dokazovanou rovnost (11.24). |

Véta 11.2.34. Necht f € R(a,b). Potom pro viechna ¢ € R plati rovnost

b b
/ cf(z)dz = c/ f(z)dz , (11.26)
tj. pro viechna ¢ € R je A(cf) = cA(f).
Dikaz. Rovnost ziejmé plati pro ¢ = 0 a pro ¢ > 0 snadno nahlédneme, ze také
S(ef; D) =cS(f;D), a s(cf;D)=cs(f;D).

Je-li ¢ < 0, zfejmé plati S(cf; D) = ¢s(f; D) a s(cf; D) = ¢S(f; D). Odtud jiz snadno
obdrzime (11.26). a

Jestlize uvazime obsah tvrzeni Lemmatu 11.2.32, Véty 11.2.33 a Véty 11.2.34, vy-
plyvé z nich tvrzeni:

Véta 11.2.35. Riemanniv integrdl (presnéji: funkciondl A definovany vztahem (11.23))
je nezdporngm linedrnim funkciondlem na linedrnim prostoru R(a,b).

Lemma 11.2.36. Funkciondl A je neklesajici, tj. pro f,g € R(a,b) plati:
f<g=A(f) < Alg)-

Diikaz. Pokud je f,g € R(a,b), pak z Vét 11.2.33 a 11.2.34 vyplyva (g — f) € R(a,b).
Z g — f > 0 plynou podle Véty 11.2.32 a Véty 11.2.33 postupné vztahy

Alg) - A(f) =A(g—[) >0,

¢imz je tvrzeni dokéazano. O
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Tvrzeni plati ve zcela obecném kontextu: Nezdporny linedrni funkcional (na lineér-
nim prostoru X) je ve ziejmém smyslu monoténni. Monotonie funkcionalu A ma jeden
zajimavy dutsledek. Nejprve pfipomeneme jiz diive uzivané oznaceni.

Oznaéeni 11.2.37. Pro kazdé ¢islo a € R jsme zavedli v Pozndmce 1.3.16 jeho kladnou
a zapornou Cast. Podobné zavadime kladnou cddst funkce f a zdpornou édst funkce f
vztahy

friae (f@), fiae (f@), @€ Dy
Snadno nahlédneme, ze je

_ I+ f
-,

-

Al f 7 F=rt=r l=r+r.

Lemma 11.2.38. Je-li f € R(a,b), le#i i funkce f*, f~ a|f| v R(a,b).

Dikaz. Je-li f € R(a,b), pak pro libovolné déleni D € D(a,b) plati
S(f*;D) = s(f*;D) < S(f; D) — s(f; D),
S(f73D) = s(f75D) < S(f;D) = s(f; D).

Prvni nerovnost je zfejma pro nezapornou funkci f, nastdva totiz rovnost. Pro kazdy
interval [xg—1, x| déleni D € D(a,b) je

sup{f" (¢)} —inf{f " ()} <sup{f(t)} — inf{f(t)} (11.27)

kde suprema i infima bereme vzhledem k ¢ € [zx_1,zk |. Je-li f nezdpornd na [xx_1, Tk |,
plati v (11.27) rovnost, je-li nekladnd, je na levé strané 0, vpravo nezdporné ¢islo a ne-
rovnost opét plati; pokud f nabyva na [xx—_1, x| kladnych i zdpornych hodnot, nastava
v (11.27) ostra nerovnost; ziejmé pak totiz je inf{f*(¢)} > 0 > inf{f(¢)}. Jiz nékolikrat
provadénym prechodem k hornim souctim dostaneme prvni dokazovanou nerovnost,
druhé se dokéze obdobné, nebo uzitim vztahu f~ = (—f)". S pouzitim Véty 11.2.12
a predchézejici véty o linearité dostaneme odsud integrabilitu funkei f*, f~ a |f|. O

Z monotonie integralu a nerovnosti —|f| < f < |f| dostaneme snadno integraci tento
dtsledek:

Dusledek 11.2.39. Pro kaZdou f € R(a,b) plati nerovnost

b b
/ f’ S/ Lf]- (11.28)
Specidlné pro f,g € R(a,b) plati

’./abf_./abglg/ab”_ﬂ' (11.29)

Poznamka 11.2.40. K nerovnosti (11.29) se v Kapitole 12 o metrickych prostorech
v Poznamce 12.5.6 vratime. VSimnéte si, ze jestlize se ,integralné“ mdlo lisi funkce f
a g, tj. ¢islo na pravé strané nerovnosti (11.29) je malé, pak je rozdil jejich Riemannovych
integrald rovnéz maly. Dale, pokud napt. |f(z) — g(z)| < € pro vSechna z € [a,b], lze
integrél vlevo v (11.29) odhadnout &islem e(b — a).
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Poznamka 11.2.41. Nabyva-li f nenulovych hodnot jen na koneéné mnoziné A C [a, b],
a je-li g € R(a,b), je podle Véty 11.2.33 i f + g € R(a,b), pficemz a s piihlédnutim
k vysledku Prikladu 11.2.24

/abf+9:/abf+/abg:/abg-

Zménime-li tedy funkci g € R(a,b) na koneéné mnozing, bude nové funkce opét inte-
grovatelnd a jeji integral bude roven f: g. Je-li funkce g definovéna vsude v [a,b]\ A4,
kde A je kone¢nd mnozina, a jsou-li hi, he funkce, definované vsude na [a,b] a rovné g
vsude v [a,b] \ A, jsou obé& bud integrovatelné, nebo obé& nejsou integrovatelné v [a,b].
V prvnim pfipadé maji integraly obou funkci stejnou hodnotu. To umoziuje zobecnit
puvodni definici Riemannova integralu takto:

Je-li funkce g omezena v [a,b] \ A, kde A je koneénd mnozina, a je-li h: [a,b] = R
rovna g vSude v [a,b] \ A, definujeme Riemanntv integral funkce g na intervalu [a,b]
rovnosti

b b
/ g:= / h, existuje-li integral vpravo.
a a

Jinymi slovy: Je-li Dy = [a,b] \ A, dodefinujeme g néjak na mnoziné A (tfeba tak, Ze
ji tam polozime rovnou 0) a zjistime, zda vznikl4 funkce ma Riemanniv integral podle
puvodni definice. Pokud ano, nezalezi na tom, jak jsme funkci g dodefinovali; nemusime
ji tam tedy definovat vibec, a pfesto muzeme pracovat s jejim integralem — ovSem
podle nyni uvedené obecnéjsi definice.

Jiz diive jsme se vSak dohodli, ze pokud budeme mluvit o Riemannové integralu
f: g, budeme mlcky predpokladat, ze g je definovana vSude v [a,b].

Pii motivac¢nich avahach pred zavedenim Newtonova integralu jsme pracovali s na-
zornymi vlastnostmi obsahu ,podgrafu kladné spojité funkce“. Ukazeme, ze lze tento
obsah definovat pomoci Riemannova integralu. Je ziejmé, ze Riemanniiv integrél je ne-
zaporny (tedy monoténni) funkciondl, ktery jako obsah mnoziny pod grafem konstantni
kladné funkce ¢ ddvéa ocekavany vysledek f: ¢(z)dz = ¢(b—a), tedy obsah obdélniku se
stranami o délkach b — a a c. Stac¢i tedy pouze dokazat aditivitu vici oboru.

Lemma 11.2.42. Je-lia<c<d<b, ajeli f € R(a,b), jei f € R(c,d).

Diikaz. Predpoklddejme, 7e € > 0 a podle Véty 11.2.12 zvolme déleni D € D(a,b)
tak, ze pro f a D plati (11.13), tj. S(f; D) — s(f; D) < e. Potom pro D1 € D(a,b),
Dy = D U {c,d} zfejmé podle Lemmatu 11.2.6 je rovnéz S(f;D1) — s(f;D1) < e.
Ozna¢me Dy = D1 N [¢,d]. Ze zFejmé nerovnosti

S(f;D2) — s(f; D2) < S(f; D1) —s(f; D1) <e¢

(pfi prechodu od D; k Ds vynechévame ve vyjadieni S(f;D1) — s(f; D1) nezaporné
séitance), plyne zddané tvrzeni. |

Véta 11.2.43. Necht a < ¢ < b, a,b,c € R, a necht f je funkce definovand na [a,b].
Pak je
f € R(a,b), prdvé kdyz je (f € R(a,c)) A (f € R(c, b)), (11.30)
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/abf:/:f+/cbf. (11.31)

Diikaz. Existuje-li integral na levé strané (11.31), existuji podle Lemmatu 11.2.42 i oba
integraly vpravo. Obracené: Existuji-li integraly vpravo, existuji pro kazdé € > 0 déleni
D' € D(a,c), D" € D(c,b) tak, ze

nacez

S(f; D"y —s(f; D) <e/2 a S(f;D")—s(f;D")<e/2. (11.32)
Oznadime-li D := D' U D", je D € D(a,b) a
S(f;D)=8(f;D")+ S(f; D"), s(D)=s(f;D")+s(f; D"),

takze S(f; D) — s(f; D) < e. Z toho podle Véty 11.2.12 plyne, ze existuje f: - Ze
zékladni nerovnosti (11.8) a z (11.32) dostaneme

€ b
s(f; D") S/ f<s(f;D')+e/2, s(f;D") S/ F<s(f;D")+e/2.  (11.33)
Jelikoz vime, ze s(f; D) = s(f; D') + s(f; D), obdrzime z (11.33) se¢tenim
b
s(f;D) < / f<s(f;D)+e.

Je ziejmé, ze soucet [7f + fcbf i integral fabf lezi v intervalu [s(f; D), s(f; D) + €]
délky e. Protoze € > 0 bylo libovolné, plati rovnost (11.31). O

Definice 11.2.44. Az dosud jsme vzdy integrovali ptes interval [a, b] za pfedpokladu,
ze a < b. Jevi se tcelné definovat pro kazdou f definovanou v bodé a

/:f(m)dfv —0,

| @ ::—/abf(x)drc,

Poznamka 11.2.45. Ctenaf si miize rozmyslit, Ze diky této timluvé plati vzorec (11.31)
pro libovolnou vzajemnou polohu bodu a,b, ¢, jakmile existuje Riemanniiv integral na
nejdelsim z intervalii, na kterych se ve vzorci integruje.

a také

je-li f € R(a,b).

Z tuvahy o ploSe na zacatku Kapitoly 9 vyplyva, ze funkce
F(z):= / f)de

je pro spojitou nezapornou f € C([a,b]) primitivng funkcik f. Nyni provedeme prakticky
stejnou tvahu za obecnéjsich predpokladi.
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Véta 11.2.46. Necht f € R(a,b), a < ¢ < b, a necht ¢ je bod spojitosti funkce f.
Oznacime-li

F(z):= /z f@)dt, = €la,b], je F'(c)=f(c).

Oznacime-li
b
G@%:/fwdwaMMy je Gl(c)=—1(c).

Dikaz. Z podminky f € R(a,b) podle Lemmatu 11.2.42 vyplyva, ze obé funkce F' i G
jsou definovany na [a,b]. Je-li h > 0 a body ¢, ¢ + h lezi v intervalu [a,b], je podle

(11.31) . .
/Cc+ f:/ac+ f_/acf.

Ze spojitosti funkce f v bodé c¢ plyne, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze je
¢+ 8§ < b, a pro viechna = € [¢,c+ d] je —e < f(x) — f(c) < e. Je-li tedy h € (0,9),
je podle Lemmatu 11.2.36 a Véty 11.2.33

ct+h
—eh< [ (@) - @) dt = Fle+ h) ~ F(e) ~ hf(e) < b,

neboli
’ F(c+h) — F(c)

h
Z toho je patrné, ze F'y (c) = f(c); analogicky se ukéze, ze i F” (c)

- f(c) ‘ <e. (11.34)

= f(c). Existuje tedy
derivace F'(c) a je rovna f(c). Poznamenejme dale, ze G(z) = j: - j; f, z ¢ehoz jiz
snadno plyne dikaz tvrzeni pro funkci G. O

jednostranné derivace v krajnich bodech intervalu [a,b]; princip dikazu je stejny.
Nyni jiz 1ze dokazat Vétu 9.1.6, kterou jsme dosud uzivali bez dikazu:

Véta 11.2.48 (Cauchy 1823). Necht f € C(a,b), kde (a,b) C R je libovolny otevieny
interval. Potom existuje primitivnd funkce F k funkci f na (a,b).

Dikaz. Zvolme pevné bod zo € (a,b) a polozme (srovnejte s Definici 11.2.44)
F(z) ::/ f, z€(ab); (11.35)
zo

existence integralu pro vSechna z € (a,b) plyne ze spojitosti funkce f. Je-li ¢ € (a,b),
zvolme a',b' € (a,b) tak, Ze body zo, ¢ lezi v (a’,b') a definujme funkci G v (a’,d’)

rovnosti N
G(z) = / , I

Podle Véty 11.2.46 je G'(c) = f(c), a protoze se funkce G a

ﬂﬂ:G®+/ﬂﬂ e (d,b),
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lisi jen o aditivni konstantu, je F'(c) = G'(c) = f(c). Protoze c € (a,b) bylo libovolné
&islo, je F' = f v intervalu (a, b), takze funkce F' je skute¢né primitivni funkci k f. O

Poznamka 11.2.49. Je uziteéné uvédomit si, jak volba bodu z¢ v predchazejici vété
souvisi s aditivni konstantou, az na kterou je primitivni funkce jednoznac¢né urcéena.
Pomoci (11.35) definujeme totiz tu primitivni funkeci F' k f, pro kterou je F'(zo) = 0.

Lemma 11.2.50. Necht f € R(a,b). Potom ezistuje M < oo tak, Ze pro libovolné dva
body x,y € (a,b) plati

’ /:f’ < Mz —y). (11.36)

Je-li funkce f € C(a,b) omezend v (a,b), je primitivni funkce F definovand vzorcem
(11.35) stejnomérné spojitd na (a,b).

Dikaz. Je-li |f| < M na[a,b], je odhad (11.36) jednoduchym diisledkem (11.28) z Lem-
matu 11.2.39. Je-li f spojitd a| f| < M, zvolime k ¢ > 0 ¢islo § > 0 tak, aby bylo M¢ < e.
Protoze pro z,y € (a,b) plyne z (Lagrangeovy) Véty 5.2.18 pro primitivni funkci F k f
odhad | F(z) — F(y)| < |f(Qllxz —y| < M|z — y|, dostdvame

(lz—y| <d) = (|F(z) - F(y)l <e),
¢imz je stejnomérnd spojitost funkce F' dokazana. O

Az dosud jsme postupné dokazali, ze R(a,b) tvori linedrni prostor a ze Riemanntv
integral je na tomto prostoru nezdpornym (a tedy monoténnim) linedrnim funkciondlem.
Plati vSak vice:

Véta 11.2.51. Necht funkce f, g jsou z prostoru R(a,b). Potom také funkce

[fl f-9 a h=V[*+g°
lezi v prostoru R(a,b).

Dikaz. Integrovatelnost funkce | f| jsme jiz dokdzali v Lemmatu 11.2.38. Podle téhoz
Lemmatu plyne z f, g € R(a,b) vyplyva, Ze omezené nezaporné funkce f, f~, g* a g~
jsou integrovatelné. Je

fra=U" =)o =9 )=t g —f"g —f g +f g .

S ohledem na Vétu 11.2.35 staci ovérit tedy platnost tvrzeni za dodatecného predpokladu
frg > 0. Zfejmé existuje K € (0,+00) tak, ze 0 < f < K, 0 < g < K. Zvolme
D € D(a,b) s délicimi body a =z < 1 < --- < xp = b a oznatme pro k=1,2,...,n

lp :=inf{g(x);z € [zp—1,2x]} , Lk :=sup{g(x);x € [®p-1,2x]},
my = inf{f(z);z € [xr—1,2k]}, My :=sup{f(x);z € [Tr_1,2x]}.

Ziejmé je

inf{f(z)g(z); @ € [wr—1, 2k ]} 2 mile, sup{f(z)g(x); z € [wr—1, 2]} < MiLy.
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Protoze je
MLy — mily = (Mg — my) Ly + mi(Li — lx) < K((Mk —mg) + (Lk — lk)) ;
dostaneme nasobenim vyrazy (xr — zx—1) a seCtenim pfes vSechna uvazovana k

S(fg; D) — s(fg; D) < K((S(f; D) — s(f; D)) + (S(g; D) — s(g; D)) - (11.37)
Zvolime-li nyni k € > 0 takové D € D(a,b), aby

S(f;D) = s(f; D) < ==, S(g; D) — s(g; D) <

£
2K 2K’

je splnéna podminka z Véty 11.2.12 a tedy fg € R(a,b).

V Lemmatu 8.1.4 jsme dokézali trojihelnikovou nerovnost pro komplexni ¢isla: Pro
kazda dvé Cisla z1, z2 € C plati

|21 + 22| < |21] + |22] .

Je-li z1 = a1 +ib1, 22 = a2 + ib2, ak, b € R, k = 1,2, je tato nerovnost ekvivalentni
s nerovnosti

Va1 4 a2)? + (b + b2)2 < \/a§+b§+\/a§+b§. (11.38)
Dosadme do (11.38) a1 = f(z), a2 = f(y) — f(z), b1 = g(x), b2 = g(y) — g(z) a pfevedme

prvni ¢len na pravé strané nerovnosti na jeji levou stranu. Dostaneme

VW) + 2 () — V(@) + g%(@) <V (Fy) — F(@)2 + (9(y) — g(x))? <
<|fy) = f@) |+ ]9(y) —g(=)],

kde posledni nerovnost je opét diisledkem trojihelnikové nerovnosti. Porovname-li levou
stranu s definici funkce h, obdrzeli jsme

h(y) — h(z) < | f(y) — ()| +]9(@) —g(=z)].

Odvozenou nerovnost pouzijeme k odhadu (uzijeme oznaceni z predchéazejici ¢asti dua-
kazu)

sup{h(z);x € [zg_1, 2k |} — inf{h(x);z € [Tr-1,28 ]} < (Mr —mg) + (Li — k) .
Dale jiz postupujeme analogicky jako vySe a dostaneme nerovnost
S(h; D) = s(h; D) < (5(f; D) — s(f; D)) + (S(g; D) — s(g; D)) , (11.39)
ze které jiz plyne h € R(a,b). O

Poznamka 11.2.52. Z algebraického hlediska jsme ukazali, ze R(a,b) tvori vzhledem
k operacim s funkcemi dokonce algebru. Odhad (11.39) souvisi také s tim, ze vzorec
(11.28) plati i pro komplexni funkci f realné proménné v piipadsé, ze jeji realnd i imagi-
nérni ¢ast lezi v R(a,b).
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11.3 Newtonuv integral

Poznamka 11.3.1. Zacneme konstatovanim, Ze se budeme snazit terminologicky a poj-
mové co nejvice piiblizit fadam. Z tohoto diivodu pracujeme i s integralem nabyvajicim
nevlastnich hodnot +oo. Zvladnuti terminologie by proto nemélo délat ctenafi zadné
obtize. Poznamenejme jesté, ze budeme pracovat pouze s redlnymi funkcemi, pfislusna
zobecnéni na komplexni funkce redlné proménné nejsou obtizna.

Definice 11.3.2. Rikame, ze F je zobecnénd primitivni funkce k funkci f na intervalu
I C R, je-li spojita a plati-li rovnost F’(z) = f(z) pro vSechna z € I \ K, kde K C I je
néjaka kone¢nad mnozina. Mnozinu v8ech zobecnénych primitivnich funkci k funkci f na
I budeme znacit zpf(f;I) nebo jen zpf(f), bude-li interval I zfejmy.

Poznamka 11.3.3. Kazdé primitivni funkce F' k funkci f na otevieném intervalu I je
zéroven zobecnénou primitivni funkef k funkei f (vyjimeénou mnozinu K lze volit prazd-
nou). Proto je Definice 11.3.2 rozsifenim jiz dfive uvedené definice primitivni funkce. Na
rozdil od definice primitivni funkce se v definici zobecnéné primitivni funkce nepiedpo-
klada, ze interval I je otevieny (miize byt libovolny, krajni body eventualné zahrneme
do vyjimeéné mnoziny K). Funkce f nemusi byt definovina vSude v I, ale jen vSude
az na jistou kone¢nou mnozinu. VSude tam, kde je to pro nas vyhodné, vSak mutzeme
predpokladat, ze f je definovéna v I, protoze tam, kde definovana nebyla, ji miuZeme
definovat jakkoli (napf. jako 0). Souvisi to s platnosti tohoto jednoduchého tvrzeni: Je-li
f=gvI\K, kde I je interval a K C I néjakd koneénd mnoZina, je F € zpf(f;I),
pravé kdyz F € zpf(g;I).

Zobecnéné primitivni funkce maji nékteré spoleéné vlastnosti s primitivnimi funk-
cemi, zejména dilezitou vlastnost, ze rozdil dvou zobecnénych primitivnich funkci k téze
funkci f na (a,b) je funkce konstantni.

Lemma 11.3.4. Je-li f > 0 na intervalu I a F € zpf(f; 1), je F' neklesajici na I.

Dikaz. Jsou-li a, b koncové body intervalu I, sestrojme kone¢nou posloupnost
a=zo <21 << Tm=2"b

vSech bodt mnoziny KU{a, b}, kde K je vyjimeéna mnozina z Definice 11.3.2. Oznacime-
li
Ik::[:ck,l,:ck]ﬂf, k=1,2,...,m,

je funkce F' podle Véty 5.2.22 neklesajici v kazdém I, protoze kromé krajnich bodi méa
v Ij, nezdpornou derivaci F’ = f. Pro vechna k = 1,2,...,m je Iy N Iy41 = {zx} # 0,
z Cehoz plyne, ze je F' neklesajici v I. O

Dusledek 11.3.5. Jsou-li F,G € zpf(f;I), je jejich rozdil F — G konstantni funkce.

Dikaz. Funkce F — G je spojita a jeji derivace je rovna 0 vSude v I'\ K, kde K je kone¢na
mnozina. Podle pfedchazejici véty je nerostouci i neklesajici (a tedy konstantni) v I. O

Definice 11.3.6. Necht F' € zpf(f) na intervalu o koncovych bodech a,b, pfi¢emz je
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—o0 < a < b< +o0o. Potom definujeme

(J\/)/ f(x)dz = zliril, F(z) — lim F(z),

T—ay

pokud rozdil limit vpravo ma smysl, a fikame, Ze integrdl existuje. Jsou-li navic obé
limity kone¢né (a tedy i hodnota integralu je koneénd), fikdme, Ze integrdl konverguje.
Vpravo stojici pririastek zobecnéné primitivni funkce znacime zkracené

F(b=) = F(at) = [F(@)];=, = [F]
Poznamky 11.3.7. Dusledek 11.3.5 ukazuje, ze Definice 11.3.6 je korektni, tj. neza-
visla na volbé& zobecnéné primitivni funkce F. Nékdy je tento integral nazyvan zobecnény
Newtontv integrdl a ndzev Newtonuv integral se uziva pro pripad, kdy je interval I v De-
finici 11.3.6 otevieny a K = (). Casto se té% v Definici 11.3.6 z4d4 konec¢nost integralu;
v tom pripadé splyva existence integralu s jeho konvergenci.

Duvod pro zavedeni ,,vyjimecné“ mnoziny K je nasledujici. Funkce sgn ma primitivni
funkci jak na intervalu I := (—1,0), tak na intervalu J := (0,1), ale nem4 primitivni
funkci na intervalu L := (—1,1), protoze kazd4 primitivni funkce na intervalu I m4
tvar —z + ¢1 a na intervalu J tvar = + co2, kde ci1, c2 jsou konstanty. Protoze kazda
primitivni funkce na L by musela byt spojitd v bodé 0, bylo by ¢1 = c2 =: ¢. Funkce
tvaru |z| + ¢ vSak nemd derivaci v bodé 0, tudiz funkce sgn nem4 primitivni funkci na
L. Srv. P¥iklad 9.1.11 ®).

Pfipusténi vyjimecéné mnoziny K v definici zobecnéné primitivni funkce mé za nasle-
dek napf. existenci zobecnéné primitivni funkce k funkci sgn na L. Snadno téz ovéfime,
Ze spojita funkce

ey = { (ol =1 pro 2 ®ALO),
0 pro z=0,

je zobecnénou primitivni funkei k funkci log |z| na R.

Véty o Newtonové integralu zaloZeném na pojmu zobecnéné primitivni funkce mohou
byt formulovany v elegantnéjsi formé. Pro pocetni stranku véci vSak nema toto relativné
jednoduché zobecnéni velky smysl.

Na rozdil od Riemannova integralu mtizeme s Newtonovym integralem pracovat
i s neomezenymi funkcemi a na neomezenych intervalech. Poznamenejme jesté, ze je
mozné pracovat i se spocetnou ,vyjimecnou mnozinou“ K, coz je zalozeno na tvrzeni,
ze i rozdil dvou takto definovanych zobecnénych primitivnich funkci je na intervalu kon-
stantni; viz napt. [1], str. 32.

Také o Newtonové integralu dokézeme nékolik tvrzeni, kterd jsou uzite¢na pfi vypo-
&tech. Ozna¢me N (a, b) mnozinu viech funkci f definovanych na intervalu I o koncovych
bodech a,b, —co < a < b < 400, pro které konverguje Newtonuv integral z f na I.
Protoze jsou pfislusné diukazy velmi jednoduché, uvedeme nékterad tvrzeni bez dikazu.
Symbol (N)- pied integralem budeme vynechavat.

5) Mohli jsme se odvolat i na ,hlubsi“ Vétu 5.2.14 o Darbouxové vlastnosti derivace spojité
funkce.
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Véta 11.3.8. Newtoniv integrdl je linedrnim funkciondlem na prostoru N (a,b), tj. pro
kazdou dvojici funkci f,g € N(a,b) a kaZdou dvogici &isel a, 3 € R je

A%ﬁ+ﬁm:a[ff+ﬂlz. (11.40)

Dikaz. Jsou-li F'; G zobecnéné primitivni funkce k funkcim f, g, je aF' + BG ziejmé
zobecnéna primitivni funkce k af + Fg. Dale je

limaF(z) + BG(z) = alim F(z) + flim G(x),

jak pfi ¢ — b—, tak pfi  — a+ a vSechny tyto limity jsou konec¢né, z cehoz jiz vyplyva
(11.40). O

Lemma 11.3.9. Plati-li nerovnost f < g vsude na intervalu I aZ na koneénou mnozinu

K, je
b b
/ f(z)d=z S/ g(z)dz ,

Dikaz je velmi jednoduchy. Staci uvazit, Ze existuje zobecnéné primitivni funkce k g — f
na I a pouzit Vétu 11.3.4. O

pokud oba integrdly existuji.

Jako disledek dostaneme tvrzeni pro odhad absolutni hodnoty Newtonova integralu.
Z odhadu —|f(z)| < f(z) < |f(z)| vyplyva nerovnost

[ s@ae| < (@

jakmile oba integraly existuji.

Definice 11.3.10. Pro kazdé a € R* a kazdou funkci f definujeme f:f = 0. Dale

klademe .
[r=-[1
b a

existuje-li integral na pravé strané rovnosti podle dosavadni definice.

Véta 11.3.11. Je-lia < c<d <b a existuje-li (resp. konverguje-li) Newtoniv integrdl
f: f, existuje (resp. konverguje) i fcd f. Je-li a < ¢ < b, plati rovnost

LU:L3+AU7

konverguje-li bud integrdl vlevo nebo oba integrdly vpravo.

Dikaz. Je-li F € zpf(f; (a,b)), existuje f: f, prévé kdyz ma vyraz F(b—)—F(a+) smysl.
Kromé trividlniho p¥ipadu (¢, d) = (a,b) lezi jeden z bodt ¢, d v (a, b) a limita F' je v ném
kone¢n4, protoze funkce F' je v ném spojitd. Proto ma rozdil F(d—) — F(c+) ve vSech
ptipadech smysl.
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Konverguje-li integral vlevo a F' € zpf(f;(a,b)), je
F(b—) — F(at) = (F(c—) — F(a+)) + (F(b=) — F(ct)), (11.41)

protoze F' je spojitd v (a,b). Obracené: Konverguji-li integraly vpravo, existuji funkce
F1 € zpf(f; (a,c)) a Fs> € zpf(f; (¢, b)) a vSechny limity Fi(a+), F1(c—), Fa(c+), F2(b—)
jsou konecné. Polozime-li

Fi(z) pro z € (a,c),
F(x) = Fi(c—) pro z=c,
Fy(z) + Fi(c—) — Fa(c+) pro z € (c,b),

ziejmé F' € zpf(f; (a,b)) a

F(-)— F(a+) = (F(c—) — F(a+)) + (F(b—) — F(c+))
= (Fi(c—) = Fi(at)) + (F2(b—) — F2(ct)),

¢imz je tvrzeni dokéazano. O

Nasledujici véta je jednoduchym, ale dulezitym kritériem konvergence Newtonova
integralu.

Véta 11.3.12. Je-li f spojitd a omezend funkce na omezeném intervalu (a,b), Newto-
nuv integral jab f konverguje.

Duikaz. Ze spojitosti funkce f plyne, Ze k ni existuje primitivni funkce na (a,b). Je-li
|fl < M < oo, pak pro primitivn{ funkci F' k f plati podle (Lagrangeovy) Véty 5.2.18
pro libovolnd z,y € (a,b) nerovnost

|F(x) - F(y)| < M|z —y].

Odtud vyplyva, ze F je stejnomérné spojitd na (a,b), a lze ji tedy spojité rozsifit na
[a,b]. Zbytek je zfejmy (srov. s Lemmatem 11.2.50). O

Pro primitivni funkce jsme dokazali vétu o integraci per partes a vétu o substituci,
tj. Véty 9.2.3 a 9.2.6. Po nezbytné modifikaci lze analogicka tvrzeni dokézat i pro New-
tonuv integral.

Véta 11.3.13 (metoda per partes). Necht F € zpf(f;(a,b)), G € zpf(g;(a,b)) a
necht —oo < a < b < +oco. Pak je

/abfG:[FG]Z—/ang, (11.42)

jsou-li alespori dva z vjrazi v rovnosti (11.42) konecéné.

Dikaz. Rozlisime dva pripady, coz postaci: zaménou funkci f a g dostaneme ekvivalentni
tvrzeni.
(1) Necht & € zpf(fG) a ¥ € zpf(Fg), ptiemz oba piristky [#]% a [¥]% jsou konecné.
Potom plati

(FG) = fG+Fg=9' +¥' = (o + W)
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vSude v (a,b) \ K, kde K je kone¢na mnozina, a protoze FG a ®+ ¥ jsou spojité v (a, b),
jsou to zobecnéné primitivni funkce k téze funkci fG + Fg. Je tedy

b b
[FG]Z:[¢12+[&D]Z:/ fG+/ Fy,

coz jsme méli dokazat.
(2) Piedpokladejme, #e vyrazy na pravé strané vzorce (11.42), tj. [ FG]% a také f: Fg,
jsou kone¢né. Necht ¥ € zpf(Fg); polozme & = FG — ¥. Potom

¢ =(FG—-W) =fG+Fg—Fg=fG
vSude az na kone¢ny pocet bodi z (a,b), a @ je spojitd, takze & € zpf(fG). Zbytek

plyne z konecénosti pfislusnych prirustka. |

Véta 11.3.14 (substituéni metoda). Je-li ¢ : (o, 3) =2 (a,b) spojitd ryze monoténni
funkce, kterd md koneénou nenulovou derivaci vsude v (o, 8) \ K, kde K C (o, 8) je
néjakd koneénd mnozina, potom je

b B
[ 1@ = [ (Fop® @], (11.43)
existuje-li jeden z integrali.

Diikaz. Necht existuje integral vlevo a ¢ je rostouci, takze je |©'(t)] = ¢'(t), kde

t € (a,3)\ K. Necht F'(z) = f(z) na (a,b) \ L, kde L je kone¢na mnoZina. Ozna¢ime-li

G=Fop pak G = (F o)y = (fop)y plati v (a,8)\ M, kde M = K U p~*(L) je

kone¢na mnozina. Funkce G je spojitd, takze plati G € zpf((f o ) ¢'; (o, B)) a je
G(at) = F(at), G(B—) = F(b-)

podle véty o limité slozené funkce. Odtud plyne existence integralu vpravo a dokazovana

rovnost.

Existuje-li integrdl na pravé strané (11.43), postupujeme podobné, ale s inverzni
funkci ¢! na misté ¢:

/j(fotp)tp/ = /ab(focpoap’l)(p’ o N ) = /abf'

Soucin poslednich dvou zévorek ve druhém integralu je roven 1 podle véty o derivovani
inverzni funkce (Véta 6.4.4).

Podobné probihd dikaz pro ¢ klesajici, kdy je |¢’(¢)] = —¢'(t) az na vyjime&nou
kone¢nou mnozinu vsude v («, 3) a zroven

G(a+) = F(b—), G(B—) = F(a+) .
Tim je dikaz dokoncen. O

Poznamka 11.3.15. Poznamenejme, Ze pti hledani primitivnich funkei jsme neuzivali
Zapis
[ @ = [(For0- 0, (11.44)

nebot definiéni obory funkci f a ¢ jsou obecné rizné. V (11.43) vsak jde o rovnost ¢isel
(integralil), nikoli integrovanych funkci.
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Véta 11.3.16. Necht f € R(a,b) a F € zpf(f). Potom je

(R)/ f(:v)d:c:[F]Z:(/\/)/ flz)dz . (11.45)

Dikaz. Funkce f je omezend, a tak z Lemmatu 11.2.50 plyne, Ze zobecnéné primitivni
funkce F' je stejnomérné spojitd na (a,b). Existuji tedy kone¢né limity F(a) := F(a+)
a F(b) := F(b—), atedy, podle Véty 11.1.4, je F' spojité rozsifitelnd na [a,b].

Déle existuje kone¢nd mnozina K C [a,b] takovd, ze F'(z) = f(x) pro vSechna
z € [a,b]\ K. Zvolme D € D(a,b) tak, aby toto déleni D = {a = zo<z1<...<zp = b}
obsahovalo vSechny body z K. Podle Lagrangeovy véty existuji body &k, &k € (Tp—1, k),
tak, ze

F(b)—F(a) =Y (F(zx) = F(wr-1)) = > f(&)(@r — z-1).-

n
k=1 k=1

Protoze posledni soucet lezi mezi s(f; D) a S(f; D), je
s(f; D) < F(b) — F(a) < S(f; D).

Prechodem k supremu pies vSechna déleni vlevo a k infimu pres vSechna déleni vpravo
dostaneme s pfihlédnutim k f € R(a,b) rovnost (11.45). a

Poznamka 11.3.17. Pravé dokazani véta mé zdsadni vyznam i pro vypocty. Je to
tzv. zdkladni véeta integrdalniho poctu. Tvrzeni analogicka k Vété 11.3.16 se dokazuji i pro
jiné (pfipadné obecnégjsi) integraly. Vété lze dat i tento ,symetri¢t&jsi“ tvar:

Véta 11.3.18. Mad-li funkce f na intervalu [a,b] jak Riemanniv tak Newtontiv integrdl,
maji oba integrdly stejnou hodnotu.

Dikaz. Je-li f riemannovsky integrovatelnd, je funkce f omezena. Za téchto podmi-
nek lze kazdou F € zpf(f;(a,b)) spojité rozsifit na [a,b] a staél pak jen aplikovat
Vétu 11.3.16. O

11.4 Nékteré aplikace

Zacneme tim, ze se vratime ke kritériim konvergence fad a ukazeme, jak lze pfi rozho-
dovani o konvergenci fad vyuzit znalosti o integralu (ale i obracens).

Véta 11.4.1 (integralni kritérium, Euler 1736). Necht f € C([1,00)) je nerostou-
¢t nezdapornd funkce. Potom konverguje rada

Z f(k), prdvé kdyZ konverguje (M/ f@)de. (11.46)
k=1 1
Diikaz. Césteéné soudty s, := > or—1 f(k), n € N, tvoii neklesajici posloupnost a funkce

F(x) = /1z f(t)de
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je neklesajici zobecnénou primitivni funkei k funkei f na intervalu [1, +00); konvergence
fady i integralu v (11.46) je proto ekvivalentni s omezenosti {s, } a F' shora. Z nerovnosti

k+1
f(k)Z/k f@)dt > fk+1), keN,

dostaneme ,sec¢tenim® pro k = 1,...,n nerovnosti

n

sn=_f(k)> /1n+1 f@)dt =F(n+1) > f(k+1) =snt1— f(1).  (11.47)

k=1

Z nich je patrné, ze {s,} je (shora) omezend pravé kdyz je (shora) omezend posloup-
nost {F(n+ 1)}, a tedy pravé kdyz je (shora) omezena funkce F' na intervalu [1, +00).
Nerovnost (11.47) je uzitec¢na i p¥i odhadech ®); viz nésledujici poznamka. O

Poznamka 11.4.2. Uvahy z pravé provedeného ditkazu ilustruje Obr. 11. 1., na kterém
je f(x) =z~ x € [1,00). Poznamenavame, %e soucet obsahti na obrazku zvjraznénych
ykfivocarych trojuhelnicka“ (A + B+ C + D + ---) je roven konstanté 7, definované
v Prikladu 6.5.21.

Obr. 11.1.
Piiklad je uziteény i k ilustraci vySe zminénych odhadt pro pfipad, zZe integral v (11.46)
diverguje. Neni totiz jednoduché najit napi. prvni castecny soucet harmonické rady,
ktery je vétsi nez 100, pouhym sc¢itanim c¢lent fady; ¢leny jsou pro vyssi indexy ,malé“,
pricemz se s¢itd ,mnoho“ ¢isel. Jednoduchy hruby odhad déavéa pro nejmensi ¢astecny
soucet s, harmonické fady, ktery je vétsi nez 100, nerovnost

sn > log(n +1) > 100, tedy n+1 > exp(100) > 2.

Museli bychom tedy seéist cca 2% &lenii, abychom dosahli ¢asteéného souétu 100. Do-
porucujeme ¢tendii zkusit vypocet ,silou”, tj. s¢itdnim a testovanim velikosti nalezeného
souctu vici danému ¢islu pomoci personalniho pocitace, napt. jen pro mez 10 misto 100.

6) Diikaz je velmi nazorny. Nerovnosti v (11.47) lze interpretovat i jako odhad integralu
pomoci dolnich a hornich sou¢td pro vhodné déleni D intervalu [1,n + 1].
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Je zajimavé srovnat, jak pfesné jsou jednotlivé odhady ¢asteénych soucti, které jsou
uvedeny v prvnim dile této knihy v Kapitolach 2 a 3. Prvnim je standardni odhad,
pochézejici ze 14. stol., druhy vznikl podobné odhadovanim ,po desitkach®:

2 1 N on
I N 1= = 1.9 11.48
52 kzzlk—“”)z & ston—t kzzlk_lo (11.48)

Z nich pro mez 10 dostaneme z prvniho, ze s, > 10 pro n > 2% = 52.10°, ze druhého
snaze obdrzime horsi odhad, totiz ze s, > 10 pron > 1,2- 10!, Pokud uvéazime hodnotu
konstanty v = 0,577 a mame k dispozici hodnoty (pfirozenych) logaritmu éisel z N, obdr-
zime mnohem presnéjsi vysledek: s, > 10 pron > 12367, je totiz exp(10—y) = 12 366,97.
Ukazuje se tedy, ze odhady pro divergenci harmonické fady jsou sice jednoduché, ale
velmi nepresné.

Priklad 11.4.3. Jednoduchy vypocet
/wﬂ_[mk“]w [ 1/(a—1) proa>1,
T B

11—« +00 proa <1,

r=1
> =0
Totéz tedy podle Véty 11.4.1 plati pro fadu Y n~ <. Soucasné jsme dokdzali jinym zpt-
sobem konvergenci fady 3 1/k? a z (11.47) dostali jiz v P¥ikladu 3.2.3 odvozeny hruby
odhad jejiho souctu s, s< floo z72dx <s — f(1), ktery tak ziejmé lezi v intervalu (1, 2).

ukazuje, ze integral konverguje, pravé kdyz o > 1; pro a = 1 je totiz [ log:c]

Priklad 11.4.4. Pro spojitou (vektorovou) funkci g : [a,b] — R™, m > 2, a pro déleni
D intervalu [a,b], pro které je D = {a = o < z1 < - -+ < xp, = b}, poloZme

€(g; D) := " _ dist (g(zx-1), 9(wx)) , (11.49)

kde dist znac¢i vzdalenost bodt v eukleidovském prostoru. Vyznam tohoto cisla je na-
zorny: mezi délicimi body zx, K =0, ..., n, jsme g nahradili linedrnim zobrazenim a se-
¢tenim zjistili délku vepsané ,lomené Gary“. Z trojuhelnikové nerovnosti 7) vyplyva, ze
jsou-li D, D" € D(a,b), a D' je zjemnénim déleni D, je

(g;D) < €(g; D), (11.50)

a tak se intuitivné muZeme zjemtiovanim déleni intervalu [a,b] k délce grafu funkce g
(nevime zatim, co to je!) s libovolnou pfesnosti pfiblizovat.

Uvahy z piedchézejiciho piikladu nés vedou k nésledujici nazorné definici:

Definice 11.4.5. Znamena-li dist vzdalenost v R™, m > 2, a je-li g : [a,b] — R™
vektorova funkce se spojitymi slozkami, D := {a =z < 21 < -+ < zp = b} a £(g; D)
je déno vzorcem (11.49), definujeme délku L(g) funkce g na [a,b] vzorcem

L(g) :==sup{l(g9;D); D € D(a,b)} . (11.51)

7) Mame na mysli jeji geometrickou formu, zndmou ze stfedogkolské latky: soucet délek dvou
stran trojuhelniku je vétsi nebo roven délce jeho tieti strany, pficemz rovnost nastane v pripadé,
ze trojuhelnik prejde v usecku.
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Piiklad 11.4.6. Polozme g;(x) = (z, f(x)), = € (0,1], kde f(x) = 2?cos(r/z?), a
g7(0) := [0,0]. Potom dostaneme pro D := {0 < 1/\/n <1/y/n—1<--- < 1} podle
Pythagorovy véty

n—1 2 2\ ?
é(w@)gZ((ik—\/,:—H) +(f(ﬁ)—f(¢%))) >

i 1 coskr  cos(k+ 1) — 1
‘f( ) f( #’Hl)’ik:l‘ k- k+1 ’ ;E’
a odtud je jiz snadno vidét, ze L(gy) = +oo.

Priklad 11.4.7 (dulezity). Pro funkci f je Gy = {[z, f(z)]; z € [a,b]}) graf f.
Casto se pocita délka grafu, kterou je v naSem pojeti délka funkce g : [a,b] — R?, kde
g: x|z, f(x)], x € [a,b]. Zfejmé je

=> V(K — 2 1)2+ (flzx) — flwr))? =

n 2
_ (xk—x“)\/u =)
et Tk — Tk—1
Pokud je funkce f spojitd a ma v (a,b) vsude derivaci, existuji uvnit¥ délicich intervali
déleni D body & tak, ze lze soucet vyjadrit podle Lagrangeovy véty ve tvaru

n

D @k —ze-)V1+ (/)2

k=1

Oznaéme h = /1 + (f’)? na (a,b) a predpokladejme, ze h € R(a,b). Pak pro posloup-
nost déleni {Dy,}, Dp < Dpt1, s v(Dn) — 0 je

s(h; Dr) Z (e —xr—1)V/ 1+ (f'(&))? < S(h; Dn),
k=1

pficemz prostiedni vyraz je tvaru o(h; Dn,€) pro vhodnou volbu vyznaénych bodi
{&x} = £. Limitnim pfechodem pro n — oo obdrzime pro délku L(gs) funkce g (né-
kdy v této souvislosti mluvime o délce grafu L(Gy¢) funkce f) vzorec

L(Gy) = / V1+ 2dz . (11.52)

Tak jsme dokazali nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 11.4.8. Je-li f € C([a,b]) a f' existuje v (a,b), plati vzorec (11.52), pokud
integrdl vpravo existuje.

Vzorec (11.52) neni idedlni: nespoc¢teme jim ani delku jednotkové piulkruznice po-
psané funkci f(z) = /1 — 22, z € [—1,1]. Derivace f'(z) = —z/+/1 — 22 neni omezena
na intervalu (—1,1) a Riemanntv integrél je definovan pouze pro omezené funkce. Proto
dokazeme jesté dalsi tvrzeni, které ndm umozni pouzit Newtoniv integral.
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Tvrzeni 11.4.9. Je-li f € C([a,b]) a derivace f' je spojitd v (a,b), je
b
L(Gf):(N)/ V14 (f(x))?de . (11.53)

Diikaz. Oznaéme opét g; : [a,b] — R?, kde gf : © — [z, f(x)], € [a,b]. Nejprve si
uvédomime, Ze pro kazdy interval [, 3] C (a,b) lze délku pro restrikci f|[«, 3]) spocist
obéma vzorci (11.52) a (11.53) (s mezemi «a a 3). Za uvedenych pfedpokladd Riemanndv
integral v (11.52) existuje a je roven Newtonovu integralu. Pfitom primitivni funkce H
k h=+/14 (f’)? je neklesajici.

Je-li D déleni intervalu [, 3] a D' = D U {a, b}, je zfejmé

L(gs; D) < L(gs; D'),  atedy L(gg[a.p)) < L(gy) -

Odtud dostavame H(8) — H(a) = ff h < L(gy) a také H(b—) — H(a+) < L(gy). Pokud
H(b-)—H(a+) = fabh = 400, je i L(gy) = +o0. Je-li L(gf) < 400, zvolme nejprve
€ > 0 a pak s vyuzitim spojitosti f v krajnich bodech [a,b] zvolme & > 0 tak, ze

Ai(z) = ((& — a)® + (f(z) — f(a))z) V2 < €/3 pro v8echna x € (a,a + 9),

Az (x) == ((b— ) + (f(b) — f(az))z)l/2 < e/3 pro vechna z € (b—4,b).
Déle volme D' € D(a,b) tak, aby £(gs; D’) > L(gs) — e. S ohledem na (11.50) lze
predpokladat, ze pro D = {a = z0 < 1 < -+ < Tp—1 < Tp, = b} je z1 € (a,a+ ) a
Zn—1 € (b —4,b). Polozme jesté [a, ] = [x1,Zn—1]. Dale volme D € D(«, () tak, aby
£(f;D) > L(gs|[a,s]) — €/3. Potom je

b 8 )
[z [ h= Lo = £lag D) = g5 D) = Malar) = M) 2
> (gp3D") —2¢/3 > L(gy) —¢.

Tim je vzorec (11.53) pro vypocet L(gys) dokazan. |

Poznamka 11.4.10. Analogicky jako jsme pfi vySetfeni délky gs dospéli ke vzorci

Ligs) = / VITF@)Rde

lze definovat povrch P a objem V rotaéniho t&lesa T fror C R®, vzniklého rotaci ,pod-
grafu® spojité kladné funkce f na [a,b] s derivaci f’ spojitou na (a,b) ,kolem osy z“.
Téleso T frot je definovdno pomoci vztahu

Tfrot :={[7,y,2] € R y* +2° < f*(2), z € [a,b]} .

Definujeme

b b
V(T foor) = 7 / f2 8 P(Tf)=2n / INIT e,

pokud existuje integral na pravé strané defini¢ni rovnosti, at jiz v Riemannové ¢i New-
tonové smyslu.
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Tak lze eventualné urcit napi. délku polokruznice, ¢i povrch a objem specialné polo-
7ené koule v R3. Na rozdil od délky kiivky chdpeme vzorce jako definice. Pokud bychom
se opreli o nazor a pracovali napf¥. s konecnym sjednocenim valeckd ¢i ¢asti kuzelovych
ploch, které télesu opiseme nebo vepiseme, dospéli bychom ke shodé vzorecka s ,jintui-
tivni predstavou”.

Piiklad 11.4.11 (délka polokruZnice). Necht f(z) = Vr? — 22,z € [—r,r]. Pak
plati pro z € (—r,7)

502 T2

L+ (@) =1+ -

r2 — g2 7.2_1;2'

—Z

)
Vre — g2

Proto pro délku polokruznice o rovnici y = 1/r? — x? plati

fi(z) =

" ordx xr
L(f) = 7:[rarcsin—} =7r.
=] 7= S
Priklad 11.4.12. Rotaci podgrafu funkce f z pfedchazejiciho pfikladu vznikne koule
K := T .o 0 rovnici 22 + y? + 22 < r2. Spocteme jeji objem

r 3qr
V(K):W/ (r2—:c2)d:c:7r{r2:c—x—} :éﬂ'T’S.

J—r

Priklad 11.4.13. Vypocet pro povrch koule K dava

rvr2 —z2dx
/r2 — 2

Piiklad 11.4.14. V Gvodni kapitole jsme se zminili o tom, Ze to byl jiz ARCHIMEDES
(287 — 212 pied n. L.), ktery jako prvni dokazal, Zze konstanty imérnosti, vyskytujici se ve
vzorcich pro obvod a obsah kruhu, splyvaji (¢tenaf to nemusi shledavat jako zajimavé,
kdyz vi, Ze se v obou téchto vzorcich vyskytuje jako konstanta tumérnosti 7). Imitujte
tento diukaz tim, Ze dokazete rovnost r - ,délka pulkruznice* = 2 - ,obsah pualkruhu“,
tj. (vyuzivame éasteéné Ptiklad 11.4.11) rovnost

= 2mr[x)2=", = 4nr? .

ry =2 [

T rdx "
T- —_— =2 VrZ —z2dx .
Jor VT2 — 22 .[T

Jiz drive jsme se nékolikrat setkali s ¢islem 7. Ukazeme si jednu ,teoretickou apli-
kaci“.

Priklad 11.4.15. Definujeme-li
/2
In::/ sin"xdz, ne€Ng,
0

je

/2 /2 5
Io:/ ldz =n/2, 11:/ sin:cdm:—[cos:c]:iozl.
Jo 0
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Je-li n > 1, uzijeme Vétu 11.3.13; polozime-li

F(z) =sin" 'z, g(z)=sinz,

f(z)=(n—1)sin" *zcosz, G(r)=—cosz,
bude
/2
I, = —[sin"71 mcosm]g/2 +(n— 1)/ sin" ?zcos’zrdr =
0
/2
=(n— 1)/ sin" ?z(1 —sin’z)dz = (n— 1)L, 2 — (n— 1)1,
0

a je tedy

nhy = (n—1DIhs, In=""171, .
n

Z této rekurentni formule plyne ihned pro sudd n € N (n = 2m, m € N) rovnost

2m—1 2m—3 2m-5 1 __ 1.3.5...2m—1) =
L = = = =2 am—a 20T T2 26 2m 2’ (11.54)
aprolichAn,neN,n>1(n=2m+1, meN)
2m 2m —2 2m—4 2 2:4-6---2m
) . : s = . 11.
T 9m4+1 2m—1 2m—3 3 ' 1-3-5---(2m+1) (11.55)

Poznamka 11.4.16. Priklad 11.4.15 vede k zajimavému vyjadfeni ¢isla 7. V intervalu
[0,7/2] je 0 < sinz < 1, a tedy je (sinx)™ > (sinz)"™*. Lemma 11.3.9 dava pro m € N
nerovnosti Iom > Iomt1 > Iom+2, tj. podle (11.54), (11.55)

1-35.2m-Dm_ 2:46..2m) _1-35.2m-1)2m+1)x
2:4-6...2m) 27-3.5-7...2m+1) " 2-4-6...2m)(2m+2) 2

Odtud snadno dostaneme

T (_2:4-6...(2m) S| J2m4l w
2-\1-35..2m-1)) 2m+1~-2m+2 2

Limitnim pfechodem pro m — oo z toho podle Véty 2.3.2 plyne, ze

Ty (24:6...(2m) 1
2 mooo\1-3-5...(2m —1) N

= lim '47' 4:6:6--(2m) - (2m) (11.56)

2-2
mobe1-3:3.5:5.7-7-(2m—1)-(2m—1)- 2m+1)
Nasobime-li zlomek vpravo vyrazem (2m + 2)/(2m + 1), ktery ma pro m — oo limitu 1,
dostaneme

6. -+ - 2m - 2m -(2m+2)
T S @m-1) @m+1)-@m+1)

(11.57)

Oba tyto vzorce (11.56), (11.57) déavaji tzv. Wallisovu formuli.
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Historickd poznamka 11.4.17. Vzorec odvodil JOEN WALLIS (1616 — 1703) r. 1655,
avSak podstatné jinym zpisobem nez my v pfedchozi poznamce. Nékolik generaci ma-
tematikt povaleéného obdobi se ucilo analjzu pievazné z udebnic VOJTECHA JARNIKA
(1897 — 1970). Jarnik byl skvély matematik a i velmi zruény poctar a tak neni divu, zZe
i pocetni partie jeho ucebnic jsou vyborné napsany. Pfedchézejici priklad a poznamka
jsou nepatrné upraveny kracenim textu jeho ucebnice [3], str. 73.

11.5 Technika ,,slepovani‘

Pomérné casto se setkdvame s piipadem, kdy ndm existencni véta zajistuje existenci
primitivni funkce ke zkoumané funkci, ale pocetni metoda ndm ji pfimo neposkytuje.
Pomineme-li pfipady, kdy tuto primitivni funkci neumime pomoci ndm znamych funkci
vyjadiit (napf. k funkcim exp(—z?) & (logx)™"), zbudou jesté napi. dilezité pripady
vyzadujici ,lepeni“. Tuto techniku jsme jiz pouzili pfi dikazu Véty 11.3.11 k vytvofeni
zobecnéné primitivni funkce F' z funkci F7 a F». Nyni si ,,vicendsobné lepeni“ primitiv-
nich funkci objasnime na jednoduchém prikladé.

Priklad 11.5.1. Ozna¢me
f(z) = dist(z, {2k; k € Z}),
kde vzdalenost dist bodu x od mnoziny M je definovana vzorcem
dist(z, M) = inf{|z —y|;y € M}.
Snadno nahlédneme, ze

f(x'):$7 ZCG[071]7 f(m):Q—m7 IG[LQ],
flry=xz-2, 2€](2,3], flx)=4—=z, x€][3,4],...

a ze [ je 2-periodickd funkce na R, jejiz graf je znézornén na Obr.11.2. Bez obtizi
spocteme, ze F(z) = x?/2 je zobecnénou primitivni funkci k funkci f na intervalu
[0,1], a limy—1_ F(x) = 1/2. Polozime-li G(z) =2z — 2%/2, je G € zpf(f;[1,2]) a
lim, 1, G(z) = 3/2.

Abychom vyrovnali rozdil mezi F(1) a G(1), definujeme funkci G1(z) = G(z) — 1,
pro kterou je G1(1) = 1/2, a dale definujme

[ F), =zelo1],
Fl(m)_{ Gi(z), ze[1,2].
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1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 11.2.

Potom Fi € zpf(f;[0,2]) a protoze Fi(1) = (G1),.(1) = G'.(1) = 1 = f(1), je na
intervalu (0, 2) primitivni funkci k f. Kromé toho

Fi(0)=0, Fi(2)=1, F{(0+)=Fi(2-)=0. (11.58)
Vytvorime 2-periodické rozsifeni F» funkce I} z intervalu [07 2) na R:
Fy(z):= Fi(z —2k), x€[2k,2(k+1)), keZ. (11.59)

Funkce F> ma v bodech tvaru 2k, k£ € Z, hodnotu 0 a limitu zleva rovnou 1. Graf
této funkce je znazornén na Obr. 11.3. Tato funkce neni spojitd, avsak pro vSechna
z € (R\{2k;k € Z}) je Fi(x) = f(x).

1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 11.3.

Z toho je patrné, ze funkce
H(z):=Fa(x)+k, ze€[2k2k+1)), keZ, (11.60)

pro kterou je H(2k) = H(2k—) = 2k, bude spojitd na R. Déle je H' (2k) = 0 a ze
spojitosti H a H'(2k—) = 0 dostaneme podle Véty 7.1.2 také H' (2k) = 0, takZe existuje
oboustranné derivace H'(2k) = f(2k) = 0. Odtud vyplyva, ze H je primitivni funkce
k f na R. Definujeme-li h(z) := [2/2], kde [.] znaéi funkeci celd ¢ast, je zépis (11.60)
ekvivalentni se zapisem

H(z) = Fo(z) + h(z) = Fo(z) + [z/2] . (11.61)
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1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 11.4.

Graf funkce h je na Obr. 11.4, vysledna hledana funkce H je zobrazena na Obr. 11.5.
Zde ,slepovanim“ rozumime nalezeni po ¢astech konstantni funkce h takové, aby po
pric¢teni h k F> byla tato funkce spojita na R.

/H

1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 11.5.

Poznamka 11.5.2. Casto lze zapis FeSeni piikladt analogickych k Piikladu 11.5.1 zkré-
tit tim, ze hodnoty v bodech ,slepeni® explicitné nepocitame. V Prikladu 11.5.1 bychom
tak definovali F» pouze na mnoziné R\ {2k; k € Z} a popsali H jako spojité rozsiteni
F5 na R.

pozdéjsi dobu (srovnej s Piikladem 9.3.19). Poznamenejme, ze s piiklady tohoto typu
se zpravidla programy typu Mathematica, nebo Maple (programy pro ,computer alge-



11.6. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU 329

bra“, coz je nevhodny, nicméné standardizovany nézev, ktery proto radéji nepfelozime)
neumgji vyrovnat ®).

Piiklad 11.5.3. Hledejme primitivni funkci k funkci

1

V Kapitole 8 v Prikladu 9.3.19 jsme se dostali az k vyjadieni

_de 2 2te@/ 4l
/sinx+2*\/§ e 7 P F(z) (11.63)

pro x € ((2k — 1)m, (2k + 1)7), k € Z. Nyni postupujeme dale jako v Piikladu 11.5.1.
Spocteme limity

lim F(x)=———, lim F(z) =
T =Ty ( ) \/§ LT ( )

Odtud plyne, Ze (zobecnény) piirtstek funkce F' na intervalu (—m + 2k, 7w 4+ 2km) €ini
27T/\/§. Sestrojime funkci h

5

h(m)::2—ﬁ[x+7r] ,

V3l o

jejimz pfictenim k nalezené funkci F ziskdme funkci H na R\ {(2k + 1)m; k € Z},
kterda mimo tyto body ma za derivaci funkci f a ktera je spojité rozsititelnd na R. Na
libovolném omezeném intervalu (a, b) je toto spojité rozsifeni H zobecnénou primitivni
funkei k funkci f, a tedy (diky spojitosti) i primitivni funkci k f. V bodech ,lepeni“
to proto nemusime ani ovéfovat vypocétem, je H'(z) = f(z), = € R. Funkce H je tak
popséana jako spojité rozsifeni funkce

larctg2tg(:c/2)—|—1 2m [x;—W
T

V3 V3 V3

na R a kazda jina primitivni funkce k f na R se od H lisi jen o aditivni konstantu.

] , zeR\{(2k+ 1) kecZ)

11.6 Konvergence Newtonova integralu
Priiklad 11.6.1. UkaZzme elementdrné, ze konverguje integral
) / sinz
0 T

Protoze integrovanou funkci lze spojité rozsifit na interval [0, 1] tim, Ze ji polozime
rovnu 1 v bodé 0, jeji integral od 0 do 1 konverguje. Sta¢i proto dokazat konvergenci

integralu
o
/ T e, (11.64)
1 T

ktera je podle Véty 11.3.14 o substituci ekvivalentni s konvergenci integralu

1
1 1

/ —sin — dz .
0 T T

8) Zde je nutno poznamenat, ze relativné méné komplexni a nepomérné lacingjsi Derive je
zvlada.
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oo . 1 . 1
1 1 1
/ ﬁﬁmz/ﬁﬂlﬂyw*mui/_m_m.
1 x o l/u o U U

Metodou per partes spocteme

1 1 1
1
/ cos—dm:{xcosl} —/ lsinldaz7
Jo x x|, Jo =z x

a protoze prvni ¢len na pravé strané rovnosti je koneény a cos(1/z) je spojitd omezend
funkce na intervalu (0, 1), konverguje i integral na pravé strané rovnosti.
Nyni dokézeme, Ze je

Je totiz

WM‘EEQM:+W-
0 X

Protoze integral od 0 do 7 z integrované funkce je kone¢ny, staci dokazat, ze limita nekle-
sajici primitivni funkce G(x) := [7(|sint|/t) dt ma v +oo limitu +o00, coZ je ekvivalentni
s W)[° (|sint|/t) dt = +oc. Na intervalu [km, (k+1)7] pro k € N je

. . (k+1)m
| sin x| > | sin z| / |sinz|dz =2,
k

z  — (k+Dm
z Cehoz dostavame
2~ 1
G ) > — —.
((n+Dm) > 230 =
Odtud vsak jiz plyne, Ze limy— 100 G(z) = +00.
Vidime, Ze pro Newtontv integral mutize nastat pripad, kdy
b b
/ f konverguje a / |fl = +o0. (11.65)
Definice 11.6.2. Jestlize oba integrily v (11.65) konverguji, fikame, ze
b
/ f(x)dz  konverguje absolutné.
Za situace (11.65) iikdme, ze
b
/ f(x)dx  konverguje neabsolutné.
(Srovnejte s analogickou terminologii u absolutni a neabsolutni konvergence fad).
V praktickych prikladech se zpravidla da interval, pies ktery se integruje, rozdélit

na konecny pocet intervald, v nichz se existence integralu vysetfuje snadnéji. Nékdy lze
srovnanim rozhodnout o absolutni konvergenci pomérné jednoduse:

Véta 11.6.3. Necht —co < a < b < 400 a necht f je spojitd v [a,b). Necht existuje
funkce g takovd, Ze |f| < g (na [a,b)) a Ze Newtoniv integrdl f:g konverguje. Potom

konverguji i integrdly
b b
/ f a / Ifl- (11.66)
a a
].

Analogickd véta plati i pro interval (a,b



11.6. KONVERGENCE NEWTONOVA INTEGRALU 331

Duikaz. Protoze ze spojitosti f plyne spojitost |f| a protoze j: g konverguje, konverguji
pro kazdé z € (a,b) integraly

Fi(z) = /x f@®)dt, Fa(z):= /x | f@)|dt, G(z):= /x g(t)dt ,

které jsou zarover zobecnénymi primitivnimi funkcemi k f, |f| a g v (a,b). Konvergence
integralti od a do b funkci f, |f| a g je ekvivalentni s existenci koneénych limit Fi(b—),
F>(b—) a G(b—), tedy s platnosti pfislusnych Bolzano-Cauchyho podminek. Pro funkci
G je tato podminka splnéna, pro funkce Fi a F5 ji dokdzeme.

Vime, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje b/, a < b’ < b tak, Ze

B <zr<y<bd) = (0<Gy)—G(z) <e). (11.67)

Funkce G je neklesajici, protoze g je nezaporna, takze |G(y) — G(z)| = G(y) — G(z) a
pro zobecnénou primitivni funkci Fi k f na (a,b) je

[ < [z [(a=cw)- 6@ <.

pricemz fzy |f| = F2(y) — Fa2(x); z toho je patrné, ze Bolzano-Cauchyho podminka pro
existenci koneénych limit Fy(b—) a F2(b—) je skuteéné splnéna. a

[F1(y) — Fi(z)| =

Poznamka 11.6.4. Pracujeme-li s nezdpornymi funkcemi f, g, které jsou spojité na
[a,b), 1ze vyslovit vétu jesté podobnéjsi srovnavacimu kritériu pro fady: necht

0<f<g na [ab).

Potom

b b
/gkonverguje = / f konverguje

b b
/f:—|—oo = /g:—|—oo.

Véta 11.6.5 (limitni srovnavaci kritérium). Predpoklddejme, Ze pro kladné funkce
f,g€C(la,b)) je

a také

. f=@)

lim —= = A, A€ (0,00). 11.68

tim £ (0.50) (11.68)
Potom f; f(z)dx konverguje, prdvé kdyz konverguje f:g(:c) dz .

Diikaz. Po kazdé ¢ € (a,b) je f,g € N(a,c). Nyni vyuzijeme podminku (11.68) a zvolime
¢ € (a,b) tak, aby platilo

1 3
5 Ag(@) < fz) < 5 Ag(z), z€[cb).
7 predchazejici Poznamky pak lehce dostaneme dokazované tvrzeni. O

Tak se dostane uziteCny nastroj pro praktické vypocty.
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Poznamka 11.6.6. Podle Véty 11.6.3 s ohledem na nerovnost

i 1 <1 11
’smx‘g_7 re[l,), a / _:{__} =1
J1

2 72
* sinx
> dx
. T

Analogicky pfistup k integralu (srovnej Piiklad 11.6.1)

o -

smx
/ sinz g,
J1 x

vSak selze. Tak jako Leibnizovo kritérium umoznovalo rozhodnout o konvergenci né-
kterych neabsolutné konvergentnich fad, existuji téz kritéria pro existenci neabsolutné
konvergentnich integralt. Je jiz pak véci praxe pri studiu konkrétnich ptikladi@ nalézt
zpusob, jak eventualné rozdélit integracni obor na ¢asti, na nichz mizeme nalezend kri-
téria pouzit. Vyslovime proto pfislusna kritéria ve velmi jednoduché podobé. Diive vsak
dokazeme tzv. véty o stredni hodnoté integralniho poctu, které budeme k dalsimu dikazu
potiebovat.

dostaneme existenci integralu

Véta 11.6.7 (1. véta o stfedni hodnoté&, Cauchy 1821). Necht funkce f, g jsou
zC([a,b]), g > 0. Potom existuje ¢ € [a,b] tak, Ze

/abfg:f(C)/abg-

Diikaz. Pro g =0 v [a,b] véta plati s libovolnym ¢ € [a,b]. Neni-li g = 0, existuje bod
c € (a,b) tak, ze g(c) > 0. Ze spojitosti funkce g plyne existence intervalu (v, d) C (a,b),
obsahujictho bod ¢, v némz je vSude g > g(c)/2. Z toho plyne, ze

/abg_/LIW9+/769+/(SE79>0+g(0)(5—7)/2+0>0. (11.69)

Jsou-li m, M minimum a maximum f na [a,b], je

mg < fg < Mg,

b b b b b o _1
m/QS/fgﬁM/ g, tj mé/fs](/ g) <M.

Z Darbouxovy véty plyne existence ¢ € [a,b], pro néz je

f(C):/abfg</abg)71,

coz dava zadanou rovnost. O

a tedy téz
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Véta 11.6.8 (2. véta o stfedni hodnoté&). Necht f,g jsou spojité funkce na [a,b],
necht g je monotonni na [a,b] a g’ je spojitd na (a,b). Potom ezistuje € [a,b] tak, Ze

/abfg—g(a)/:fﬂLg(b)/:f- (11.70)

Diikaz. Je-li g neklesajici, je ¢’ > 0, a je-li F' primitivni funkce k f, pak dostédvadme

integraci per partes
b b b
/ fg= [Fg] _/ Fy (11.71)

a podle 1. véty o stfedni hodnoté rovnost
b ’ b ’
[ Fd=F@) [ 4 =F©[90) - 9] (11.72)

RozepiSeme-li prvni ¢len v (11.71) a uzijeme-li (11.72), dostaneme

/ fg = F(b)g(b) — F(a)g(a) — F({)g(b) + F(¢)g(a),

coz je jen jiny tvar (11.70).
Obdobné lze postupovat v pfipadé, Zze g je nerostouci; jednodussi ale je aplikovat
(11.70) na funkei —g. |

Poznamka 11.6.9. Véta 11.6.8 plati i pti slabsich predpokladech: Sta¢i monotonie a
spojitost funkce g. Silné€jsi predpoklady ndm umoznily podat relativné kratky dtkaz.

Véta 11.6.10 (Abel, Dirichlet). Nechf funkce f,g jsou spojité v [a,b), g’ je spojitd
na (a,b) a g je monotonni. Potom integral

b
(M/ fg konverguje,

je-li splnéna nekterd z nasledujicich podminek:
(1) (Abel) konverguje (./\/)f;7 f a g je omezend v [a,b);
(2) (Dirichlet) funkce f md v[a,b) omezenou zobecnénou primitivng funkci a g(z) — 0
pro x — b_.

Obdobné turzeni plati i pro intervaly (a,b].

Duikaz. Protoze predpoklady zarucuji existenci @ € zpf(fg; (a,b)) a fg je spojita zprava
v bodé a, zbyva dokdzat existenci konecné limity @(b—). Uzijeme k tomu pfislusnou
Bolzano-Cauchyho podminku spolu s 2. vétou o stfedni hodnoté.

Necht plati (1) a necht F € zpf(f; (a,b)). Protoze F mé kone¢nou limitu F'(b—) a
protoze |g| < M pro vhodné M € (0,00), existuje pro kazdé € > 0 bod b’ € (a,b) tak,
ze z,y € (b',b) = (|F(y) — F(z)| < £/2M). Pro vhodné ¢ € (z,y) tedy je

o)~ =| [ 19| = o) [ 1490 [ 1] <

< lg@)IE(Q) = F@)| + |gW)IF(y) = F(Q)| < 2M o

€. (11.73)
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Plati-li podminka (2), necht F' € zpf(f; (a,b)) vyhovuje podmince |F| < M s vhod-
nym M € (0,00) a tedy i podmince z’,y" € (a,b) = |F(y")—F(z')| < 2M. Protoze je
g(b—) = 0, existuje pro kazdé £ > 0 bod b’ € (a,b) tak, ze |g| < £/4M v intervalu (¥, b),
nacez podobné jako v Tvrzeni 11.6.7 mizeme odhadnout s vhodnym ¢ € (z,y)

V<r<y<b = |d(y)—d(x)| <

< [g(@)[[F(Q) = F(@)| + 19| F(y) — F(O)] < ﬁ(QMJr?M) =c.

Tim je dikaz dokoncen. O

Priklady 11.6.11. 1. Pomoci Vét 11.6.3 a 11.6.10 dokaZeme pro vSechna « > 0 kon-

vergenci integralu
o
/ MY e (11.74)
1z

Je-li @ > 1, sta¢i integrand odhadnout funkci 1/z, protoze floo 1/z% dx konverguje.
Podle Véty 11.6.3 je v tomto pfipadé konvergence integralu v (11.74) absolutni. Je-li
0 < a < 1, stadi vzit v tvahu, ze funkce sin z ma omezenou primitivni funkei (— cosz) a
ze funkce 1/x® je klesajici, mé spojitou derivaci a v 400 mé limitu 0. V tomto pfipadé
podobné jako v Prikladu 11.6.1 dokézeme, Ze konvergence je neabsolutni.

2. Pomoci Véty 11.6.3 a analogie Véty 11.6.10 pro intervaly tvaru (a,b] ukazme, ze
integral

0 2
expr”  Ccosx
_EPT dz (11.75)
.[oo 1+expz? | /[z]
konverguje neabsolutné. Ozna¢me f(x) := cosz/y/|z|. Protoze funkce cosz ma na in-

tervalu (—oo,0) omezenou primitivni funkci sinx a protoze funkce 1/ \/ || je rostouci
a omezend v (—oo, —1], pfi¢emz jeji derivace je tam spojita, integral f:olo f konver-
guje podle Véty 11.6.10. V intervalu (—1,0) je 0 < f(z) < 1/4/|z| =: g(z), pfi¢emz
_Lol g = 2 a tedy tento integral konverguje. Podle Véty 11.6.3 konverguje i ffl f,ato

absolutné. Tim je dokézana konvergence integralu [ EOO f. Neni obtizné dokazat, podobné
jako v Prikladu 11.6.1, Ze integral konverguje neabsolutné.
Jak snadno nahlédneme, funkce h(z) := (exp :cz) /(expz?+1) je v intervalu (—oo, 0)
klesajici a omezend (je 1/2 < h(z) < 1), takze podle Abelova kritéria konverguje neab-
v . (0] .. ,
solutné nejen [~ f, ale i integral v (11.75).

Historické poznamky 11.6.12. Na zacéatku této kapitoly jsme dokézali dalsi vétu
o spojitych funkcich na uzavieném intervalu, kterd byla v tomto textu i posledni vétou
podobného typu. K vétam, které jsme pouze pripomnéli v ivodnim odstavci, se nyni
kratce vratime v historickém komentaii. V dalsi casti textu tyto véty zobecnime.

Véta 2.1.19, resp. jeji modifikace z Véty 2.2.12, souviseji se zakladni vlastnosti mno-
ziny R, obsazené v axiomu (13). Také Véta 2.4.1 je jen jinou variantou Véty 2.1.19.
Patrné pro sviij velmi nazorny charakter byla pokladana za ,samoziejmou* davno pred
tim, nez si BERNARD BOLZANO (1781 — 1848) uvédomil, Ze je nutno ji dokézat, a nez ma-
tematici nastoupili cestu k reformé, spocivajici v polozeni lepsich zdkladi pro budovani
matematickych teorii. Ta nebyla dilem jedince, ale mnoha téch, ktefi prispéli k procesu,
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zapoCatému Bolzanem, Cauchym, a NIELSEM HENRIKEM ABELEM (1802 — 1829) a za-
vr$enému pozdéji CARLEM THEODOREM WILHELMEM WEIERSTRASSEM (1815 — 1897),
GEORGEM CANTOREM (1845 — 1918) a dalSimi.

Véta 2.4.1 byla dokazana teprve Weierstrassem, ale tak jako u ostatnich tvrzeni slo
o dovrseni dlouhého vyvoje, ktery byl podrobnéji popsan jiz v pfedchéazejicich komentéa-
fich. Véta 5.2.26 nemad zasadni prakticky vyznam. Je ukazkou jiné cesty k feSeni rovnice
y' = 0 na intervalu bez pouziti véty o stfedni hodnoté. Ukazali jsme jeji pouziti pii
dtkazu Lemmatu 11.3.4.

Vétu 2.4.4 dokazal Weierstrass r. 1874, véty s ni souvisejici jsou zpravidla jen jejimi
variacemi. I pojmy limsupa, a liminfa, znal v podstaté jiz dlouho pfed Cauchym
(1800) CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 — 1855) a Abel (nepublikovano). Jsou pfipisovany
Cauchymu (1821), oznacéeni pochazi patrné od MORITZE PASCHE (1843 — 1930).

Véty o spojitych funkcich na uzavieném intervalu tvoii jeden z vrcholu zédkladu ana-
Iyzy. Vétu 4.3.31 uvadél Weierstrass ve svych prednaskach jiz r. 1861, publikoval ji vSak
Cantor (1870). Véta 4.3.32 byla intuitivné dlouhou dobu ,,geometricky zfejma“. Uzival
ji napf. jiz r. 1594 SIMON STEVIN (1548 — 1620). Bolzano a Cauchy byli patrné prvni,
ktefi si uvédomili, ze takové tvrzeni neni zfejmé a je nutné ho dokazovat. Zobecnéni pro
funkce vice proménnych dokazal Darboux r. 1872.

Skuteéné zasadni vyznam Véty 4.3.46 o pokryvani pro dalsi vyvoj matematiky bude
Ctenari zfejméjsi az po precteni Kapitol 12 a 13 o metrickych prostorech. U nas byva
Gasto nazyvéna po EMILU BORELOVI (1871 — 1956) a Lebesgueovi. Borel ji dokézal r. 1895
pro spocetnd oteviend pokryti a teprve Lebesgue dokazal verzi s libovolnym otevienym
pokrytim. Jesté dfive dokdzal EDUARD HEINRICH HEINE (1821 — 1881) tvrzeni, které
nékteri autofi povazuji za rozhodujici krok pro dikaz Véty 4.3.46. Proto uzivaji pro
Vétu 4.3.46 oznaceni Véta Heine-Borelova (je to nap¥. béZné v rusky psané literatufe).

Vétu 11.1.3 o stejnomérné spojitosti dokazal podle jinych prament jiz r. 1854 Jo-
HANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 — 1859). Pfinos Heineho je zde nepopi-
ratelny, ¢asto vsak nova metoda dikazu ovlivni i terminologii. JEAN GASTON DARBOUX
(1842 — 1917) se nejen velmi zaslouzil o prozkouméni vlastnosti nabyvani mezihodnot,
ale patfi mu i myslenka uziti horniho a dolniho Riemannova integralu. S ohledem na to,
ze jsme v této kapitole zavedli mnoziny nulové Lebesgueovy miry, doplime jesté jednu
informaci o vlastnostech funkci, které maji Darbouxovu vlastnost. Da se dokazat, ze
k jakékoli funkci f definované na R existuje funkce s Darbouxovou vlastnosti g tak, ze

AM{z € R; f(z) # g(x)}) =0,

tj. Ze g se lisi od f nejvySe na mnoziné Lebesgueovy miry 0 (viz Definici 11.2.27).

Nas pristup k Riemannovu integralu je poplatny dalsimu vyvoji v 19. stoleti, o né€jz se
zaslouzil mimo Darbouxe i PAUL DU Bors REYMOND (1831 — 1899). Nékolik poznamek
k vyvoji pojmu integralu jsme uvedli jiz v textu této kapitoly. Presto to zajimavéjsi, tedy
dalsi vyvoj integralu v tomto stoleti, nebylo mozné popsat, nebot to znacné presahuje
ramec této knihy.

Moderni partie matematiky i jejich aplikace jsou zalozeny na daleko obecnéjsim Le-
besgueové integralu, ktery ma navic ve srovnani s Riemannovym integralem podstatné
jednodussi vlastnosti. Zajemcim o hlubsi poznéni historie teorie integralu viele dopo-
ru¢ujeme knizku [7].

Cesta k dukazu existence primitivni funkce ke spojité funkci pfes Riemannuv inte-
gral neni jedind mozna. Zabyvali jsme se jim mj. proto, ze jsme pomoci néj dokazali
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Vétu 11.2.48. Pocetni vyznam ma vsak spise integral Newtontv, s trochou nadsazky je
totiz jedinym integralem, ktery umime pocitat. Vypocet integralu Riemannova se na
vypocet Newtonova integralu prevadi. V tom ma zasadni vyznam Véta 11.3.16.

Zakladni princip urcéeni délky grafu funkce je velmi stary. Jiz u Archimeda nachézime
myslenku ur¢it co nejpresnéji délku kruznice pomoci obvodu pravidelnych vepsanych
n-tthelnik® zdvojndsobovanim poétu stran; srov. s vykladem v Uvodu tohoto textu.
Tak se, zhruba feéeno, postupuje i pfi definovani délky kfivek (v Jordanové smyslu).
Poznamenejme jesté, ze p¥i pouziti Definice 11.49 na funkci g : [a,b] — R? by hodnota
L(g) byla tzv. variaci funkce g. To je pojem, dillezity nap¥. pti vySetfovani Fourierovych
fad nebo délky kfivek, ktery zavedl MARIE CAMILLE JORDAN (1838 —1922).

Prvni vétu o stiedni hodnoté integralniho poctu lze nalézt opét jiz u Cauchyho
(1821), ale i ona prosla uréitym vyvojem. Cauchy souc¢asné dokdzal nejprve verzi s g = 1,
ktera ukazuje do jisté miry souvislost integralu a obecnéji chapaného prumeéru: je-li
f €C([a,b]), existuje bod ¢ € [a,b] tak, ze

b
/ f(@)de = F(O)(b - a).

Neékdy byva Véta 11.6.7 pripisovana, stejné jako véta Lagrangeova, OSSIANU BONNETOVI
(1819 — 1892) (1849). Vétu 11.6.8 dokézal prvni patrné Du Bois Reymond.

Posledni poznamku vénujme 20. stoleti. Lebesgue vytvoril nyni vSeobecné pouzi-
vanou teorii integralu, ktery nese jeho jméno, r. 1902. I tento integral vSak m& své
nedostatky. Je potésitelné, ze integral, ktery zobecnuje Riemanntiv postup, nese jméno
Ceského matematika. Definoval jej totiz JAROSLAV KURZWEIL (*1926) a nezavisle téz
RALPH HENSTOCK (1923 — 2007). Jejich definice je zaloZena na souctech podobnych
o(f; D, &) dava vsak mnohem $irsi t¥idu integrovatelnych funkci. Pro jeji pochopeni je
vsak pfedchozi sezndmeni s Riemannovym integralem velmi vyhodné.

I dalsi cesti matematici prispéli vyznamné k propagaci uzivani tohoto integralu.
U nés je snadno dostupnd kniha [6], kterd je vénovana teorii tohoto integrélu.
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Kapitola 12

Metrické prostory

12.1 Trocha historie

Jiz nékolikrat jsme se setkali s obecnymi mechanismy, které bylo moZno pouZit v mnoha
ptipadech. Byl to nejen napt. zptisob dokazovani nebo technicky trik, ale i pouziti obec-
nych vét, platnych v riznych strukturdch. Uzili jsme napi. vicekrat princip vlozenych
intervalt ¢i jednu substituci pro vypocet primitivnich funkci k funkcim uréitého tvaru.
P1i praci se spojitymi nebo integrovatelnymi funkcemi jsme ¢asto pouzivali pojem line-
darni prostor, ktery je ptrikladem vcelku jednoduché, avSsak velmi dilezité struktury. To
vSe ilustruje uzite¢nost ,,obecného“ pristupu.

Nyni se seznamime s pojmem metricky prostor, coz je struktura, kterd ma pro mate-
matickou analyzu zdsadni vyznam (dale budeme ¢asto uzivat zkraceného oznaceni MP).
Mnozstvi ptikladid, které uvedeme, by mélo postacit pri dobrém promysleni k osvojeni
teorie: je jedinou partii modernéjsi analyzy, kterd se v tomto textu podrobnéji studuje.
Budeme se téz zabyvat normovangmi linedrnimi prostory a Casteéné i prostory se ska-
ldrnim soucinem.

Historicka poznamka 12.1.1. Latka, kterou vylozime v néasledujicich dvou kapito-
lach, vznikla pfevazné ve 20.stoleti; presto se jiz stala klasickou partii analyzy. I kdyz
mnoho dil¢ich poznatkl o specidlnich metrickych prostorech je starsich, samotny vznik
pojmu metrického prostoru se datuje k r. 1906. Pojem MP byl zaveden MAURICEM RENE
FRECHETEM (1878 — 1973). Dale jej rozvinul FELIX HAUSDORFF (1868 —1942) ve zndmé
monografii [9] z r. 1914. EDUARD CEcH (1893 — 1960) je autorem knihy Bodové mnoZiny
[4], ktera vysla r. 1936 a byla na svoji dobu velmi moderni. Vysla pouze Cesky, ale byla
to jedna z prvnich monografii, které byly vénovany metrickym prostoram.

Linearni prostory opatfené normou jsou zaroven MP, jejichZz metrika je definovéana
pomoci této normy. Jde o strukturu méné obecnou, nezli je MP. Naproti tomu systém
vSech otevienych mnozin MP tvofi tzv. topologii v tomto prostoru, a tak MP jsou
specidlnim pripadem topologickych prostori. U této struktury se sezndmime prakticky
pouze s jeji definici. Velmi dulezity bude i geometricky zptsob vyjadfovani, ktery budeme
pouzivat a ktery je zakladem komunikace v moderni matematice.
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Protoze historie vzniku vétsiny struktur je dosti slozita, odkazujeme ¢tenafre na his-
torické poznamky na konci Kapitoly 14. Pro povzbuzeni zvédavosti uvedme zakladni
data pro normovany linedrni prostor a pro topologicky prostor, kterd vsak jsou bez po-
drobnéjsiho vysvétleni zavadéjici. Se vznikem teorie normovanych linedrnich prostoru
lze svazat rok 1932, kdy byla publikovana kniha [1], kterou napsal STEFAN BANACH
(1892 — 1945) 1). Jednotlivé pojmy jsou ovsem stariiho data. Podobné lze sledovat vznik
topologie zpét az k pracim BERNHARDA RIEMANNA (1826 — 1866), ktery se prvni po-
kusil definovat topologicky prostor; viz [2], str. 138. Dalsim meznikem jsou préace, které
napsal GEORG CANTOR (1845 — 1918) v osmdeséatych letech 19.stoleti, v nichz zavedl
fadu topologickych pojmu (viz dale pojmy okoli, oteviené a uzaviené mnoziny apod.).

V této kapitole se seznamime s uzivanou terminologii a zédkladnimi pojmy. Pozname-
nejme koneéné, 7e je velmi obtizné stanovit autorstvi jednotlivych tvrzeni. Casto byva
tvrzeni spojeno obsahové s jinym klasickym tvrzenim z doby ddvno pfed vznikem obec-
nych struktur a pak se nékdy nazyva po objeviteli ptivodniho tvrzeni. Pfitom v nékterych
pfipadech je diikaz obecnéj$iho tvrzeni jednodussi. Ctenaie miize napadnout, Ze pak by
bylo lepsi postupovat od obecného tvrzeni k jeho specidlnim pripadim, a to alespon
v téch pripadech, kde jsou takové tvrzeni k dispozici. Ani to v8ak neni vidy rozumné ?).

12.2 Zakladni definice, priklady

Definice 12.2.1 (Fréchet 1906*). Necht P # () a necht funkce o : P x P — R m4
tyto vlastnosti:

(1) o(z,y) > 0 pro vSechna z,y € P, tj. o je nezdpornd funkce;

(2) o(z,y) =0, pravé kdyz = = y;

(3) o(z,y) = o(y,z) pro vSechna z,y € P, tj. o je symetrickd funkce;

(4) o(z,y) < o(z,z)+ 0(2,y) pro véechna z,y, z € P, tj. o spliiuje tzv. trojihelnikovou

nerovnost.

Potom g je metrika (fikdme: ,metrika na P“, i kdyz P neni definiéni obor p) a ¢islo
o(x,y) je vzddlenost bodi z,y € P; Casto se o g hovoii téZ jako o vzdalenosti na P.
Dvojici (P, ¢) nazyvame metricky prostor.

Poznamky 12.2.2. 1. Mnozina P je nosnd mno#ina metrického prostoru (P, o). Casto
se mluvi o ,metrickém prostoru P a rozumi se tim automaticky dvojice (P, o); s takovou
situaci jsme se jiz setkali u R.

2. Vlastnosti (1) — (4) z definice MP se uzivaji k definici MP nejéastéji, jejich podet viak
lze omezit. Je-li P # () a o funkce na P x P takovd, Ze pro vSechny body z, y, 2 € P
plati (2) a podminka

(@) o(z,y) < o(z2) +o(zy),
je (P, o) metricky prostor. Podrobny dtkaz lze jisté pfenechat ¢tenéfi, napovime-li mu,
ze kdyz do (4’) dosadime x = y, dostaneme podminku (1), a kdyz do (4’) dosadime

1) Jméno Banach mél po svoji matce Katarzyné Banach, kterou vSak nikdy nepoznal. Jeho
otcem byl Stefan Greczek a je zajimavé, ze byl, stejné jako Banach, samouk.

2) Prof. VosTECH JARNIK (1897 — 1970) hlésal nézor, ze prechod ke zobecnéni je mozny
v pfipadé, ze se zobecnuje nejméné ze dvou specidlnich pripadu.
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z = y, ziskdme podminku (3). Vlastnost (4) se lisf od (4’) (srovnejte pozici bodu z),
nebot jsme trojuhelnikovou nerovnost nepatrné modifikovali.

Definice 12.2.3. Bud P, C P, P, # (. Necht p; je restrikce o na P x P;. Potom
je (P1,01) zfejmé metricky prostor a nazyvame jej podprostor metrického prostoru P.
O metrice p; fikdme, Ze je na Py indukovdna z (P, g). I kdyz je to nedisledné, znacime
ji Casto stejné: piSeme opét p misto ;.

Umluva 12.2.4. Casto budeme zavadét pojmy pro podmnoziny (P, ¢) implicitné: zave-
deme je pouze pro cely prostor, budeme je vSak pouzivat i pro podmnoziny prostoru P,
chapané jako jeho podprostory. Na zakladé tohoto principu napf. staci zavést jen pojem
omezeny prostor (P, o) a je automaticky definovdna i omezend mnozina M C (P, p):
budeme-li mit definovan omezeny MP, budeme jiz védét, co to je omezend mnozina
v MP.

Déle uvedeme vétsi podet piikladi, na které se budeme pozdéji odvolavat. Ctenar
by si je mél dikladné promyslit; nejprve uvedeme dalsi dilezitou definici:

Definice 12.2.5 (F. Riesz 1910). Necht X je linedrni prostor (neboli vektorovy pros-
tor) nad polem R nebo nad polem C. Necht je na X definovana redlna funkce p s témito
vlastnostmi:

(1) p(z) > 0 pro vSechna z € X,

(2) p(z) =0, pravé kdyz = = 0,

(3) p(ax) = |a| p(x) pro véechna o € R a vSechna z € X,
(4) p(x +y) < p(x) + p(y) pro viechna z,y € X.

Tato funkce se nazyva norma na X; budeme pro ni zpravidla uzivat oznaceni || - ||, resp.
jeho rtzné modifikace; piSeme tedy napt. ||z|| misto p(z). Dvojice (X, p) je normovany
linedrni prostor nad polem R (nebo nad C). °).

Poznamka 12.2.6. Nelze zcela pominout historii vzniku linedrniho prostoru. Axioma-
tickou definici podal r. 1888 GIUSEPPE PEANO (1858 — 1932) v knize Calcolo geomet-
rico secondo; kniha zistala delsi dobu malo zndma. Mezi jeho predchidce jsou fazeni
BERNARD BOLZANO (1781 — 1848) (1804), EDMUND NI1COLAS LAGUERRE (1834 — 1886)
(1867), HERRMAN GUNTHER GRASSMAN (1809 — 1877) (1844, 1862). Na Peana navézal
SALVATORE PINCHERLE (1853 — 1936) (1896/97), ktery je po Peanovi znam jako autor
druhé knihy o LP (1901), a celd italskd matematicka skola.

Pojem normovaného linearniho prostoru se objevuje poprvé patrné v praci, kterou
napsal r. 1910 FREDERIK (FRIGYES) RIESZ (1880 — 1956), a v nékolika pracich z let
1920 — 1922, které napsali EDUARD HELLY (1884 — 1943), HANS HAHN (1879 — 1934),
NORBERT WIENER (1894 — 1964) a Banach.

Piiklad 12.2.7 (velmi dulezity). V kazdém normovaném linedrnim prostoru je pfiro-
zenym zpusobem definovana metrika, takze kazdy normovany linearni prostor je zaroven

3) S normovanym linearnim prostorem nad polem C viech komplexnich &isel v tomto textu
nebudeme pracovat.
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i MP; proto lze do normovanych linedrnich prostorti snadno vSechny pojmy z teorie MP
prenést. Staci definovat
,Q(x,y):p(x—y), z,y € X,

a dokazat, ze o je metrika. To je snadné, nebot vlastnosti metriky (1) — (3) jsou zfejmé.
Z trojihelnikové nerovnosti (4) pro normu plyne trojihelnikovd nerovnost (4) pro met-
riku:

oz, y) =p(z —y) <p(z —2) +p(z —y) = o(z,2) + o(2,9) .-
Za této situace zpravidla rikame, ze metrika o je generovdna normou p.

Poznamka 12.2.8. Naopak to neni pravda, na linedrnim prostoru definovand metrika
nemusi s jeho linedrni strukturou vibec souviset. Lze vSak snadno zjistit vice. Je-li p
metrika na X, generovand normou p, plati pro vsechna z,y,z € X a vSechna a € R
identity

olx+zy+z)=plx+z-y—z)=pl—y) = o=y,
o(aw, ay) = plax — ay) = |ajp(z — y) = |elo(z, y) -
M34-li metrika o na linedrnim prostoru X tyto dvé vlastnosti, lze ji vytvofit pomoci
normy p, polozime-li p(z) = (0, z): vlastnosti normy (1) —(3) jsou zfejmé, vlastnost (4)
plyne ze vztaht
p(z+y) =00,z +y) < 00,2) + o(r,z —y) =
=0(0,2) + o(x —z,z —z —y) = 0(0,2) + 0(0,y) = p(z) + p(y)

Piiklad 12.2.9. Mnozina R! := R spolu s funkci

Q(£C7y):|$—y|7 $7y€R17

tvofi MP; tento prostor je ndm jiz dtivérné zndmy, o vzdélenosti bodd v R jsme jiz (¢asto
v intuitivni roviné) mluvili. V dal$im budeme ze znalosti tohoto prostoru ¢asto ziskavat
motivaci k dalsimu postupu. Mnoho véci 1ze jen s malymi zménami z tohoto MP pfevzit
a zobecnit.

Piiklad 12.2.10. Necht (P1, 01) a (P2, 02) jsou MP. Jestlize jsou dvojice z1 = [z1, y1],
z2 = [x2,y2] prvky P1 X P», definujme na P; X P funkci

0 (21, 22) == o1(w1, 22) + 02(y1,%2) -

Potom je (P1 x P2, ) ziejmé rovnéz MP. Je ,, 0 = o1 + 02, coz je pouze dobrd pomucka
k zapamatovani.
Podobné: Jsou-li (X1,p1), (X2,p2) normované linedrni prostory a polozime-li

p([z1,22]) = p1(z1) + pa(22), z1 € X1, o2 € Xa,

je p norma na X; x Xa; mizeme si ji pamatovat jako normu ,,p = p1 + p2“.
V obou pifipadech je ovéfeni vsech vlastnosti véetné trojuhelnikové nerovnosti pro
metriku o i normu p trivialni.

Definice 12.2.11. Prostor (P1 X P, 0), ktery jsme takto vytvorili, se nazyva soucin
metrickych prostori (Pi,01) a (P2, 02); nékdy fikdme podrobnéji ,se souc¢tovou metri-

kou“.
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Poznamka 12.2.12. Obecnéji se obdobné definuje sou¢in (P X -+ X Pp,0) a také
soucin normovanych linedrnich prostord (X1 x --- X Xm,p) pro m prostort, m € N,
m > 2. Ctenaf jisté uhodne, jak lze zavést metriku ,,01+024 - -40m“ v PL X Py X+ X Py,
resp. normu ,pi +p2 + -+ pm“ v X1 X Xo X oo X X

Priklad 12.2.13. Necht (P, g) je libovolny metricky prostor. Ukazme, Ze pak je

0'(.’1}7y) :_Mv x7y€P7

~ 1+ o(z,y)
také metrika na P. Polozime-li
a:=o(z,z), b:=ozy), c:=o(yz),
jsou a, b, c nezaporna cisla, pro néz a < b + c¢; mame dokézat, ze

a b c
< +
1+a ~14+b 1+c

(12.1)

Vynésobenim soucinem jmenovatelt dostaneme ekvivalentni nerovnost
a(l+b)(1+c¢)<bA+a)l+c)+c(l+a)l+b),
a po roznasobeni dalsi nerovnost

a+ ab+ ac+ abc < b+ ab+ bc+ abc + ¢ + ac + bc + abe,  resp.
a<b+c+2bc+ abc.

Protoze posledni nerovnost zfejmé plati, plati i ekvivalentni nerovnost (12.1). Protoze o
ma ziejmé prvni tii vlastnosti metriky, je (P,o) MP. Za povsimnuti stoji fakt, Zze o je
omezena funkce: plati o < 1.

12.3 Eukleidovsky prostor

Velmi ¢asto pracujeme s mnozinou vSech usporadanych m-tic redlnych ¢isel. Tuto mno-
zinu budeme nazyvat aritmeticky m-rozmérny prostor a znacit A". Z hlediska algebry
je to linedrni (= vektorovy) prostor, definujeme-li s¢itani dvou m-tic

T=[21,%2, - Tm ]y Y=[Y1,Y2,-,Ym] (12.2)

a nasobeni m-tice ¢islem ¢ € R rovnostmi
r+y=[x1+y1,z24Y2, s Tm+Ym|, cr=][cT1,CTay...,CTm]. (12.3)
V souvislosti s (12.3) fikdme, Ze s¢itdme a nasobime po souradnicich (nebo po sloZkdch.)

Je-li X linearni prostor (nad R), iikdme, Ze funkce pfifazujici (usporddané) dvojici
[z,y] € X x X &islo (z,y) je skaldrni soucin na X, jsou-li splnény tyto ¢tyfi podminky:

(1) Pro kazdé = € X je (x,z) > 0.
(2) Rovnost (x,z) = 0 plati, pravé kdyz je x = 0.
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(3) Pro kazdé dva body =,y € X je (z,9) = (y,z) *).
(4) Jsou-li z,y,z € X libovolné body a a, 8 € R libovolna ¢isla, je

(az + By, z) = a(z, 2) + By, 2) . (12.4)

Podminka (3) vyjadfuje symetrii skaldrniho soucinu, podminka (4) jeho linearitu
v ,,prvni proménné“. Jejich kombinaci ziskame belinearitu skalarniho soucinu, tj. platnost
identity
(az + By, yu + 6v) = ay(z,u) + ad(z,v) + By(y,u) + Bo(y, v) (12.5)
pro kazdou ¢tvefici bodu z, y,u,v € X a kazdou ¢tvefici éisel a, 3,7, € R.
Predpokladejme, zZe je v prostoru X zaveden skalarni soucin a definujme

Izl == /(z,2), z€R. (12.6)

Tvrdime, ze (12.6) je skuteéné norma. Podminky (1) a (2) z definice normy plynou
z vlastnosti (1) a (2) skalarniho soucinu. Protoze je

laz|| = V(az, az) = Va2(z,2) = |a] ||z,

je splnéna i podminka (3). K dikazu trojuhelnikové nerovnosti budeme potiebovat
tzv. Cauchyho nerovnost

Iz, 9)] < [l lyll, (12.7)
platnou pro kazdé dva body x,y € X. Pak je totiz

lz +yl* = (@ +y, 2 +y) = llal® + llyl* +2(z,y) <

< lell® + llyll* + 2l - Iyl = Ul ] + llyll)®

a staci jen odmocnit nerovnost mezi prvnim a poslednim vyrazem, abychom dostali
trojihelnikovou nerovnost (3) pro normu.
Zbyva dokazat Cauchyho nerovnost (12.7). Ze vztahu

0 < (az — y,ax — y) = o[lz|* - 2a(z,y) + |ly[|”
vyplyvé, ze polynom (v proménné «) vpravo ma nekladny diskriminant, tj. Ze je
4z, y)* — 4|z)|?|ly||* < 0. Odtud plyne (z,y)* < ||z|?||y||?, z ¢ehoz odmocnénim do-

staneme Cauchyho nerovnost (12.7).

Umluva 12.3.1. Je-li na prostoru X zaveden skalarni souéin, budeme mléky piedpo-
kladat, Ze je tam zavedena i norma rovnosti (12.6) a metrika rovnosti o(z,y) = ||z — y||;
budeme mluvit o normé a metrice indukované (zavedenym) skaldrnim sou¢inem.

Uzijeme-li oznaceni z (12.2) a polozime-li

(@,9) = > Tk U, (12.8)

4) Pii praci s m-ticemi komplexnich éisel nad polem C ma tato podminka tvar (z,y) = (y, x).
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zavedli jsme tim v A™ skaldrni souéin, protoze platnost podminek (1) —(4) plyne z béz-
nych pravidel elementarni algebry. Norma, resp. metrika indukovana timto skalarnim
soucinem je pak definovana rovnosti

m m

1/2 1/2
ol = (D ten ), resp. oa(ey)i= (D lan—wel?) (12.9)
k=1 k=1

a nazyvaji se eukleidovskd norma a eukleidovskd metrika. Aritmeticky prostor A™ s touto
normou (metrikou) se nazyva m-rozmérny eukleidovsky prostor a znac¢i se R™. Je vhodné
mit na paméti, ze tato metrika je generovana normou, vzniklou ze skalarniho soucinu
(12.8).

Do mnoziny A™ je ¢asto vyhodné zavést i jiné normy; muZeme je nazvat souctovd a
mazimovd (rozlisime je opét indexy, jejichz logika bude pozdéji zfejma):

el = lea] 4+ 2], alloo == max{lerl, .., lem]} (12.10)

Snadné ovéfeni, ze jsou to normy, lze prenechat Ctenari. Méfeni vzdalenosti pomoci
prislusnych metrik

o1(z,y) == |lz1i—y1| + - + [Tm—Ym],

(12.11)
0oo(2,y) = max{|x1—y1|, ..., [Tm —yml|}

popiseme pro jednoduchost jen pro pfipad m = 2. V obou pfipadech utvorime tsecky
U= {[1’1—|—t(y1—1}1),$2] ite [07 1] } y Ui= {[y1,$2+t(y2—2172)] HEAS [07 1] } :

Predpokladame-li, Ze x1 # y1 a x2 # y2, jsou to usecky, z nichZ prvni je rovnobézna
s osou z a druhd s osou y, které dohromady tvofi lomenou éaru spojujici body [z1, z2]
a [y1,92] ®). Vzdélenost bodii [x1,22] a [y1,y2] je v piipadé prvni z metrik v (12.11)
rovna souctu délek usecek u a v, tj. délce lomené cary, zatimco ve druhém piipadé
z (12.11) je to délka nejdelsi z obou usedek.

Definice 12.3.2. Dvé normy p, ¢ na témz linearnim prostoru X se nazyvaji ekvivalentni
(v X), existuji-li konstanty C, D € (0, +00) tak, Ze pro vSechna z € X je

Cp(z) < q(z) < Dp(z). (12.12)

Poznamka 12.3.3. Misto ,normy p, ¢ jsou ekvivalentni“ budeme ¢asto fikat ,,p je ekvi-
valentni s ¢“. Definice je korektni, protoze podminky v ni uvedené jsou vzhledem k p, ¢
symetrické: Plati-li nap¥. (12.12), je D™ q(x) < p(x) < C~'¢(x), rovnéz pro viechna
zeX.

Lemma 12.3.4. Ve vzorci (12.9) definovand eukleidovskd norma a normy ze vzorce
(12.10) gsou na A™ ekvivalentnd.

Diikaz. Snadno nahlédneme, Ze pro vSechna z = [z1,...,2m]| € A™ a pro vSechna
k=1,...,m, plati
[#]loo < [lzfl2 < llzflt < m - 2]l - (12.13)

5) Je-li 1 = y1 (resp. x2 = y2), ,redukuje se“ tisecka na bod a situace se zjednodusi.
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Prvni nerovnost plyne ze ziejmé nerovnosti |zx| < z1|2 + -+ |zm|?, kterd plati
)

pro k = 1,...,m, pfechodem k maximu vzhledem ke k vlevo, druhé je ekvivalentni

s evidentni nerovnosti mezi ¢tverci obou stran a tfeti nerovnost je rovnéz jisté zfejma. [

Poznamka 12.3.5. Ekvivalence norem na A™ se Casto pouZziva. Lze dokonce dokézat,
ze na A" ¢ obecnéji na kazdém linedrnim prostoru konecné dimenze, jsou vSechny normy
ekvivalentni. Tato véta patii k zakladnim tvrzenim funkcionalni analyzy; viz napf. [11],
Véta 13.9, nebo [15], Véty 3.1-D a 3.12-A.

Priklad 12.3.6. Na linearnim (nekoneéné rozmérném) prostoru C([a,b]) lze také defi-

f €C(la,b]) polozme
[ flloo := max{|f(t)]; t € [a,b]} (12.14)

a dokazme, Ze je to norma na prostoru C([a,b]). Protoze podminky (1)—(3) z Defi-
nice 12.2.5 jsou jisté zfejmé, zbyva proto dokazat trojuihelnikovou nerovnost (4). Protoze
vSak relace

I(F +9)(@)| = |f(z) + g()| < [f (@) + |g(x)| < [ fllee +lglloo

plati pro vSechna = € [a,b], sta¢i pfejit k maximu vlevo.

Ukazme nyni, Ze rovnost
b
/112 ::/ lf(#)]de, (12.15)

definuje dalsi normu na C([a,b]) ). Ovéime pro || - || vlastnosti normy. Jestlize existuje
u € [a,b] tak, ze | f(u)] =: ¢ > 0, pak lze nalézt takové kladné ¢islo & > 0 a takovy bod
v € (a,b), ze Us(v) C [a,b] a zaroven f(t) > ¢/2, t € Us(v). Potom

/:Ifl—/:6|f|+/jj|f|+/ﬂié|f|>./:jc/2—06>07

z ¢ehoZ plyne vlastnost (2) této normy. Vlastnost (3) plyne z rovnosti |c|’ f’ = ’cf| a
vlastnost (4) z nerovnosti |f + g| < |f| + |g] a monotonie integralu.

Priklad 12.3.7. Necht pro vSechna n € N jsou funkce f, definovany tak, ze fn(t) =0
pro t € [0,27™] U [27™, 1]. Stied intervalu [27™,27" '] o délce 27" lezi v bodé
Sp 1= 3/2"“. Polozime nejprve fn(sn) = 1 a pak na obou intervalech [27",s,] a
[sn,27 "] definujeme f,, linearné. Snadno nahlédneme, Ze po Gastech linearni (a tedy
spojité) funkce f jsou linedrné nezivislé funkce z prostoru C([0,1]). Nékolik prvych
funkei posloupnosti {f»} je zndzornéno na néasledujicim Obr. 12.1:

6) Zde jde o ,integralni“ normu || - ||. Vyznam indexu ,1“ se ¢tenafi ozfejmi pozdéji.
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Obr. 12.1.

Piiklad 12.3.8. Necht —0o < a < b < 0. Pro normy z Pfikladu 12.3.6 na C([a,b])
zfejmé plati pro vechna t € [a, b] nerovnost |f(t)] < || flle, a tedy

b
11 s/ 1o dt = (b— a) | fllo ;

Tyto normy vSak nejsou ekvivalentni. Zvolme [a,b] = [0, 1]; necht f, jsou definovany
jako v predchazejicim Prikladu 12.3.7. Potom

. ) . .
klglgo(||fk||0<>/”fk||1) = klirxgo (ka”l) _ ;}E{}O oht1 _ oo,
a tedy pro zadné C < oo neplati pro vSechna k € N odhad || fi]lec < C || fxl1-

Ucelenéjsi pohled na normy, které jsme dosud definovali, véetné logiky standardniho
oznacCeni pomoci indexi, poskytuje nasledujici vyklad. Poznamenejme, ze se zde opét
priblizujeme tésné k partiim, které jsou predmétem funkciondlni analyzy.

Lemma 12.3.9 (Rogers 1888, Holder 1889"). Pro kaZdd cisla p,q € (0,00) splriu-
jict podminku p + q = pq, neboli
1 1
p q
a kaZdé dva body [z1,...,Zm], [Y1,---,Ym]

i |Tryr | < (i | g |p) v : (i | Y |q)1/q. (12.17)
k=1

=1, (12.16)

z A™ plati nerovnost

Dikaz. Je ziejmé, ze staci vySetfovat pripad, kdy vsechna ¢isla xx a yr jsou nezaporna
a kdy v (12.17) nemusime psat absolutni hodnoty. ProtoZe nerovnost plati, je-li bud
zr = 0 pro vSechna k, nebo y, = 0 pro vSechna k, pfedpokladejme, ze oba vyrazy

m 1/p m 1/(]
A= <Z :ci) , B:= (Z yZ)
k=1 k=1

jsou kladné. Polozime-li pak X := zx/A, Yi := yr/B, je ziejmé

STTIR S
k=1

=1
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Je-1i pro néjaké k bud X = 0 nebo Yi = 0, nerovnost
Lyr 1y
XY < _Xk+_Yk (12.18)
p q
jisté plati. Je-li Xy, Y% € (0,00), polozme sy := p log X, tx := q log Y3 a dokazme, Ze

t 1 1

exp<8—k—|——k> < = expsk + — expti. (12.19)
p q p q

Pro s, = ti neostra nerovnost plati, protoze s ohledem na (12.16) v ni nastédvé rovnost.

Je-1i s # t, je vlevo hodnota exponenciély v konvexni linedrni kombinaci bodt sy a tx a

nerovnost (12.19), a s ni ekvivalentni nerovnost (12.18), plyne z konvexity exponencialy.

Sec¢tenim nerovnosti (12.18) pro k =1,2,...,m dostaneme
I op  Inmgg 1,1

NoXV <Y XP+-> Vi=-4-=1, (12.20)
k=1 P4 =1 P q

a po evidentni tpravé nerovnost

m m

> akyn < (Z xi)l/p- (zm: yZ)l/q ; (12.21)
k=1

k=1 k=1
kterou jsme méli dokéazat. O

Lemma 12.3.10 (Minkowski 1896). Pro kaZdé p, 1 < p < o0, a kaZdé dva body
e=[z1,. . xm ], y= [y, ym] 2 A je

o 1/p e 1/p e 1/p
(D tae+uel?) " < (X lael) T+ (X lwel?)
k=1 k=1 k=1

Dikaz. Lze predpokladat, ze vyraz vlevo je kladny, jinak nerovnost zfejmé plati. Vy-
jdeme z identity

(xr +yx)” = zi(er +ye)” " 4 yr(@e +yr)? "

Pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost pro absolutni hodnotu a vzniklé nerovnosti secteme
pro vSechna k = 1,...,m, ¢imz obdrzime

STlae+yel? <3 lenl [or+ue"7 > lywl ok + ol (12.22)

k=1 k=1 k=1

Z Holderovy nerovnosti (12.21) dostaneme

m

Z || |:Ck + Yk ’p71 S(

k=1 k

> lyel [+ P <(

k=1

m

| T |p)1/7’ ' (Z | Tk + Yi |(p71)q> e )
k=1
el?) " (3 L e 0 70)

k=1

NERANgE

ES
Il
—
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a odtud seCtenim

Slaetul” < (3 Taetuel”) - (Dl + (3 we)7) . (12.23)
k=1 k=1 k=1 k=1
Nyni stac¢i délit prvym vyrazem na pravé strané celou nerovnost (je rtzny od 0), a

s ohledem na 1 — 1/¢q = 1/p dostévame dokazovanou Minkowského nerovnost. O

V nésledujicim lemmatu popiSeme dalsi moznost zavedeni normy na A™. Takovych
norem je dokonce nekone¢né mnoho.

Lemma 12.3.11. Pro vSechna © € A™, x = [z1,...,2m ], 1 < p < 00, definujeme
i 1/p
el = (3 laal”) (12.24)
k=1
Funkce || - ||p definovand na A™ je norma na A™.

Dikaz. Vlastnosti normy (1) —(3) jsou zfejmé. Trojihelnikova nerovnost pro normu ||-||,
je vlastné Minkowského nerovnost, takze po prepisu dostavame

e+ yllo < el + Iyl
coz jsme méli dokazat. |
Priklad 12.3.12. Pro kazdé x € A™ plati

Jim ol = lJoll (12.25)

Zvolme libovolné x € A™; odhad

m

(llllo)” Z Kl < m(llflo)”

po umocnéni na 1/p dava nerovnost

1
lzlloo < llally < m'” ||zl

ze které plyne (12.25) limitnim pfechodem pro p — oco. Nyni je nejen jasné, proc¢ se
pro maximovou normu uziva oznaceni || - ||oo, ale i to, Ze normy || - ||, jsou pro vSechna
p € (1,400) ekvivalentni s normou || - ||co-

Umluva 12.3.13. Nyni je jiz étenaii jisté jasné, jaky je vyznam indext, které jsme
pouzivali k rozliSeni riznych norem na linedrnim prostoru A™. Analogické oznaceni se
uziva i pro ,integralni pripad“, kdy klademe pro 1 < p < oo

= ([ 1)

my jsme se vSak zminili pouze o pfipadu p = 1 pro prostor C([a, b]). Poznamenejme, ze
tak, jako se uzivd R™ pro (A™, || - ||2), zavadi se oznaceni £5, pro (A™, || - ||p)-
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Poznamka 12.3.14. Jestlize bychom pracovali s linedrnim prostorem vsech posloup-
nosti © = {zx}3Z; s redlnymi nebo komplexnimi ¢leny, pro které je (377 |zx|” WP < o0,
lze na ném podobnym zpusobem jako v (12.24) definovat normu: Staéi nahradit horni
mez u sumy symbolem oco. Vznikly normovany linedrni prostor s normou || - ||, se obvykle
znadi (7; v tomto pfipadé se vSak pracuje s fadami, nikoli s koneénymi soucty.

12.4 Dalsi pojmy a priklady

Definice 12.4.1. Pro kazdé dvé mnoziny M, N C (P, ) definujme jejich vzddlenost
rovnosti

dist(M, N) := inf{o(z,y);z € M,y € N}. (12.26)

Jsou-li obé mnoziny neprazdné, je jejich vzdalenost nezaporné cislo. Je-li alespon
jedna z nich prazdna, je jejich vzdalenost rovna +oo. Pokud M N N # (), je samoziejmé
dist(M, N) = 0, vzdalenost dist(M, N) vsak miize byt rovna 0 i pro M, N disjunktni.

Definice 12.4.2. Primér mnoziny M C (P, ¢) definujeme podminkami

. sup{g(ny); T,y € M}7 je'li M 7é 0)
diam(M) := { 0 ki M =0

Rikame, 7e mnozina M C (P, o) je omezend, je-li diam(M) < oo 7).

Oznacdeni 12.4.3. Je-li jedna z mnozin M, N jednobodova, rovna {z}, piSeme misto
dist({z}, N), resp. dist(M,{z}) kratce dist(xz, N), resp. dist(M,z) nebo jen d(z,N),
resp. d(M, z). Je-li ) # A C P, nazyvame éislo da(z) := d(z, A), x € P, vzddlenost bodu
x od mnoziny A. Funkci d4 nazyvame Casto vzdalenost od A.

Priklad 12.4.4. Je-li X # 0, miizeme na X zavést diskrétni metriku o tak, ze definujeme
o(z,y) = 0 pro x = y a o(z,y) = 1 pro x # y, x,y € X. Metricky prostor (X, o)
se nazyva diskrétni prostor; je jednoduchym piikladem tzv. ultrametrického prostoru.
Metricky prostor nazyvame ultrametricky, pokud mé jeho metrika o vlastnosti (1)—(3)
z Definice 12.2.1 a vlastnost

4")  o(z,y) <max(o(z,2), 0(2,9) , z,y,2€X.

Snadno nahlédneme, ze z (4”) vyplyva (4), nikoli v8ak naopak: V ultrametrickych prosto-
rech plati trojihelnikova nerovnost v zesileném tvaru. Ultrametrické prostory maji fadu
vlastnosti, které se z hlediska nazoru mohou zdat zvlastni az patologické; doporucujeme
Ctenari, aby u zavadénych pojmu prihlédl i k tomu, co znamenaji v diskrétnich prosto-
rech. Byva to jednoduché a ¢tenarfova predstava o smyslu toho kterého pojmu se tim
rozsifi. Je napt. ziejmé ze kazdy diskrétni prostor (P, ¢) je omezeny, nebot diam(P) < 1.

Priklad 12.4.5. Dokazme nerovnost, ze které pozdéji vyplyne, ze vzdélenost bodu od
mnoziny da(z) je spojita funkce na P. Necht A # (). DokéZeme nejdiive, ze pro kazdé
dva body z,y € P plati nerovnost

da(z) < da(y) + o(z,y) - (12.27)

7) Omezenost zavedl Fréchet v [7] ekvivalentnim zptisobem, aviak bez pomoci diam(M).
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Dtikaz je velmi jednoduchy: v nerovnosti o(z,z) < o(z,y) + o(y, z), platné pro vSechna
z,y,z € P, pfejdéme k infimu pres vSechna z € A. Vztah je symetricky v x a y, plati
tedy i nerovnost analogickd k (12.27), v niz jsou proménné z a y zaménény. Z obou
téchto nerovnosti dostavame

|da(z) —da(y)| < e(z,y). (12.28)

Definice 12.4.6. Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory a necht existuje prosté zob-
razeni T prostoru P na @, spliwujici pro vSechna z,y € P rovnost o(z,y) = o(T(x),T(y)).
Potom fikdme, ze prostor P je izometricky s Q). Zobrazeni T nazyvame izometrii pro-
stori P a Q. Rikdme dale, Ze prostory P, Q jsou izometrické, jestlize existuje alespor
jedna izometrie prostoru P, Q.

Poznamky 12.4.7. 1. Definice je korektni, protoze vztah je symetricky: Je ziejmé
io(u,v) = o(T(u), T7'(v)) pro viechna u,v € Q.
2. Gaussova rovina C vSech komplexnich &sel je izometrickd s R?. Izometrii T' zde je
zobrazeni, které kazdému z = x + iy € C pfitadi bod [z,y] € R?. Skutetné, jestlize
21 = T1 +iy1, 22 = T2 + iy2, je
1/2

o(z1,22) = |21 = 22| = (@1 —22)* + (01 —2)*) ",
3. Oznadime-li C1 := {z = z + iy € C; y = 0}, je C1 izometricky s R'. Podrobngji,
podprostor C s metrikou indukovanou z (C, g) je izometricky s R

4. Je-li T prosté zobrazeni mnoziny P do metrického prostoru (Q, o), lze jednoduse z P
vytvotit MP tak, aby T byla izometrie (P, 0) a (T(P),0); sta¢i definovat na P metriku
o predpisem

o(z,y) = o(T'(2),T(y)), =zye€P.

Toto je jedna z cest, pomoci niz lze definovat dalsi MP.

Pojmy invariantni vii¢i izometrickym zobrazenim se nazyvaji metrické. Jsou-li (P, g),
(Q,0) izometrické prostory, maji metrické pojmy v obou prostorech zcela analogické
vlastnosti. Kazdému vyroku (definici, vété) v P odpovida analogicky vyrok (definice,
véta) v Q. Znamend to napiiklad, ze nékterd tvrzeni staci dokdzat v jednom prostoru a do
ostatnich s nim izometrickych se izometrii ,,pfenesou”. Vzhledem k tak velké podobnosti
izometrickych prostort se nékdy rika, ze jde o tentyz prostor s jinym oznacenim bodi
(stov. C a R?).

Priklad 12.4.8. Na prostoru R* definujme zobrazeni do R

_r , jelizeR,
T(z):={ 1+l (12.29)
+1, je-li x = £o0.

Snadno nahlédneme, ze T je prosté zobrazeni R* na interval [—1,1]. Za (Q, o) volme
interval [ —1,1] s metrikou indukovanou z R' a definujme pro viechna z,y € R*

p(r,y) =|T(z) - T(y)|.

Tak jsme ziskali dvojici izometrickych prostord a opatfili R* metrikou. V této metrice
(patfi mezi tzv. redukované metriky) je R* omezeny prostor, protoze jeho pramér je 2.
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Definice 12.4.9. Je-li z € (P,p) a 0 < r < 00, nazyvame mnoziny

B(x,r) = {y € P;Q(l’,y) < 7'}7
K(z,r):={y € P;o(x,y) <r}, (12.30)
S(:E,?") = {y € P;Q(l’,y) = 7'}

postupné po fadé oteviend koule, uzaviend koule a sféra o stfedu x a poloméru r (v pro-
storu (P, 9)). Bude-li nutno vyznadit zavislost na metrice, budeme psat napf. By(x,r)
apod.

Poznamka 12.4.10. V linedrnim prostoru se velmi ¢asto se pracuje s kouli o stfedu
0 a poloméru 1. Tu pak nazyvame obvykle jednotkovd koule. Funkce f,, n € N, z Pii-
kladu 12.3.7 jsou prvky uzaviené jednotkové koule v prostoru C([0,1]), které nelezi
v oteviené jednotkové kouli tohoto prostoru. Lezi vSak na jeho jednotkové sféfe. Za po-
vSimnuti stoji fakt, ze vzdalenost kazdych dvou z téchto funkci je zfejmé rovna 2 a ze je
téchto funkci nekonecéné mnoho.

Piiklad 12.4.11. Je snadné si rozmyslit, Ze v diskrétnim prostoru je

B(z,r) :={z}, jei 0<r <1, B(z,r) =P, jelir>1,
K(z,r):={z}, jeli0O<r<1, K(z,r)=P, jelir>1, (12.31)
S(z,r):= 0, jelir#£1, S(z,r) =P\ {z}, jeli r=1.

Geometrické predstavy z roviny a trojrozmérného prostoru jsou pohodlnou a casto
dobrou pomtckou, nelze je vSak prenaset mechanicky do libovolného MP. Koule o po-
loméru r a libovolném stiedu ma v R® promeér 2r a étenaf jisté snadno dokéze, ze
v obecném prostoru (P, g) plati nerovnost diam(K(x,r)) < 2r. Pfipometime, zZe tato
nerovnost miize byt ostra: V diskrétnim prostoru (@, o) dokonce pro kazdé = € Q je

diam(K(z,1/2)) =0< 1/2,

takze primér koule mize byt mensi nez jeji polomeér.

Doporucujeme ¢tenaii uvazit, ze napt. ma-li diskrétni prostor nekone¢né mnoho riz-
nych bodt, potom pro libovolné a € P sféra S(a,1) obsahuje nekoneéné mnoho ote-
vienych kouli o st¥edech z P \ {a} a poloméru r = 1, pfi¢emz vSechny tyto koule jsou
navzajem disjunktni. Podobné prekvapeni skytaji vSechny ultrametrické prostory.

Nasledujici obrazek ukazuje geometricky tvar jednotkové koule v A? ve velmi ¢asto
pouzivanych metrikdch generovanych normami || - ||, pro p = 1,2, co.

Z obréazku snadno vyéteme (u Sipek uvddime indexy norem, pomoci kterych jsou
koule s riznymi poloméry zndzornény) inkluze pro koule v norméch || - |loc, || - |l2 &
| -]]1. Srovnejte s (12.13). VSimnéte si, Ze nap¥. nejmensi koule v normé || - ||1, obsahujici
jednotkovou kouli v normé | - ||sc, mé polomér rovny 2.
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2
o0
Schéma norem
v prostoru R2
0 1 2
1
Obr. 12.2

Obr. 12.2 zaroven nazorné ilustruje ekvivalenci norem z Lemmatu 12.3.4 pro ptipad
prostoru R?. Ekvivalenci norem si totiz mtizeme predstavit tak, Ze kouli K,(0,1) v uva-
zovaném prostoru s metrikou p lze vepsat kouli K, (0,71) a opsat K. (0, r2), pfi¢emz tyto
koule jsou definovany pomoci ekvivalentni normy o.

Definice 12.4.12 (Weierstrass 1860). Mnozinu G C (P, ¢) budeme nazyvat otevre-
nou (v prostoru (P, g)), jestlize pro kazdé x € G existuje r > 0 tak, ze B(z,r) C G.

Historicka poznamka 12.4.13. Na formovani tohoto pojmu se podileli i RICHARD
JuLius WILHELM DEDEKIND (1831 — 1916) praci z r. 1871 a Cantor praci z r. 1879.

Definice 12.4.14 (Cantor 1879). Mnozinu F C (P,p) budeme nazyvat uzavienou
(v prostoru (P, 0)), je-li mnozina P \ F oteviena.

Poznamky 12.4.15. 1. Oteviend koule B(z,7) C (P,0) je vzdy oteviend mnoZina;
k tomu sta¢i uvazit, ze pro kazdé y € B(z,r) je B(y,r1) C B(z,r), pro vSechna ri
spliiujici nerovnosti 0 < r1 < r — o(z,y).

2. Uzaviena koule K(x,r) je vidy uzaviena mnozina, protoze z nerovnosti o(z,y) > r
plyne, ze B(y,m1) N K(x,r) = 0 pro vSechna 1, 0 < r1 < o(z,y) — r.

3. V diskrétnim prostoru a dokonce obecnéji, ve vSech ultrametrickych prostorech, je
napt. K(z,r) i oteviend a B(z,r) i uzaviend mnozina. Jsou to tedy mnoziny soucasné
oteviené i uzaviené; nazyvame je proto obojetné mnoziny. V diskrétnim prostoru jsou
dokonce vsechny mnoziny obojetné.

4. Z Definice 12.2.3 je zfejmé, co je oteviend koule nebo otevienad mnozina v (M, g) pro

M C P. Zévorka v definici oteviené a uzaviené mnoziny ukazuje, kterou ¢ast definice
zpravidla v bé&zné fedi vynechavame. Je-li obecnéji M C P, pak podle Umluvy 12.2.4
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vime, co je mnoZina oteviend v M, v tom pfipadé ale ¢ast ,v M C (P, 0)“ nebo alesporii
»v M*“, vynechat nesmime. Pozdéji v Lemmatu 13.3.2 podame charakteristiku otevie-
nych mnozin v M pomoci otevienych mnozin (v (P, g)).

Definice 12.4.16 (Cantor 1872). Okolim bodu x v prostoru (P, ¢) rozumime
(1) v uzsim smyslu otevienou kouli B(z,r), r > 0,

(2) v $ir$im smyslu (coz budeme uzivat Castéji) jakoukoliv otevienou mnozinu G C P
obsahujici bod = € G ®).

Poznamenejme, e na podobnou situaci jsme zvykli z R!, kde jsme pracovali se
symetrickymi okolimi U.(z) bodu = a okolimi U(x) bodu z. Za okoli bodu z lze jesté
obecnéji povazovat kazdou mnozinu M, pro kterou existuje oteviend koule B(x,r) C M.
Neni obtizné si rozmyslit, ze je jedno, s jak obecnym pojmem okoli pracujeme.

Definice 12.4.17. Rikdme, Ze posloupnost {x,} bodl prostoru (P, o) konverguje k bodu
z € (P, p), je-li o(xn,z) — 0 (pro n — o0); je-li zfejmé, ve kterém prostoru pracujeme,
piseme kratce 2, — z. Ctenai snadno nahlédne, %e podminka x, — z je ekvivalentni
s kazdou z nasledujicich podminek:

(Ve > 0)(Ik e N)(Vn > k)(o(zn,x) <€),
(Ve > 0)(3k € N)(Vn > k)(zn € B(x,¢)).

Existuje-li z € P tak, ze z, — z, fikdme, ze posloupnost {x,} konverguje v P (nebo ze
je v P konvergentnt); pokud takovy bod x € P neexistuje, fikdme, ze posloupnost {z,}
v P diverguje (nebo ze je v P divergentns).

Poznamky 12.4.18. 1. VSimnéme si, ze pro z,y € (P,p) a ¢leny posloupnosti {zn}
z trojuhelnikové nerovnosti vyplyva

p(z,y) < p(z,2n) + p(®n,y)

a tedy Ze z x, — * a ©, — Yy pro n — oo vyplyva z = y; limita posloupnosti bodi
v (P, p) je urena jednozna¢né.

2. V této fazi vykladu by jiz mélo byt zfejmé, Ze znacnou ¢ast uvah, které jsme jiz
jednou délali pro specilni piipad, opakujeme. Velmi &asto ,pienadime pojmy“ z R do
obecnéjsiho kontextu a snazime se pro né dokézat tvrzeni podobna tém, ktera jiz z R*
zname. Pfitom vsak latku nejen zobeciiujeme, ale i prohlubujeme.

Priklad 12.4.19. Pro kazdou posloupnost bodi {z(™} = {[z{™ 2{”, ..., 2{ ]} bodi
z A" ax=[x1,22...,m] € AT je pro vSechna k zfejmé
o — | < 2™ = 2l < ll2™ =l = 2" - axl, (12.32)
k=1

z ¢ehoz plyne ekvivalence

(n)

(om(z™,2) =2 = 2]c = 0) <= (|2 — 21| — 0 pro vSechna k = 1,2,...,m).
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Konvergence v A™ v eukleidovské normé (a ve vSech norméch s ni ekvivalentnich) je
»konvergence po souradnicich®.

Tvrzeni 12.4.20. Oznacéme G(P) systém viech otevienych podmnoZin metrického pro-
storu (P, p). Potom plati:

(1) 0,Peg(P),

(2) je-li A # 0 libovolnd mnozina a Go € G(P) pro kaZdé o € A,
je UaeA Ga € g(P);

(3) je-li A+ () kone¢nd mnozina a Go € G(P) pro kazdé a € A,
je Naea Ga € G(P).

Diikaz. Tvrzeni (1) je trividlnim disledkem definice oteviené mnoziny. Jestlize je x € G,
G = U,ea Ga, existuje a € A tak, Ze © € Ga; protoze G, je oteviend mnozina, existuje
€ >0 a okoli Us () C G a tedy i U (z) C G. Tim je tvrzeni v (2) dokazano.

Stac¢i dokdzat t¥eti Cast tvrzeni: Necht A = {ax; k = 1,2,...,n}. Ozna¢ime-li nyni
G := Naca Ga =} Ga, a budeme-li pfedpokladat, ze = € G, existuji ¢isla 7 > 0 tak,
ze B(xz,r:) C Ga, pro k = 1,...,n; pro r := min{r1,...,r, } lezi okoli B(z,r) v G.
Tim je dokdzéano i tvrzeni (3). a

Poznamka 12.4.21. V kazdém metrickém prostoru (P, o) lze (pomoci otevienych kouli,
tedy konec koncii pomoci metriky o) definovat oteviené mnoziny a tak utvofit systém
G(P) vsech jeho otevienych podmnozin; tento systém se nazyva topologie prostoru (P, o)
a tvrzeni (1) —(3) popisuji jeho zdkladni vlastnosti.

Zobecnénim metrickych prostora jsou prostory topologické, definované jako dvojice
(P,7), kde P # { je mnozina a 7 n&jaky systém jejich podmnozin, ktery splituje pod-
minky analogické tém, které popisuji (1)—(3). Rikdme pak, Ze systém 7 je topologie
prostoru (P, T) a Ze mnoziny G € T jsou oteviené mnoziny prostoru (P, ).

Oteviené podmnoziny metrického prostoru (P, p) jsou (jednoznacné) uréeny jeho
metrikou. V pfipadé topologického prostoru (P, 7) definujeme oteviené mnoziny vybérem
systému 7; tento vybér je podiizen pouze trojici podminek:

(1) 0,P e

(2) je-li A C 7 libovolng podsystém systému 7, lezi sjednoceni vSech jeho elementii
vV T

(3) je-li A C 7 jakykoli konecny podsystém systému 7, lezi prinik vSech jeho elementii
v T

Poznamenejme, ze v obecnéjsich topologickych prostorech plati fada tvrzeni, ktera se
dokazuji zpravidla jen pro prostory metrické. Definujeme-li nap¥. v topologickém pro-
storu uzaviené mnoziny stejné jako v prostorech metrickych, tj. jako dopliky mnozin
otevienych, mizeme dokéazat jejich tii zakladni vlastnosti i v obecnéjsich topologickych
prostorech stejné snadno, jako v MP.

Poznamenejme jesté, ze pomoci vlastnosti tohoto ,,duélniho“ systému vsech uzavie-
nych mnozin 1ze opét topologii definovat.
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Tvrzeni 12.4.22. Systém F(P) vsech uzaviengch podmnozin prostoru P °) md tyto ti
zakladni vlastnosti:

(1) 0, P e F(P);

(2) je-li A C 7 libovolny podsystém systému F(P), lezi prinik viech jeho elementi
v F(P);

(3) je-li A C 7 koneény podsystém systému F(P), lezi sjednocent vsech jeho elementi

v F(P).

Diikaz. Protoze (), P jsou dopliiky otevienych mnozin P, ), plati (1). Dikaz tvrzeni (2)
a (3) této véty se provede pomoci de Morganovych pravidel (vzorec (1.3) z Kapitoly 1)
a podminek (2) a (3) z Tvrzeni 12.4.20. Jsou-li mnoziny F,, o € A, uzavfené, jsou jejich
doplitky G := P\ F, oteviené, pri¢emz

M Fa= () (P\Ga) =P\ | Ga; (12.33)
acA acA acA
protoze posledni sjednoceni je otevienda mnozina, je jeji dopln€k mnozina uzaviena. Tim
je dokdzano tvrzeni (2). Platnost tvrzeni (3) se ovéfi zcela analogicky. a

Poznamka 12.4.23. Pfechod od priuniku uzavienych mnozin ke sjednoceni jejich do-
pliikti v (12.33) budeme &asto uzivat pfi diikazech tvrzeni o MP, ¢asto tak dostaneme
jednoduse bez vétsi namahy dalsi zajimava tvrzeni.

Definice 12.4.24. Je-li M C (P, p), nazveme bod = € P

(1) wnitfnim bodem mnoziny M, existuje-lir > 0 tak, ze B(z,r) C M, tj.jestlize
M N B(z,r) = B(z,r);

(2) hromadnym bodem mnoziny M, kdyz pro kazdé r > 0 je mnozina MNB(z,r)
nekonecna;

(3) hraniénim bodem mnoziny M, kdyz pro kazdé r > 0 jsou obé mnoziny M NB(z,r)
i(P\ M)nN B(z,r) neprazdné;

(4) izolovanym bodem mnoziny M, existuje-li 7 > 0 tak, ze M N B(z,r) = {z};

(5) wné&jsim bodem mnoziny M, existuje-li 7 > 0 tak, ze B(z,r) C P\ M, tj. jestlize
MnB(z,r)=10;

(6) limitnim bodem mnoziny M, kdyZz existuje posloupnost {z1} bodt z M tak, ze
limg— oo Tk = .

Poznamky 12.4.25. 1. Nékteré pojmy zavedené v Definici 12.4.24 nemaji velkou sa-
mostatnou dulezitost a lze je lehce popsat jinym zpusobem: Bod x je vnéjsim bodem
mnoziny M, pravé kdyz je vnitinim bodem jejiho komplementu.

2. Je-li bod z izolovanym bodem mnoziny M, je {z} otevienou podmnozinou v podpro-
storu (M, p| M x M).

3. Bod z mnoziny M je vzdy jejim limitnim bodem, ale pokud je hromadnym bodem,
existuje k nému prostd posloupnost bodt x, € M, z; — x; izolovany bod x mnoziny M
je limitou posloupnosti bodt zx € M, pravé kdyz je {z} skoro konstantni (tj. existuje
n € N tak, ze {zn+k}7e je konstantni posloupnost).

9) Metrického, nebo obecngji topologického.
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4. Analogickych vztahti mezi riznymi typy bodu v zavislosti na M je mnoho, ¢tenér jisté
nékteré dalsi dokaze samostatné popsat. Diilezitéjsi jsou vSak mnoziny, které lze pomoci
téchto bodt definovat a vztah téchto mnozin k mnoziné M.

Definice 12.4.26. Mnozina vSech vnitinich bodt mnoziny M tvori vnitrek M° mnoziny
M, mnozina vSech vné&jSich bodt M tvori vnéjsek M. Mnozina vSech hrani¢nich bodi
M je hranice OM mnoziny M. Mnozina M := M UM se nazyva uzdvér mnoziny M.
Mnozinu M’ vsech hromadnych bodi mnoziny M nazjvame derivaci mnoziny M.

Poznamky 12.4.27. Né&které vztahy mezi zavedenymi pojmy jsou ziejmé, jiné lze velmi
snadno dokazat. Tak napiiklad zfejmé plati:

1. Pro kazdou A C (P,p) je A°C AC A;

2. Je-li AC BC (P,p),je A C B°a AC B;

3. Je A = (P \ A) pro kazdou A C (P, p), a tedy 9A C AN P\ A; kazdy bod hranice
mnoziny A je limitnim bodem A1 P\ 4;
4. Pro kazdou kone¢nou mnozinu A C (P, p) je A’ =0;

5.Je A= AU A’, protoze x € P\ A lezi v DA, prévé kdyz z € A’

Tvrzeni 12.4.28. Mnozina A C (P,p) je otevrend, prdvé kdyZ je A° = A. Mnozina
A C (P, p) je uzaviend, pravé kdyz je A = A.

Dikaz. MnoZina A je oteviend, pravé kdyz je kazdy jeji bod vnitinim bodem A, neboli
A = A°. Mnozina A je uzaviend, je-li jeji komplement P \ A oteviend mnoZina, a tedy
zadny bod P\ A neni bodem hrani¢nim. Proto dAN (P \ A) = 0, a tedy dA C A, neboli
A C A; obracena inkluze je zfejmé. Naopak pii A = A je 0A = 9(P\ A) C A, takze
vSechny body P \ A jsou vnitini, P\ A je oteviend, a tedy A je uzaviena. O

Tvrzeni 12.4.29. Mnozina A° je nejuétsi (ve smyslu inkluze) otevienou podmnoZinou

mnoziny A. MnoZina A je nejmenst (ve smyslu inkluze) uzavienou nadmnozinou A. Je
tedy

A= J{G;GC A Geg(P)}, A:=({F;ACF FeF(P)}. (12.34)
Dikaz.  Je-li x vnitini bod mnoziny A, existuje oteviend koule B(z,r,) C A a
A° | {Bw,r); z€ A} C|J{G; GC A Geg(P)} C A, (12.35)
a proto lze vSechny inkluze v pfedchazejicim vztahu nahradit rovnostmi. Pfedposledni
mnozina v (12.35) je zfejmé nejvétsi oteviend podmnozina A.
Komplementem kazdé uzaviené mnoziny F, A C F, je oteviena mnozina G C (P\ A),
pri¢emz nejvétsi z nich je (P \ A)°. Déle zfejmé je
A=A=P\(P\A) =P\ (P\A?°, (12.36)

coz déva druhou C¢ast tvrzeni. O
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Poznamky 12.4.830. 1. To, Ze se dfive uzavér A nékdy nazyval uzavieny obal A,
osvétluje (12.34). Z tohoto tvrzeni téz plyne

(A=A, (A°)° =A°.

2. Z rovnosti (12.36) snadno obdrzime pfechodem ke komplementim

P\A=(P\A)°, P\A°=(P\A). (12.37)

Véta 12.4.31. Uzdver A mnoziny A v (P, p) je roven mnoziné viech limitnich bodu A,
tj.
A={xz € P; existuji x, € A, k €N, tak, Ze x, > x }.

Dikaz. Kazdy bod z € A je bud z A a je limitou konstantni posloupnosti se ¢leny
x) = x, nebo je hraniénim bodem nelezicim v A, ale pak je z A" a je dokonce limitou
prosté posloupnosti bodii z A. Neni-li z € A, lezi podle (12.37) v (P\ A)° = P\ A a
existuje € > 0 tak, ze U.(z) N A = (). Proto pro kazdou posloupnost {z} bodi z, € A
je o(z,zk) > ¢, takze lim x, # z, ¢imz je tvrzeni dokdzano. O

Dusledek 12.4.32. Mnozina A C (P, o) je uzaviend, prdvé kdyZ plati:
(xn €A, xy — )= (z€A). (12.38)

Diikaz. Podle vyjadreni uzévéru z Tvrzeni 12.4.28 plyne z podminky (12.38) inkluze
A C A,ajetedy A = A (drubd inkluze je trividlni). Zbytek je dusledkem Tvrzeni 12.4.31.
O

Piiklad 12.4.33. Na mnoziné A' realnych ¢isel lze definovat metriku indukovanou
z prostoru R* z Pfikladu 12.4.8. Oznacime-li tuto metriku o a ¢ eukleidovskou met-
riku na A!, snadno nahlédneme, Ze interval (a,b), —c0 < a < b < o0, je otevienou
mnozinou v obou prostorech a zZe topologie v obou prostorech jsou tvofeny stejnymi sys-
témy (otevienych) mnozin, i kdy# jako metrické prostory se (A', o) a (A', o) (neboli R*)
vyrazné lisi; jeden je omezeny a druhy nikoli.

Tvrzeni 12.4.34. Pro kazdou M C (P, o) je mnozina OM uzaviend mnozina v (P, ).
Dale plati o L
OM=MNP\M=Mn(P\M°)=M\M°. (12.39)

Dikaz. S ptihlédnutim k Pozndmce 12.4.27 (3) a ke vztahtm (12.37) staci dokazat in-
kluzi M\ M° C OM. Bod z € M \ M° je v8ak limitnim bodem M, ktery neni vnitinim
bodem M, je tedy i limitnim bodem P\ M, lezi tedy v OM, ¢imz je ditkaz dokonéen. [

Historicka poznamka 12.4.35. Pojem hranice mnoZiny se postupné vyvijel; k vyvoji
pfispéli zejména CARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815 — 1897) praci z r. 1861,
RICHARD DEDEKIND (1831 —1916) (1871), GIUSEPPE PEANO (1858 — 1932) (1887) a MA-
RIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838 — 1922) (1893).

Tvrzeni 12.4.36 (Fréchet 1906). Mnozina M C (P,p) je uzaviend v (P,p), prdvé
kdys M’ C M.
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Dikaz. Predpokladejme nejprve, ze M je uzaviend mnozina. Je-li z hromadny bod mno-
ziny M, existuje posloupnost bodt z, € M, x, # x, konvergujici k bodu z. Z Di-
sledku 12.4.32 plyne x € M = M, takze M’ C M. Neni-li M uzaviend, pak neplati
M’ C M. Existuje-li posloupnost {z,} bodt z M tak, Ze x, — x ¢ M, pak pro zadné
r > 0 neplati B(z,r) C P\ M. Proto P\ M neni otevfend mnozina, a tedy M neni
uzaviend mnozina; snadno je v8ak vidét, ze x € M’, a tedy neplati ani M’ C M. |

Tvrzeni 12.4.37 (Fréchet 1906). Necht (P, o) je MP, M C P. Potom mnoZina M’
vSech hromadngjch bodu M je uzaviend v P.

Diikaz. Je-li pro néjaké r > 0 a x € M mnozina B(z,r) N M koneénd, jsou vzdéalenosti
jejich bodii od x vesmés kladné a x ¢ M, nebo x € M. Je tedy x € P\ M’, pravé kdyz
existuje r > 0 tak, ze P(x,r) := (B(z,r)\{z})NM = (. Pak je vSak mnozina B(z,r)NM
jednobodova a x je izolovany bod M, nebo je B(z,r) N M prazdné. V obou piipadech
je B(z,r) N M’ prazdn4, a tedy P\ M’ je oteviend mnoZina, coz dava tvrzeni. O

Poznamka 12.4.38. Mezi pojmy, které jsme zavedli, existuje celd fada souvislosti, zda-
leka jsme nepopsali vSechny. Tak napt. z rovnosti, které jsou dtisledkem (12.37), plyne

DA=ANP\A=(P\(P\A))N(P\A°) =P\ ((P\A)°UA°),

takze pti A C (P, p) se P rozpadd na tii disjunktni ¢asti: A°, A a (P \ A)°. Jiné sou-
vislosti jsou dilezitymi dikazovymi prostiedky nebo umoziuji lepsi pochopeni pojmi.
Pro procviceni by se mél ¢tenar po prostudovani této kapitoly sam pokusit né€jakou dalsi
souvislost objevit a dokazat.

Piiklad 12.4.39. Zamyslime-li se nad obéma metrikami z Prikladu 12.4.33 a jejich
splyvajicimi topologiemi, vidime, ze posloupnost {z,} konverguje k témuz bodu =z € R
v obou prostorech, nebo v obou prostorech diverguje.

Znamena-li o a o totéz co v Piikladu 12.2.13, je pro kazdou posloupnost bodti z,, € P
a kazdy bod =z € P podminka ¢ (z,,z) — 0 ekvivalentni s podminkou o (z,,z) — 0;
zabyvame-li se jen témito dvéma metrikami v P, lze psat x, — x bez vysvétleni, zdali
je konvergence myslena pii metrice ¢ nebo pii metrice o.

Pritom je situace trochu odli$na, nez u ekvivalentnich norem. Z defini¢niho vztahu

U(x,y):Q(x,y)/(1+g(x,y)), x,y € P,

plyne o(z,y) < o(z,y). Jestlize vSak neni metrika ¢ omezend na P x P, pak pro zadné
C, 0 < C <1, neplati Co(z,y) < o(z,y). Pro kazdé z € P vsak plati

(1/2)o(z,y) < oz, y) < o(z,y) (12.40)

pro ta y € P, pro kterd je o(x,y) < 1 °); k tomu stadi zjistit, pro kterd = € [0, 00)
plati z/2 < z/(1+x). Je uzitené si povsimnout, Ze i kdyz by byla metrika o generovana
normou, metrika o z ni vytvorena tuto vlastnost nema. Priklad nas motivuje k nasledujici
definici.

10y Vztah (12.40) neplati pro viechna z,y € P!
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Definice 12.4.40. Rikame, Ze metriky o a ¢ jsou v prostoru P ekvivalentni, plati-li pro
kazdou posloupnost bodt z,, € P a kazdé x € P ekvivalence

limz, =2z v (Po) <= limz,=zv (Po). (12.41)

Potom tikame, ze o, o jsou ekvivalentni metriky na P.

Cvicéeni 12.4.41. Dokazte, Ze pro kazdou spojitou rostouci funkci 7': R — R je funkce

U(l’,y) :|T(1’)—T(y)|, l’,yGR,
metrika ekvivalentni s eukleidovskou metrikou.

Priiklad 12.4.42. Ozna¢me s mnozinu vSech posloupnosti redlnych cisel, ve které je
s¢iténi posloupnosti a nasobeni posloupnosti ¢islem definovano ,po soufadnicich“. Pak
je s ziejmé linedrni prostor. Pro kazdé dva jeho elementy z = {z}, y = {yx} polozme

oo

,Y) = 27]“7“%_%| , €s.
o(z,y) ; Tloe—p] “VE?

Potom je ¢ metrika na s. Poznamenejme predevsim, ze fada vpravo konverguje, protoze
322, 27 je jeji konvergentni majoranta. Nezaporny vyraz o(z,y) je roven 0, pravé kdyz
je kazdy z nezapornych séitanci vpravo roven 0, tj. pravé pii x = y. ProtoZe symetrie
je zfejma, staci dokazat trojihelnikovou nerovnost; ovéfeni ostatnich vlastnosti metriky
je lehké. S ohledem na Priklad 12.2.13 plati specialné pro vSechna xi, yx, 2x € R

|zx — Y| < |zk — 2k |2 — Yl

, keN.
1+ |z —yel = 14|z — 26| 14 |26 — yil

Nyni stadi nerovnosti postupné nasobit faktorem 27" a se¢ist od k =1 do oo.
I kdyz je o metrika na linedrnim prostoru, neni generovana Zdadnou normou na Ss.
To je snadny disledek Pozndmky 12.2.8, pro vzdélenost konstantni posloupnosti {zx},
zr = 5, od pocatku dostavame
- 5

o({5 {00 = 32" g = 5 75 = Sell1h 0.

Ukazme jesté, ze konvergence v (s, 0) je, podobné jako v A™ (viz Ptiklad 12.4.19)
konvergenci po soutadnicich, tj. pro kaZdou posloupnost bodu z™ 2z s, z™ = {:c](c")} a
kazdy bod x = {zx} € s je

(lim o(z™, z) =0) <= (lim :C](Cn) =z, pro vSechna k € N) . (12.42)

n— oo n— oo

Abychom nemuseli psat zbytecné slozité vyrazy, ozna¢me V' levou stranu a W pravou
stranu ekvivalence (12.42). Protoze pro kazdé k € N plati nerovnost

|5C(n) — T k
L < 2%p(z™, 2),

1+|:c1(€n)—:ck| -
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plyne z vyroku V vyrok W. Obrécené, jestlize je ddno £ > 0, zvolme p € N tak, aby
ZZO:I)+1 27k < €/2. Z vyroku W plyne existence takového indexu ng, Ze pro vsechna
n >mngo avsechna k=1,2,...,pje

(n) €
|z, — x| < >
Potom vsak je zfejmé
1 x, —x 1 x, —x 1 x, —x
Zg_k | k(n) k| 2227 | k(n) k| +Z 2_k | k(n) k| <
k=1 L+ [z —ze| 21 L+ [z — k| k=p+1 L+ [z — oi|

p oo
1 e 1
< E 2_k2_p+ E 2_k<8
k k=p+1

=1

pro vSechna n > mng. Z vyroku W plyne tedy vyrok V, a tim je ekvivalence (12.42)
dokézana.

Priklad 12.4.43. Necht A # () a M(A) je mnoZina viech omezengch (realnych nebo
komplexnich) funkci definovanych na mnoziné A. Vzhledem k ,bodové* definovanym

standardnim operacim je to zfejmé linedrni prostor. Polozme pro kazdé f € M(A)

[flloo :=sup{|f()]; t € A}.

a dokazme, ze jde skuteéné o normu; fika se ji obvykle supremovd. Vsechny ostatni
vlastnosti normy jsou evidentni, staci dokazat trojuhelnikovou nerovnost. K tomu staci
vyjit z nerovnosti

[(F+9@O<|f@B)]+]9()]

platné pro kazdé t € A a prejit k supremu nejdiive vpravo a pak vlevo. Konvergence

v metrice o(z,y) = || — Y|/, generované touto normou, hraje v matematické analyze
velmi dulezitou tlohu; nazyva se stejnomérnd konvergence.
Polozime-li A := [a,b], ziskdme dilezity prostor M([a,b]), jehoz podprostorem je

prostor C([a,b]), ve kterém lze v definici normy nahradit supremum maximem.

Priklad 12.4.44. Obé normy zavedené v Ptikladu 12.3.6 na C([a,b]) lze velmi jedno-
duse srovnat v nasledujicim smyslu: pfipomenme, ze plati

b b
[1£1lx :/ L) dt < / sup{|f(2)[; = € [a,b]}dt = (b—a)[[f]lo -

Odtud plyne, Ze posloupnost funkei fr € C([a,b]) konvergentni v normé || - || konver-
guje i v normé || - ||1. S metrikou odvozenou od normy || - |1 jsme se jiz jednou setkali
pii vySetfovani Riemannova integralu v Pozndmce 11.2.40, resp. ve vztazich (11.28)
a (11.29).

Da se ukazat, ze definice vSech zdkladnich pojmu, které jsme v této casti kapitoly
zavedli, by bylo mozné vyslovit jak pomoci okoli, tak pomoci limit posloupnosti. Nezli
se budeme zabyvat v dalsi kapitole MP se specidlnimi vlastnostmi, ukazeme si, jak se
v MP pracuje s konvergenci a se spojitosti. Dokazeme o ni nékolik uzite¢nych tvrzeni.
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12.5 Spojitost

Oznaéme pro z € (P,p) mnozinu vSech B(z,r) C P symbolem B, a mnozinu vSech
otevienych G C P obsahujicich bod = symbolem G;; jsou to tedy vSechna okoli bodu x
v uzsim a Sirsim smyslu.
Definice 12.5.1. Rekneme, #e zobrazeni f : (P, o) — (Q,0) je spojité v bodé x € P,
jestlize

(Ve > 0)(36 > 0)(Vy € B(x,0))(f(y) € B(f(x),¢)). (12.43)
Snadno nahlédneme, Ze stejné jako v R muzeme pouzit ekvivalentnich vyjadfeni, kdy
okolim U(y) bodu y rozumime libovolnou otevienou mnozinu obsahujici bod y: pro kazdé
okoli U(f(x)) bodu f(x) existuje okoli V(x) bodu x tak, ze je f(V(x)) C U(f(x)), resp.
pro kazdou posloupnost {z,} bodd z, z P, pro niz x, — x € P, je f(zn) — f(x).
Logickymi symboly vyjadieno jde o podminky

(VU(f(x)) € Gp())(IV(z) € Gu)(f(V(x)) CU(f())), (12.44)

(zn € P, xn >z € P) = (f(zn) — f(2)). (12.45)

Ukazme napt., ze je jedno, zda pracujeme s ,kulovymi“ okolimi z B, nebo obecnymi ote-

vienymi mnozinami z G, tj. Ze podminky (12.43) a (12.44) jsou ekvivalentni: Je-li splné-

na podminka (12.44), existuje specialné k okoli B(f(x),€) € By, oteviend mnozina V(x)
obsahujici B(z,d) pro néjaké § > 0 tak, ze plati inkluze

f(B(z,8)) € f(V(x)) C B(f(),e).

Je-li splnéna podminka (12.43), postupujeme takto: Zvolme U(f(x)) € Gs(y). Déle
zvolime B(f(z),e) C U(f(x)) a k této mnoziné najdeme podle (12.43) otevienou kouli
B(z, ) tak, aby f(B(z,0)) C B(f(x),¢). Polozime B(z,d) = V(z) a dostaneme

V(@) = f(B(z,9)) C B(f(2),e) CU(f(x)).

Definice 12.5.2. Rikame, ze zobrazeni f : (P, 0) — (Q,0) je spojité (na P), jestlize je
spojité v kazdém bodé x € P.

Jestlize chceme definovat limitu (realné nebo komplexni) funkce vzhledem k mnoziné
M v kontextu metrickych prostorti, musime byt opatrni. Je-li M C (P, p) a je-li f funkce
definovana na M, definujeme jeji limitu pouze v hromadnych bodech mnoziny M.

Definice 12.5.3. Rekneme, 7e &islo A je limitou f vzhledem k M C (P, p) v hromadném
bodé a mnoziny M, jestlize plati

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € M, 0 < p(z,a) < d)(|f(z) — A] <e).
V takové situaci uzivame obdobného oznaceni jako dfive a piseme

zel{}%ﬁaf(:c) =A. (12.46)

Neni obtizné si uvédomit, ze opét plati ekvivalence stejného typu jako u Heineho
definice limity. Plati (12.46), pravé kdyz pro kazdou posloupnost bodu zx € M, x # a,
k € N, pro kterou zx — a, plati f(zr) — A. Dikaz této ekvivalence pfenechame ¢tenari.
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Poznamka 12.5.4. Je-li f definovdna na M, je f spojitd v bodé a € M, pravé kdyz
pro kazdou posloupnost bodta zx € M, xr — a je také f(zr) — f(a). Pro izolovany
bod mnoziny a € M jsou vSak posloupnosti {x;} konvergentni k a skoro konstantni,
tj. existuje n € N takové, ze x, = a pro vSechna k£ > n.

R je limgy—q f(z) = A, pravé kdyz pro kazdou posloupnost {zx}, zx # a, T — a, je
f(zr) — A. V bodé a, ktery je izolovanym bodem mnoziny M, neni limg—oo z,err f(Tk)
definovana, nebot zadné takova posloupnost bodu x, € M, xy, — a, pro kterou by platilo
T # a, neexistuje. Naproti tomu je f v bodé a spojitd a bude spojitd i v pfipadé, ze
jeji hodnotu v bodé a jakkoli zménime. Proto bychom pfi pokusu definovat konzistentné
limitu f v izolovaném bodé M okamzité narazili na problém jeji jednoznacnosti. Limitu
vzhledem k M C (P, p) funkce f definujeme tedy pouze v hromadngch bodech mnoziny
M.

Tvrzeni 12.5.5. Necht A C (P,0), A # 0. Potom x — da(z), x € P, je spojitd funkce
na P.

Duikaz. Stadi zvazit vyznam nerovnosti (12.27) z Ptikladu 12.4.5, ze které spojitost piimo
vyplyva. O

Poznamka 12.5.6. Z teoretického hlediska neni na definici spojitosti zobrazeni v bodé
nic nového. S priklady spojitosti tohoto typu jsme se jiz setkali. Jestlize zavedeme na
prostoru C([a,b]) stejnomérnou metriku, pak Diisledek 11.2.39 ukazuje, ze funkciondl A,
definovany v Oznaceni 11.2.31, je spojity. Tam jsme odvodili odhad (11.29), ktery lze
prepsat do tvaru

|A(f) = Alg) | < 1(f,9) < (b—a)oe(f,9) -

Na prostoru R(a, b) se supremovou metrikou je A rovnéz spojity. Je zde ale jeden rozdil:
je-li fn € C([a,b]) a {fn} konverguje v supremové normé k f, jei f € C([a,b]), ale
dosud nevime, zda pro f, € R(a,b) lezi stejnomérna limita {fn} v R(a,b).

Uvedme nyni n&kolik podminek ekvivalentnich s ,globalni spojitosti“, tj. spojitosti
na celém prostoru.

Véta 12.5.7 (Hausdorff 1914). Pro kazdé zobrazeni f : (P,0) — (Q,0) jsou ekviva-
lentni tyto podminky:
(1) zobrazeni f je spojité na P;

2) mnozina f~1(G) je oteviend v P pro kazdou mnozinu G C Q otevienou v Q;

(2)
(3) mnozina f~Y(F) je uzaviend v P pro kaZdou mnoZinu F C Q uzavienou v Q;
(4)

4) pro kazdé A C P je f(A) C (f(A).

Poznamka 12.5.8. V &&sti (4) je uzévér A samozfejmé uzdvérem v prostoru P, f(A)
uzavérem v prostoru Q. Nékdy se zaclenuji mezi podminky véty i néktera ekvivalentni vy-
jad¥eni spojitosti ve vSech bodech prostoru P, kterd jsme poznali difve; srovnej napt. [13].
Disledkem podminky (2) je napi. charakteristika spojitych funkeci, se kterou se Cte-
naf jisté setkéd: funkce f je spojitd na (P, p), jestlize jsou pro vSechna a € R mnoziny
{r € P; f(z) < a} a{zeP; f(x) > a} oteviené.
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Diikaz. Dokézeme postupné fetéz implikaci
H=@=0)=2=(00.

(1) = (4): Je-li & € A, existuji body =, € A tak, ze z, — z. Pak je f(xn) € f(A) a ze

spojitosti f plyne, Ze f(z,) — f(z); z toho plyne f(z) € f(A).
(4) = (3): Predpokladejme, ze F' = F C @ a dokazme, ze pak je uzaviend i mnozina

A= f7H(F), tj. ze A C A. Podle (4) je

FA) =FUTIE)) Cf(fTHF) CF=F,

takze . .

ACTHA) CfHF) = A
(3) = (2): Je-li G C Q oteviend mnozina, je F := @Q \ G uzavfena. Podle (3) je tedy
uzaviena i f~1(F), takze

FHG) =THQRQ\F) = @\ (F) =P\ [(F),

coz je jakozto doplné€k uzaviené mnoziny oteviend mnozina.
(2) = (1): Je-lie > 0 a = € P libovolné zvoleny bod, pak

FH(B(f(x),2))

je oteviend mnozina a s bodem z obsahuje i B(z,d) pro jisté § > 0. Odtud ale plyne
spojitost f v x, a proto je zobrazeni f spojité v P. O

Piiklad 12.5.9. Funkce f(z) = sin(1/z), = # 0, f(0) = 0, zfejmé neni spojitd v bodé
0; vSimnéte si, ze pro

M= f71([1/2,1))
plati 0 ¢ M, ikdy# ziejmé je 0 € M. Funkce f tedy nesplituje podminku (3) z Véty 12.5.7.

Poznamka 12.5.10. V obou Cechovych knihach [4] a [5] je uzavér mnoziny A C (P, o)
zavadén pomoci funkce d 4 (z) vzdalenosti bodu z od mnoziny A. Toto pojeti ma nékteré

Definice 12.5.11. Necht zobrazeni f : (P,p0) — (Q,0) je spojitd bijekce a inverzni
zobrazeni f~! je také spojité. Potom iikéme, Ze f je homeomorfismus mezi prostory
P, Q. Rikdme dale, ze (P, o), (Q,0) jsou homeomorfni, existuje-li mezi (P, ), (Q,0)
homeomorfismus.

Poznamky 12.5.12. 1. Pojmy, které se pfenaseji (zachovéavaji) homeomorfismy, nazy-
vame topologické. Tak napft. otevienost mnoziny se pfi zobrazeni homeomorfnim zob-
razenim zachovava, jde tedy o topologicky pojem. Omezenost metrického prostoru se
homeomorfismem zachovat nemusi; viz Pfiklad 12.2.13. Tento pojem proto neni topo-
logicky. Jak jiz vime, pojmy ¢i vlastnosti, které se zachovavaji izometriemi, se nazyvaji
metrické. lzometrické prostory jsou zfejmé homeomorfni, avSsak homeomorfni prostory
nemusi byt izometrické. Homeomorfismus je typickym pracovnim néstrojem pro praci
v topologickych prostorech. Kazda topologicka vlastnost je i vlastnosti metrickou, nikoli
vSak obracené.
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2. Homeomorfni obraz diskrétniho prostoru je slozen ze samych izolovanych bodu. To-
pologii takového prostoru tvori systém vsech jeho podmnozin, neboli vsechny jeho pod-
mnoziny jsou oteviené (a zaroven i uzaviené).

3. Interval [0, 1] s eukleidovskou metrikou je homeomorfni s R*, pokud zavedeme na R*
metriku postupem z Poznamky 12.4.7.

4. Je-li identické zobrazeni homeomorfismem mezi prostory (P, o) a (P, o), jsou metriky
o a o ekvivalentni metriky na P. Obracené: Jsou-li o a o dvé ekvivalentni metriky na
P, je identické zobrazeni (P, ) a (P, o) homeomorfismem.

5. Pojmy, které jsou metrické, avSak nikoli topologické, mohou byt presto velmi dilezité.
Napf. pojem stejnomérné spojitosti, kterym se budeme dale zabyvat, neni topologickym
pojmem.

I kdyz dale pojem topologického prostoru nerozvijime, postupujeme tak, aby pro
Ctenare nebylo obtizné se s nim eventuilné samostatné seznamit.

Priklad 12.5.13. Je-li A C (P, o) libovolna neprazdna mnozina a je-li € > 0, nazyva se
mnozina

Ge(A) :={x € P;da(x) <e}

e-okoli mnoziny A.
Lemma 12.5.14. Pro kazdou neprazdnou mnozinu A C (P, o) je
A={zeP;da(z)=0}.

Diikaz. Oznac¢me M mnozinu na pravé strané. Je zifejmé uzaviend, protoZe je vzorem
uzaviené mnoziny pii zobrazeni spojitou funkci d4, a obsahuje A, tedy A C M. Je-li
y ¢ A, existuje 6 > 0 tak, ze B(y,d0) N A = . Je zfejmé, ze pak da(y) > d a bod y nelezi
v M. Tim je rovnost M = A dokézana. O

Véta 12.5.15. Pro kazdé dvé neprdzdné disjunktni uzavrené mnoziny v metrickém pro-
storu (P, 0) existuje spojitd funkce f : P — [0,1] tak, e f~2(0) = A, f~'(1) = B a
0 < f(z) <1 pro vsechna x € P\ (AU B).

Dikaz. K dikazu pouzijeme vzdalenost da od mnoziny A. Staci polozit

o da(z)
1@ = 0w+ dot@)

Jmenovatel zlomku na pravé strané je kladny, protoze x nemuze lezet soucasné ve dvou
disjunktnich mnozinach; alespon jeden ze scitanct je tedy kladny. Funkce f je spojita a
zfejmé je f(A) =0, f(B) = 1. Pro kazdé = € P\ (AU B) je ¢itatel zlomku vpravo mensi
nezli jeho jmenovatel, takze 0 < f(z) < 1. O

Poznamka 12.5.16. Velmi duleZitou partii analyzy tvori vySetfovani funkci vice pro-
ménnych, ptipadné zobrazeni mnozin z R™ do R* s n, k € N. P¥islusnou teorii, ktera je
relativné obsahl4, nebudeme rozvijet. Ctenéi se s ni mtize seznamit napt. v [16]. Pozna-
menejme jen, ze znalost zakladnich poznatka z teorie metrickych prostorti nam v jejim
studiu muze vyznamné pomoci. Na jednoduchém piikladu si vSak pfiblizme, Ze toto
studium neni jednoduché.
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Z toho, s ¢im jsme se jiz sezndmili, speciadlné vyplyva definice spojitosti funkce vice
proménnych, tj. zobrazeni f z R™ do R'. V&imneme si, Ze praktické vySet¥eni spojitosti
nebo limity funkce vice proménnych neni az zas tak jednoduché, jak by se na prvni
pohled po pfecteni zakladnich definic mohlo zdat.

Vysetfeme limitu funkce dvou proménnych

_ vy
flz,y) = PN
v bodé [0, 0]. Podle nasich diivéjsich tmluv, které opét pieneseme z R* na R™, m > 1,
budeme pokladat za Dy mnozinu vSech [z,y] € R?, pro né% mé vyraz v rovnosti vpravo
smysl, tedy
Dy ={[x,y] € R* 2 +y* # 0} = R*\ {[0,0]}.

Vsimnéme si, ze funkce na pf{mkach o rovnicich z = 0, resp. y = 0 (osdch soufadnic)
nabyva hodnotu 0 a tak by mohlo zdat, Ze limita funkce f v poc¢atku je rovna 0.
Je-li {y = kx;x € R, k € R} svazek pfimek prochdzejicich poéatkem, pak pro
kazdou pfimku mé restrikce f na tuto pfimku v pocatku limitu:
ka® k k

fm flo ko) = b e e T I T R T TR

vvvvvv

ukdzat, Ze ani spojitost restrikce funkce na kazdou piimku prochéazejici bodem [0, 0]
nezarucuje spojitost funkce v tomto bodé ! Viz nap¥. [8]. Je také zifejmé, ze pii vySetfovani
limity v R? musime pracovat s ,dvourozmérnymi“ okolimi vysetfovaného bodu. P¥i
vyvoji pojmu spojitosti funkci vice proménnych nebylo jednoduché prekonani predstavy,
ze ,oddélena spojitost“, tj. spojitost funkci

[frye flxy), fYrxe flo,y)

pro viechna z,y € R, nespljvd se spojitosti f v R? podle nasi definice; v minulosti,
v zarodku teorie funkci vice proménnych, nebylo zcela jasné, jak se tyto véci lisi.

Historickd poznamka 12.5.17. V této kapitole je jen malo tvrzeni, historicky ko-
mental se proto tykd prevazné vyvoje teorie a jejich zékladnich pojmui. Zatim jsme se
vétsinou zabyvali pouze pfiklady; pokud jsme uvadeéli tvrzeni, jde ve vétsiné pfipadd o
prepis néceho, co jsme poznali jiz dfive, do jiného oznaceni.

Cauchyho nerovnost prodélala pomérné dlouhy vyvoj. Protoze existuji dalsi zo-
becnéni této nerovnosti, byva k jejimu oznacCeni uzivano libovolné kombinace jmen
Cauchy, Schwarz, Bunjakovskij. To mé nésledujici kofeny: LoUls AUGUSTIN CAUCHY
(1789 — 1857) odvodil nerovnost v popsaném tvaru. VIKTOR JAKOVLEVIC BUNJAKOV-
SK1J (1804 — 1889) dokézal platnost integralni varianty nerovnosti r. 1859. Nezévisle k ni
dospél r. 1875 CARL HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843 — 1921), ktery ji pak zobecnil
i na vicerozmérny integral r. 1885.

Poznamenejme, Ze podstatnou ¢ast teorie normovanych linedrnich prostort vytvoril
Frederik Riesz pfi studiu prostort [P (v obecnéjsi formé) jiz v r. 1913 v praci [14]. Rovnéz
i stézejni tvrzeni z této oblasti matematiky byla znama pied r. 1932, kdy vysla kniha
[1]. Vlastnosti normy v normovaném linedrnim prostoru jsou v pifimé souvislosti s kon-
vexitou kouli B(z,r) v tomto prostoru. Jednotkové koule v £%, s rostoucim p € [1,00)
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rostou monoténné, meznimi piipady jsou ,étvercové koule“ v £3 a £5°, nebo osmistén
a krychle v £3 a £3°, atp. Viz Obr. 3 v této kapitole, na kterém &sla 1,2, ..., 00 jsou
vybranymi hodnotami parametru p; obrazek je pouze schématem pro lepsi predstavu
véci. Za zminku stoji jesté fakt, Ze nerovnost z Lemmatu 12.3.9 dokazal jiz o rok diive
v modifikované podobé LEONARD JAMES ROGER (1862 — 1933), OTtT0 LUDWIG HOL-
DER (1859 — 1937) jeho praci cituje; viz [12]. Myslenka dikazu Minkowského nerovnosti
z Holderovy nerovnosti pochazi od F. Riesze z prace [14].

Charakteristika globalni spojitosti (ekvivalence podminek (1) — (3) z Véty 12.5.7) po-
Teprve vSak néasledujici kapitola ukaze, proc¢ je tento ,novy jazyk“ tak vyznamny. Jeho
vyznam pro analyzu je srovnatelny s vlivem, ktery pfinesla teorie mnozin, a je pokraco-
vanim jejiho vyvoje v jistém sméru.

Jiz bylo feceno vyse, ze metrické prostory zavedl Fréchet r. 1906. Nékdy se udava
jind doba, vétsina autorti vSak odvozuje tdaj od publikace jeho préce [7]. Pfiblizme si
jeho definici: Uvazujme tridu (V) prokd libovolné povahy, ale takovych, Ze lze o kaz-
dych dvou Tici, zda splyvaji ¢ mikoli. Navic takovym dvéma prvkim lze privadit ¢islo
(A, B) = (B, A) >0, které md ndsledugici dvé vlastnosti: 1° Nutnou a postacujici pod-
minkou k tomu, aby (A, B) byla nula je, aby A a B splyvaly. 2° Existuje nezdpornd
funkce f(g) jdouci k O spolu s e takovd, Ze nerovnosti (A,B) < g, (B,C) < e ddvaji
(A,C) < f(e), at jsou body A, B,C jakékoli. Jinak feceno, stact, aby (A,B) a (B,C)
byly malé, aby platilo toté o (A,C). Cislo (A, B) nazjvdme odlehlost (voisinage) bodi
A a B.

O kus dale Fréchet zavadi ve vsi obecnosti metriku (I'écart) a uvadi i trojihelnikovou
nerovnost: (A, B) < (A,C) + (C, B). Zfejmé predpoklad4 i jeji symetrii, a¢ ji vyslovné
neuvadi, nebot se vraci k definici t¥idy (V) popsané vyse a fika, ze pro metriku stac¢i volit
napf. f(e) = 2e. Pro prostor v naSem smyslu metricky uziva oznaceni (E) a upozoriuje,
ze (dle jeho definice) metrika je vzdy vzdalenosti, a tedy tiida (E) je vzdy i tfidou (V).

Bylo by nespravedlivé nezminit alesponn nékteré Fréchetovy ptredchiidce. K tvorbé
jednotlivych zékladnich pojmt v kontextu eukleidovskych prostord vyznamné piispéli
napf. Camille Jordan, JULES HENRI POINCARE (1854 — 1912), FELIX EDOUARD JUSTIN
EMILE BOREL (1871 — 1956), RENE-LouIs BAIRE (1874 — 1932) a HENRI LEON LEBES-
GUE (1873 — 1941). Na pozdéjsim formovani teorie v obecnéjsim kontextu se podileli
VITTO VOLTERRA (1860 — 1940), DAvID HILBERT (1862 — 1943) a IVAR FREDHOLM
(1866 — 1927). Zaroven je tim pokryt popis vzniku (metrizovatelnych) topologickych
prostor.

Poznamenejme jesté srovnani: Fréchetova teorie byla zalozena v podstaté na pojmu
konvergentni posloupnosti a pfi svém zrodu nebyla dostatecné obecna. Frederik Riesz
nacrtl v letech 1907-8 obecnéjsi teorii, jejimz zakladem byl pojem hromadného bodu;
jeho pojeti bylo obecnéjsi, ale i komplikovanéjsi a sdm autor se dalsimu rozpracovavani
teorie metrickych prostort v celé Sifi nevénoval a soustfedil se na nékteré specialni
problémy.

Kromé Banachovych prostortt (iplné normované linedrni prostory) a Hilbertovych
prostorit (uplné prostory se skaldrnim soucinem) se vyskytuje mnoho specidlnich pro-
storli, pojmenovanych po slavnych objevitelich. Pozor, napf. Fréchetiv prostor neni
obecny MP, ale tuplny metricky linedrni prostor, ve kterém je metrika definovana pomoci
tzv. paranormy (paranorma je funkce podobného typu jako norma, avsak s vlastnostmi,
které jsou ,slabsi“ nez vlastnosti normy: nemé vlastnosti (2) a (3) z Definice 12.2.5) tak,
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ze plati

(Tn = x, On — @) = anTn — ax.

Ctenél se po precteni nasledujici kapitoly patrné presvédé, ze se nékterd nam jiz
zndma tvrzeni{ po zobecnéni do kontextu MP stanou mnohem prithledné&jsi, nebot se
oziejmi jejich jadro ¢éi mechanismus, ktery je pouzit pfi ditkazu (plati to nap¥. u tvrzeni
o spojitych funkcich na intervalu [a,b]).

V souvislosti s kratkou exkurzi do problematiky spojitosti funkci vice proménnych
poznamenejme, ze tyto funkce byly zkoumany jiz v 18. stol. JEAN LE ROND D’ ALEMBERT
(1717 — 1783) studoval pomoci nich r. 1748 chvéni strun. Jesté Cauchy r. 1821 zaménoval
oddélenou spojitost se spojitost! (na omyl upozornil r. 1884 Peano).

1]
2]

8]
[4]

[5]

(6]
(7]

8]

[9]
[10]
[11]
[12]

[13]
[14]

[15]
[16]
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Kapitola 13

Separabilita, iplnost,
kompaktnost a souvislost

Tato kapitola je ve skutecnosti pokracovanim kapitoly predchazejici. V ni jsme zavedli

metrickych prostort.

13.1 Separabilni prostory

Definice 13.1.1. Necht A C P je libovolna podmnozina MP (P, o). Jestlize A = P, pak
fikdme, ze A je hustd v prostoru (P, o), resp. kratce (neni-li nebezpeéi z nedorozuméni),
ze A je husta.

Hustota mnoziny A je, podobné jako uzavienost nebo otevienost, topologicka vlast-
nost.

Priklady 13.1.2. 1. Je-li A C B C (P, 0) a mnozina A je hustd v P, je P = A C B,
a tedy B je rovnéz hustd mnozina v P.

2. Z¥ejmé je Q hustou podmnozinou R. Také vSechny body z R™, jejichz soufadnice
jsou vesmés racionalni ¢isla, tvori hustou mnozinu v R™. V jistém smyslu je tedy tato
mnozina ,dost velkd“, odtud vsak neplyne, ze doplnék husté mnoziny neni husty; staci
uvazit, ze Q = R \Q=R.

Véta 13.1.3. Mnozina A je hustd, pravé kdyz pro kaZdou neprazdnou otevienou G C P
je G N A#0D.

Diikaz. Nechf A= P a G # () je oteviens mnozina. Pak z GN A = () plyne A C P\ G,

a proto je P = AcC P\G = P\G, tedy G = 0, coz je spor. Neni-li A = P, pak
G = P\ A # () je oteviena mnozZina, pro kterou AN G = (). O
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Definice 13.1.4. Prostor (P, g) se nazyva separabilni, jestlize v ném existuje spocetnd
hustd podmnozina.

Priklad 13.1.5. Z toho, ze Q je spodetnd mnozina, vyplyvé separabilita prostoru R.
Z Prikladu 13.1.2 (2) plyne, ze i R™ je pro vSechna m € N separabilni prostor.

Priklad 13.1.6. Také prostor C([a,b]) s obvyklou supremovou normou je separabilni.
Ozna¢me D,, ekvidistantni déleni intervalu [a,b], tj. déleni

,k:0,1,...,n}.

Spojité, po édstech linedrni funkce, které v délicich bodech xy, déleni D,, € D(a,b) na-

byvaji pouze racionalnich hodnot a jsou linearni na kazdém z dil¢ich intervalti [zx_1, Tk ],
k=1,...,n, tvoii spofetnou podmnozinu M, C C([a,b]).
DokéZzeme, Ze systém M = |J7, M, je hustou mnozinou v prostoru C([a,b]).
K tomu sta¢i dokdzat, ze pro kazdou funkci f € C([a,b]) a kazdé ¢ > 0 lze nalézt
funkci I € M tak, ze ||f — ]| < . K £/2 > 0 existuje § > 0 ze stejnomérné spojitosti
funkce f na [a,b] tak, ze je

(z,y € [a,b], [x—y| <8) = |f(z) - f(y)| <e/2.

K tomuto § zvolime takové déleni D,,, jehoZ norma v(D,) = (b —a)/n < § (viz (11.5)
v Kapitole 10). Zvolme hodnoty [(zx) € Q tak, aby bylo |l(zx) — f(zx)| < €/2 pro
vSechna £k =0,1,...,m, kde m + 1 je pocet délicich bodi zvoleného déleni. Pak je také
pro viechna k=1,... mat € [zk_1, k]

t—Tr_1 T —t

(t) =———— (o) + ————— l(xk—-1),
(t) xk_xkfl(k) mk_kafl(kl)
t— o . — 1
) = =21 f() + = f (1),
Tk — Tk—1 Tk — Tk—1
Proto pro tato t dostavame
t—xp— T — 1
1) = f()] < S i) — F(8)] + ———— | U(zk1) — F(2)]- (13.1)
Tk — Thk—1 Tk — Tk—1

Kone¢né trividlni odhady obou absolutnich hodnot v (13.1) pomoci trojihelnikové ne-
rovnosti

[(zk) = fO < [ U(zk) = flp)l + ] flzn) = fR)] <e,
[ Uzr—1) = f(O)] < [ Uzn—1) = flzr—1)| + | flzr-1) — f(¥)] <e

davaji |I(t) — f(t)| < € v kazdém délicim intervalu déleni D,,, a tedy vSude v [a,b].
Abychom dokézali, Ze néjaky MP neni separabilni, staci v ném nalézt nespocetnou

podmnozinu A tak, Ze pro n&jaké € > 0 je o(z,y) > ¢, z,y € A. Kazd4 mnoZina, jejiz
uzévér by mél obsahovat A, musi jiz byt nutné nespocetna.
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Priklady 13.1.7. 1. Diskrétni prostor (P, ¢) s nespocetnou P neni separabilni, jedinou
jeho hustou podmnozinou je P.

2. V Prikladu 12.4.43 jsme zavedli linearni prostor M(A) vSech omezenych funkci na
neprazdné mnoziné A. Pro A := (a,b) neni tento normovany linedrni prostor separabilni,
protoze vzdélenost dvou charakteristickych funkci jednobodovych podmnozin (a,b) je
rovna 1 a mnozina B v8ech téchto funkci je nespocetna. Potom i kazdad podmnozina
C v8ech funkci f € M(A), pro kterou je dist(B,C) < € < 1/2 je také nespocetnd, a tedy
i kazd4 hustd mnozina v M((a, b)) je nespocetna.

13.2 Uplné prostory

Definice 13.2.1. Rekneme, #e posloupnost {x,} C (P,¢) spliuje Bolzano-Cauchyho
podminku (kratce: je cauchyovskd), jestlize

(Ve >0)(Fk eN)(Vm,n > k) (o(zn,zm) <€) .

Poznamky 13.2.2. 1. Definici 13.2.1 si lehce zapamatujeme, nebot je to opét ,,prepis*
analogické definice cauchyovské posloupnosti z R.

2. Snadno dokézeme, analogicky jako v R, Ze konvergentni posloupnost v metrickém
prostoru je cauchyovska.

3. Neni pravda, ze kazd4 cauchyovska posloupnost v (P, ¢) konverguje v (P, 9). Uvazujte
mnoziny R\ Q nebo interval (0,1) jako podprostory R'. Pak ﬂ/n — 0, tedy tato
posloupnost konverguje v R, ale v uwvaZovanych (pod)prostorech nekonverguje.

4. Necht f je homeomorfni zobrazeni metrického prostoru (P, ¢) na prostor (Q, o). Je-li
{zn} cauchyovska posloupnost v (P, 9), nemusi byt posloupnost {f(z»)} cauchyovska.
Uvazte posloupnost a, :=1—1/n, n € N, v prostoru (0,1) s eukleidovskou metrikou
a homeomorfismus f(x) = z/(1 — x) intervala (0,1) a (0,00), rovnéz s eukleidovskou
metrikou. Pak je f(an) =n — 1, a tedy {f(an)} neni cauchyovskd posloupnost.

Definice 13.2.3 (Fréchet 1906). Prostor (P,p), ve kterém kazda cauchyovskd po-
sloupnost konverguje, se nazyva uplny prostor. Jinak fedeno, je-li {z,} cauchyovska
posloupnost v Gplném metrickém prostoru (P, p), pak existuje x € P tak, ze xn — .

Historicka poznamka 13.2.4. Pro moZnost pfimého porovnani uvedme ptivodni defi-
nici z Fréchetovy préce [7): Rikdme, %e tiida (V) p¥ipousti zobecnéni Cauchyho véty, po-
kud kaZdd posloupnost jejich prvka splniujict Cauchyho podminku 1), md (nutné jedinou)
limitu.

Piiklady 13.2.5 (dulezité). 1. Prostor R' (s eukleidovskou metrikou) je Gplny pros-
tor. To jsme dokazali ve Vété 2.4.8.

2. Obecnéji, prostor R™ je pro kazdé m € N uplny prostor. PouZijeme-li oznaceni
T = [5017...,$m]7 y= [y17~‘7ym]7je

lze =yl <z —yll2, k=1,...,m,

1) Cauchyovska posloupnost v nasi terminologii.
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a cauchyovské posloupnost bodi z R™ je cauchyovska ,po slozkdch®: Odtud plyne, Ze

cauchyovska posloupnost {z"}72; = {[z7,2%,... 75321]}20:1 v R™ je konvergentni po
slozkdch k néjakému bodu z = [z1,...,Zm], a 2" — = v R™. Stejnou tvahu jsme

relativné podrobné provedli pro Gaussovu rovinu C, kter je izometricks s R2.
Lemma 13.2.6. Prostor C([a,b]) s normou || - ||e je tplnyg.

Toto tvrzeni neni zcela jednoduché dokazat, nebot ditkaz vyuzivéa znalosti o tzv. stejno-
mérné konvergenci, coz je pravé konvergence v norms, které se bézné pouziva v C([a, b]).
Tato konvergence je mj. nastrojem pro zvladnuti zamény potfadi dvou limitnich procest;
tomuto problému se budeme podrobné vénovat v Kapitole 15.

Dikaz. Posloupnost cauchyovskd v supremové normé je ziejmé cauchyovskad v kazdém
bodé, nebot pro vSechna ¢ € [a,b]

[fn(t) = frm (O] < sup{|fn(t) = fn (D)]; £ € [a,0]} = [[fn = fnlloo - (13.2)

Lze tedy definovat f(t) := limp—oo fn(t) pro vechna t € [a,b], nebot vlastni limita
vpravo vzdy existuje. Limitnim pfechodem pro m — oo dostaneme z (13.2), ze také
[fn@®) = fF@®)] < |Ifn — fllo @ tedy fn =2 f na [a,b]. Zbyva dokdzat spojitost funkce f
na [a,b]. Zvolme bod z¢ € [a,b) a dokazme, Ze funkce f je spojitd zprava v bodé& zo.
Ziejmé je pro h, 0 < h < b — xo,

|f (o + h) = f(zo)] <
< [f(wo +h) = fa(wo + W) + | fa(xo + 1) = fn(@o)| + [fn(20) — f(20)].

Vagneé feCeno, vyraz na pravé strané nerovnosti je tfeba ,udélat® mensi nez libovolné

zvolené € > 0 pro vSechna h, 0 < h < §, a to volbou dostateéné velkého n € N a dosta-
teéné malého § > 0. Podrobnéji: zvolme € > 0 a dale n € N tak, aby ||fn — fllec < &/3.
Pak je |fn(t) — f(t)| < €/3 pro vSechna t € [a,b], coz ndm umozni odhadnout prvni a
tfeti vyraz ¢islem /3. Pak zvolime s vyuzitim spojitosti funkce f, ¢éislo 6 > 0 tak, aby
pro vSechna h, 0 < h < 6 < b — z¢ platilo

[frn(zo + h) — fa(zo)| <€/3.

Spojitost zleva v bodé zo € (a,b] se dokaze obdobné. Toto tvrzeni je jen malou ukazkou
»Sily“ stejnomérné konvergence. O

Tvrzeni 13.2.7. Je-li (P, o) dplng prostor a A C P, pak (A, 0| A x A) je uplny prostor,
prdvé kdyz je A uzavrend v (P, o).

Dikaz. Je-li {xn} cauchyovskd posloupnost v A, je konvergentni v P, a protoze je A
uzaviend, lezi jeji limita v A. Proto je i (A4, 0| A x A) Gplny prostor. Neni-li A uzaviena
v P, existuje podle Tvrzeni 12.4.36 hromadny bod x mnoziny A, ktery nelezi v A, a tedy
i posloupnost bodd z, € A, x, — z. Ta je cauchyovskd, avSak nekonverguje v A, takze
(A, 0] A x A) neni tplny. O

Poznamka 13.2.8 (dulezitda). KdyZ jsme se seznamovali s R, zjistili jsme, Ze obsa-
huje Q jakozto svoji spocetnou hustou podmnozinu. Prostor Q v8ak neni aplny. Vnucuje
se otdzka, zda lze ke kazdému metrickému prostoru (P, ¢) najit ,nadprostor”, ktery
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by byl tplny. Jde tedy o uplny prostor (Q, o) takovy, aby (P, g) byl jeho (metrickym)
podprostorem. Takovy prostor vzdy existuje a pii jisté ,aspornosti“ je do jisté miry jed-
nozna¢né uréen. Tento vadgné popsany fakt zpfesnime, nebot ¢astecné osvétluje zavedeni
R a ukazuje, jak pfesné jsou redlna ¢isla axiémy (1) — (13) z Kapitoly 1 urcena.

Definice 13.2.9. Jsou-li (P, p), (Q,0) metrické prostory takové, ze (P, g) je podprostor
(Q,0), P jehusta v Q a (Q, ) je uplny prostor, nazgvame metricky prostor (Q, o) dplng
obal (nékdy téz zuplnénit) prostoru (P, o).

Véta 13.2.10 (Baire, Hausdorff 1914). Ke kaZdému metrickému prostoru (P, o)
existuje jeho uplny obal. Jsou-li (Q1,01) a (Q2,02) dva iplné metrické obaly (P, o),
pak existuje izometrie mezi (Q1,01) a (Q2,02), kterd je identitou na P.

Ndznak dikazu. Necht (P, o) je libovolny MP. Ozna¢me C mnozinu vSech cauchyouvskych
posloupnosti bodt z P a definujme na C' ekvivalenci ~ vztahem

def
{zn} ~{yn} = o0(@n,yn) = 0.

MnozZinu vsech tfid vzajemné ekvivalentnich posloupnosti z C' ozna¢me Q1. Oznacime-li
[{zn}] tfidu uréenou posloupnosti {z}, je funkce o1 definovand na Q1 X Q1 pfedpisem

o1({{znl), {a)) = lim o (en,ya)

metrika na Q1. Je vcelku jednoduché, avsak pracné (srovnejte s [4], str. 92) dokdzat, ze
(Q1,01) je tplny metricky prostor; ztotoznime-li € P s tfidou v Q1, uréenou posloup-
nosti {z,z,...}, lze (P, 0) povazovat za podprostor (Q1,o01). Dale lze dokazat i druhou
Cast Véty 13.2.10 o izometrii. O

Poznamka 13.2.11. Nabizi se moznost vyuzit popsaného postupu k zavedeni R. Pak
je nutno mit pfedevsim zdklad, tj. mit vybudovano uspotadané pole Q. K dalsim krokim
vSak nelze pouzit nic z teorie MP, nebot jsme v definici metriky jiz existenci R pred-
pokladali. Presto vSak lze analogickym postupem vytvorit z pole Q pole R; srovnejte
s [12], Ch. 1, str. 32. Plati totiz: (a) KaZdé usporddané pole obsahuje izomorfni obraz Q,
pricemz izomorfismus zachovdvd i uspordaddni. (b) KaZdd dvé uplnd archimedovskd pole
T1 a T> s mnozinami kladnych prvki P1 a P> jsou algebraicky izomorfni, pricemz izo-
morfismus zachovdvd uspotdddni. Podrobnosti lze nalézt v [12]. V kontextu Véty 13.2.10
je R uplnym obalem Q. D4 se dokazat, Ze realna é&isla jsou soustavou axiomu (1) — (13)
urcena v podstaté jednoznac¢né, nebudeme to vsak dokazovat.

Véta 13.2.12 (Cantor 1872%). Necht (P, p) je uplny metricky prostor a necht { An o1
je nerostouct posloupnost neprazdniyjch uzaviengch mnozin v prostoru P, tj. Ant1 C An,
n € N. Necht ddle diam(A,) — 0. Potom existuje prdvé jeden bod x € P takovy, Ze

{z} = N2y An-

Poznamka 13.2.13. Predchézejici Véta 13.2.12 je jednim z moznych zobecnéni Can-
torovy véty o vlozenych intervalech (Véta 2.4.1). VSimnéme si, jak se tvrzeni lisi od
analogického tvrzeni v R: nefikd, ze bez posledniho pfedpokladu o diam(A) je prinik
N:o2, A, neprazdny. Posledni predpoklad pfinasi v tomto kontextu nejen jednoznacnost
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(prinik je jednobodovy), ale i existenci; bez néj by ,modifikovand véta“ neplatila. Sku-
te¢né, intervaly [n,00), n € N, jsou vesmés uzaviené mnoziny, jsou do sebe zafazené
a pfitom (), [n,00) = 0. V tomto piipadé je diam([n, 00)) = oo pro viechna n € N,
a proto pruméry mnozin nekonverguji k 0. Stejné snadno mize ¢tenai dokazat, ze i dalsi
predpoklady Véty 13.2.12 jsou podstatné, tj. po vynechani monotonie nebo uzavienosti
A, takto modifikované tvrzeni neplati.

Poznamenejme, Ze se Cantor podobnou problematikou zabyval v souvislosti se zava-
dénim realnych cisel; k této dobé se vaze letopocet uvedeny u véty. Cantor nepracoval
v kontextu MP, bézné uzivané oznaceni je spiSe vyjadienim pocty zakladateli teorie
mnozin.

Diikaz Véty 13.2.12. Zvolme posloupnost {z,} tak, ze je x, € A, pro vsechna n € N.
Tato posloupnost je cauchyovské, nebot pro vSechna m > n je &, x, € Ay,

0 (Tn, Tm) < diam(A,)

a diam(A,) — 0 pfi n — oo. Protoze je prostor (P, g) uplny, existuje bod = € P tak,
ze xn — x. Jelikoz jsou déle mnoziny A, vesmés uzaviené a xp € A, pro k > n, je

x € An = A, pro vSechna n € N a z tedy lezi i v jejich priniku. Pro libovolné dva body
z, y tohoto priniku je o (z,y) < diam(A4,) — 0, takze bod z je urfen jednozna¢né. [

Priklad 13.2.14. Nésledujici dva priklady ukazuji, jak slozitd mohou byt spojita zob-
razeni. Budeme se zabyvat zobrazenim, které byva nékdy spojovano s pojmem tzv. Pea-
novy kfivky. Nejprve sestrojime zobrazeni ¢ : [0,1] — [0,1]x [0, 1], které zobrazi [0, 1]
na [0,1]x[0,1]. Vyjadfime-li kazdé ¢t € [0, 1) ve tvaru dyadického éisla 0,t1¢2t3 . . . tak,
aby zapis obsahoval vzdy nekoneéné mnoho éislic 0 (tim zakazujeme zapis ¢isla tvaru
0,101 s jedno¢lennou periodou 1), bude vyjadieni kazdého ¢ jednoznaéné a lze definovat
zobrazeni

’(/)Zt'—>[07t1t3t5..‘,07t2t4t5...]7 1/)(1):[17].].

Toto zobrazeni je surjekce (zobrazeni na), ale neni prosté ani spojité, protoze napi. bod
[0,1;0,1] je obrazem bodw %) 0,11, 0,10010101... a 0,011010101 ... . Posloupnost
{tr} bodi z [0,1]

{tx} = {0,0011; 0,001111; 0,00111111; 0,0011111111; ...}

je volena tak, ze 1(t1) = [0,01; 0,01], ¥(¢2) = [0,011; 0,011], v (¢3) = [0,0111; 0,0111],
W(ts) = [0,01111; 0,01111],... , takze tx — 0,01, w(te) — [0,1; 0,1] a zaroveii plati
$(0,01) = [0,0; 0,1] # [0,1; 0,1]. Je tedy

Jim () # (lim ti).

Ze je 1 zobrazenim na [0,1] x [0, 1] plyne z néasleduji tivahy: Je ¥ (1) = [1,1]. Alespoii
jeden vzor pro bod [0,t1tsts ..., O,tatats ...], kde pro dyadické vyjadieni obou soufad-
nic zakdzeme zapis s jednomistnou periodou 1, ziskdme ,prolozenim“: Bude jim bod
0,¢1t2t3... . Poznamenejme jesté, ze pouziti dyadického vyjadfeni neni podstatné.

2) Uzijeme schematického zépisu, ktery umozni étenafi snadno pochopit konstrukei piikladi.
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Priklad 13.2.15. Nyni pfidame ve srovnani s Prikladem 13.2.14 pozadavek spojitosti
hledaného zobrazeni. Sestrojime spojité zobrazeni ¢ : [0,1] — [0,1] x [0,1], zobra-
zujici jednotkovy interval na jednotkovy ctverec. Ke konstrukci vyuzijeme Cantorovu
Vétu 13.2.12. Sestrojime ekvidistantni déleni D,, € D(0, 1) na 4™ délicich intervalt a roz-
délime i ¢tverec [0,1] x [0,1] na 4" shodnych uzavienych ¢tvereckd Si, k =1,2,...,4";
jsou to dvourozmérné uzaviené intervaly tvaru

[ﬂ,i} x [Ei} rs=1,2,...,2".
on ' on n ' on

Ctverecky Sk, k= 1,2,...,4", tvoii d&leni F, intervalu [0,1] x [0,1]. Toto provedeme
pro vSechna n € N. Je vhodné si uvédomit, ze pti pfechodu od D,, k D, 41 se déli kazdy
interval délen{ D,, na éty¥i intervaly déleni D,,41 a podobné kazdy (dvourozmérny) inter-
val Sk déleni F, na ¢tyfi (dvourozmérné) intervaly déleni Fi,41. Nyni budeme pfifazovat
zobrazenim ¢,, kazdému intervalu déleni D,, interval déleni F;, podle téchto pravidel:

(a) Zobrazeni ¢, jsou prosta pro vsechna n € N,

(b) sousednim intervaltim déleni D,, pfifadime vzdy stranami sousedict intervaly
(¢tverecky) déleni Fi,, a

(c) je-li J interval déleni F,, pfifazeny zobrazenim ¢, intervalu I déleni D,,, pak
vSechny Ctyfi intervaly déleni D,1 lezici v I musi zobrazeni ¢,+1 zobrazit
na intervaly lezici v J.

Jak to Ize udélat naznacuje trojice schematickych obrazki: Silngjsi lomend ¢ara probiha
po fadé c¢tverce déleni Fi, F» a F3 tak, jak jsou prifazeny po sobé jdoucim intervalim
déleni D1, D a D3 3).

Podminky (a)—(c) zaruéi spojitost zobrazeni ¢, definovaného takto: k bodu ¢ € [0,1)
sestrojime posloupnost intervald I, déleni D,, n € N, tak, aby tyto intervaly vzdy
obsahovaly bod t. Takovy interval déleni D,, existuje a jsou (v kazdém déleni) maxim4lné
dva; v takovém pripadé vybereme kterykoli z nich. Vzniklou posloupnost intervala I,
sdiam(I,) =47" — 0aN;Z,I, = {t} zobrazime pomoci zobrazeni ¢, . Pak posloupnost
©n(I,) vyhovuje piedpokladiim Cantorovy Véty 13.2.12, diam (g, (I5)) = 1/2-27" — 0
a lze definovat bod ¢(t) jako prvek jednobodové mnoziny

{o®)} = () enlln). (13.3)

Zbyva dokazat, Ze zobrazeni ¢ je korektné definované, Ze je zobrazenim na [0,1] % [0, 1]
a ze je spojité.

Pokud existuji v néjakém déleni D, dva intervaly déleni I,,, I, obsahujici bod t,
musi byt ¢ jejich spoleénym koncovym bodem a ve vSech délenich Dy 1, Dpyo, ... jsou
vybérem I,, nebo I, intervaly I,i1, Int2,... jednoznaéné uréeny: Bod t je pro viechny
koncovym bodem, nebo je bod ¢ pro vSechny poc¢atecnim bodem, a tak je bod t pfedpisem
(13.3) definovan pro posloupnost intervalti obsazenych v I,, i pro posloupnost intervalii
obsazenych I, tentyZ a diky pravidlu (b) je i ¢(¢) uréen jednoznac¢né.

3) Tento postup, popsany r.1891, pochazi od Davida Hilberta.
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Obr. 13.1.
Obr. 13.1 znazornuje prifazeni ¢,: plnd lomend ¢ara prochézi po fadé ctverci pfifa-
zenymi postupné intervalim [zx_1,2zk,], k = 1,2,...,4". Spojitost zobrazeni je dana

pravidlem (c). Je-li ddno ¢ € [0,1] a libovolnad posloupnost ¢, € [0,1], pak existuje
m tak, Ze pro v8echna k > m je |t — tx| < 47", a tedy tx it lezi v néjakém (ne nutné
jediném) spole¢ném intervalu déleni S,,. Pak vSak eukleidovska vzdalenost o (f(tx), f(t))
je odhadnuta ¢islem /2 - 27", a proto z tx — t plyne f(tx) — f(t) a ¢ je spojité.

Definice 13.2.16. Zobrazeni A : (P,0) — (P, o) se Casto nazyvéa operator na (P, ).
Pro operatory uzivame nasledujici oznaceni:
Al(z) = A(z), A"'(z):=(AoA™)(z), z€P.
Jestlize existuje o € [0,1) tak, Ze
0(A(z),A(y)) < ce(x,y), zyeP, (13.4)
fikdme, ze A je kontrakce na (P, 0). Bod £ € P se nazyva pevny bod operatoru A, pokud
Ag) =&

Poznamka 13.2.17 (dulezitd). Kazda kontrakce je spojitym zobrazenim. Je-li A kon-
trakce na (P, o), pak existuje a € [0,1) tak, ze pro kazdou konvergentn{ posloupnost
{mnjﬁ wn—>1’€P,je

0(A(zn), A(z)) < ag(an,z), neEN,
a tedy A(zn) — A(x); zobrazeni A je spojité.

Véta 13.2.18 (Banach 1920). Necht (P, o) je uplng MP a A je kontrakce na (P, ).
Potom existuje pravé jeden pevny bod A.

Diikaz. Zvolme zg € P libovolné a definujme z, = A"(z0), n € N. Ukdzeme, ze {z,}
je cauchyovska a konverguje k hledanému pevnému bodu £. Podle definice kontrakce
existuje a € [0, 1) tak, zZe je (13.4). Pro m,n € N, m > n, je
0(%n, Tm) < 0(Tn,Tnt1) +- -+ 0(Tm_1,Tm) <
< a”o(w1,0) + " o (z1,20) + - +
S (an + an+1 + a7l+2 4. ) 9(2317230) )

m—

Yo (1, 0) <
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z ¢ehoz plyne odhad

n

n7m<
0 (@n,Tm) < 7=

o 2 (1, 0); (13.5)

proto s ohledem na o™ — 0 je {z,} cauchyovska. Existuje tedy £ = lim,— oo Zn a (vyu-
zivadme spojitosti A)
A(¢) = lim zp41 = lim z, =€.

n— oo

Pokud by existovaly dva rizné body & a ¢ tak, ze A(§) = € a A(¢) = ¢, pak by platilo

0<0(&¢) = 0(A(§),A(Q) < e(&,0),
COZ je Spor. O

Poznamky 13.2.19. 1. Pfedchézejici vété se zpravidla ¥ika Banachova véta o pevném
bodu. Casto se uziva jeji verze pro iplny normovany linearni prostor. Tyto prostory se
na Banachovu pocest nazyvaji Banachovy prostory. Véta 13.2.18 vsak plati v kazdém
uplném MP a ma, jak je dobré si povSimnout, ,nelinearni charakter®, tj. operator v ni
vystupujici nemusi byt obecné linedrnd.

2. Nahlizime-li na ¢leny posloupnosti {z,} jako na jisté aproximace pevného bodu &, je
uzite¢né piejit v odhadu (13.5) k limité pro m — oco. Dostaneme tak nerovnost

n

1-—

Q(:thg)g aQ(x17x0)7

pomoci niz miizeme odhadnout piislusnou vzdalenost (¢asto uzivame oznacéeni odhad
chyby) a ,zastavit vypocet* £ po dosazeni potfebné presnosti.

Priklad 13.2.20. V Piikladu 2.4.15 jsme pouzili zobrazeni

A@) =2 (0- Do+ =55) . we .00,

k vypoctu %. Dokéazeme postupné, ze
(1) A’ na intervalu [{/a, +00) nabyvé svého maxima (p — 1)/p v bodé {/a;
(2) A je na intervalu [{/a, co) kontrakce.
Al(z) = E(l _ i) :
P P

Snadno nahlédneme, Ze maximum A’ na intervalu [%, 00) je rovno (p—1)/p. Dostaneme
tak pomoci Lagrangeovy véty odhad

[A(@) = AW)| < (P =V /plz —yl, @,y € [Va,00),

a funkce A, chidpand jako (nelinearni) operator na prostoru [%7 00), je kontrakce. V Pfi-
kladu 2.4.15 jsme ukézali, Ze p¥i zo € (0, 00) je posloupnost { A" (zo)} (jde opét o skladani
zobrazeni jako ve Vété 13.2.18, ne o mocninu!) od indexu 1 nerostouci (dokonce klesajici,
pokud neni xo = (’/E), a tak se v jistém smyslu konvergence ,neustéle zlepsuje®.

Skutecné,
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Poznamka 13.2.21. Ctenai snadno predchazejici tvrzeni zobecni: Je-li I interval v R,
ktery je uzavienou mnozinou v R, f(I) C I, kde f je spojité zobrazeni a f ma v kazdém
vnitinim bodé z € I derivaci takovou, Ze |f’(z)| < 1, pak rovnice f(z) = x mé jediné
feseni. Podstatné hlubsi aplikaci Véty 13.2.18 o pevném bodu ukazeme v Kapitole 15.

V souvislosti s Priklady 13.1.2 se je$té informativné zminime o ,,velkych® a ,malych*
mnozinach v topologickém smyslu. Tato partie méa fadu zajimavych aplikaci, napf. v teo-
rii redlnych funkci. Piiklad (2) 13.1.2 naznadéil jednu obtiz spocivajici v tom, Ze mnozina
Q neni uzaviena v R.

Definice 13.2.22. Rikdme, ze A C P je #idkd v prostoru (P, o), jestlize
P\A=P,
tj. uzéveér doplitku A je cely prostor P, neboli doplngk uzavéru A je husty v P.

Dusledek 13.2.23. Je-li A 7idkd mnoZina a A = B, je B také #idké mnoZina. Specidlné
to plati napr. kdy? A C B C A.

Lemma 13.2.24. Je-li A C B C P a B je 7idkd mnoZina, je 7idkd i mnoZina A.

Diikaz. Ziejmé je A C B, takze P\ B C P\ A. Odtud dostaneme

CP\A4,

Ss]

P=P
a mnozina A je tudiz fidka. O

Lemma 13.2.25. Je-li mnozina A C (P, o) hustd a oteviend, je jeji komplement P\ A
7idkd mnoZina.

Dikaz. Je-li A husta a oteviena, je

P=A=P\(P\A) =P\ (P\A4),
z ¢ehoz jiz plyne tvrzeni lemmatu. O

Véta 13.2.26. MnoZina A C P je vidkd, prdvé kdyZ pro kazdou ) # G C P otevienou
existuje ) # G1 C G oteviend, pro niz G1 N A = 0.

Dikaz. Je-li mnozina A fidka, je podle Definice 13.2.22 P\Z hust4 mnozina. Proto pro
kazdou otevienou mnozinu G # § je G1 := G N (P \ A) podle Véty 13.1.3 neprazdna a
oteviena, ptidemyz zfejmé ANG1 C AN(P\ A) C AN(P\ A) = 0, takse podminka je
splnéna.

Neni-li mnozina A ¥idk4, neni P\ ‘A husta. Proto existuje oteviend 0 # G C P tak,
7e GN(P\A) =0, tj. G C A (a mj. je (A)° # ). Nyni sta¢i ukazat, e pro kazdou
0 #G1CGjeGNA#D. To dokdzeme sporem: Z Gi N A = 0 plyne A C P\ G1, a
tedy Gi1 C G C AC P\ Gy = P\ G, z &ehoi vyplyva G1 = 0; nalezeny spor dokazuje
druhou ¢ast tvrzeni. O

Neékdy se jako kritérium ridkosti muze hodit ekvivalentni vlastnost, kterou popiseme
v néasledujicim tvrzeni.
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Lemma 13.2.27. MnoZina A C P je #idkd, prdvé kdyz (A)° = 0.

Drikaz. Pokud mnozina A neni fidkd, dokazali jsme v pribéhu piedchézejictho diikazu,
ze (A)° # (0. Vnitiek (A)° je oteviend mnozina pro kazdou A C P a jestlize je A Fidka4,
je

P\ (A)°D>P\A=P, atedy P\ (A)° =P, neboli (A)°=0;

tim je tvrzeni lemmatu dokéazano. |

Definice 13.2.28. Existuji-li A, C P fidké v (P, 0) pro vSechna n € N tak, ze je
A =72, An, nazyva se A mnoZinou 1. kategorie (v Baireové smyslu).

Poznamka 13.2.29. Ziejmé je kazda fidkd mnozina v P také mnozinou 1. kategorie a
v8echny mnoziny 1. kategorie tvofi systém, ktery je uzavieny vzhledem ke spocetnym
sjednocenim. V uplnych MP jsou mnoziny 1. kategorie ,malé“. Toho lze, jak uvidime
dale, vyuzit v existenc¢nich dikazech.

Véta 13.2.30 (Baire 1899). Necht (P, o) je tuplng prostor a necht {Gr; k € N} je
systém otevienych hustych podmnoZin P. Potom i G := (=, Gk je hustd.

Diikaz. Zvolme libovolné () # H otevienou v (P, ¢) a dokazme, ze G N H # §; tim bude
s ohledem na 13.1.3 tvrzeni dokazano.

Protoze G je oteviend husta, je HNG1 # 0 oteviena, a existuje tedy oteviena koule
Bi1 = B(z1,71) lezici i se svym uzdvérem v G1 N H.

Protoze G2 je oteviena hustd, je B1 N G2 # ) oteviena, a existuje tedy oteviend
koule By = B(x2,r2) lezici i se svym uzdvérem v Ge N B1 C G2 N (G1 N H).

Takto postupujeme dale: Je-li jiz vybrana Bj_1, pak z hustoty oteviené G plyne
existence koule By = B(xx, k) leZici i se svym uzdvérem v mnoziné

GkﬂkalC~~~CGkﬂ(Gk71ﬂ“'ﬂG1ﬂH).

Je zfejmé, ze poloméry ry kouli By, lze pfitom volit tak, ze r, — 0, takze i diam(By) — 0.
Nyni na uzévéry B uzijeme Cantorovu Vétu 13.2.12 a dostaneme tak existenci bodu
v H N G. Tim, Ze je tato mnozina neprazdnd, jsme dikaz dokoncili. |

Véta 13.2.31 (Baire 1899). Uplng metricky prostor (P, o) nent 1. kategorie.

Diikaz. Protoze A je iidkd, pravé kdyz je P\ ‘A husté, pro kazdou posloupnost {4}
fidkych mnozin, jsou mnoziny (P \ Ay) oteviené a husté v (P, p). Podle Véty 13.2.30
pak dostaneme

0 () (P\A) =P\ [J Ak c P A,
k=1 k=1 k=1
takze (P, o) nemtze byt 1. kategorie. |

Poznamka 13.2.32 (dulezitd). Mnoziny, které nejsou mnozinami 1. kategorie, se na-
zyvaji mnoziny 2. kategorie. Podle vyslovené véty je tedy uplny metricky prostor (v sobé)
2. kategorie. Dopliikkem mnoziny 1. kategorie v prostoru 2. kategorie nemuze byt mno-
zina 1. kategorie. Na tom je zalozena metoda dikazu existence funkci s jistou zajimavou
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vlastnosti, kterd byva velmi casto nazyvana metoda kategorii. P¥i dikazu postupujeme
podle tohoto obecného principu:

(1) vybere se vhodny prostor funkci, ktery je uplngm metrickym prostorem (P, o), a

(2) ukaze se, ze vSechny prvky (P, o), které zkoumanou vlastnost nemaji, tvori v (P, o)
mnozinu 1. kategorie.

Predchazejici véta pak tika, ze v P existuje alespon jeden prvek, ktery zkoumanou vlast-
nost ma.

Pokud je A mnozina 1.kategorie, nazyva se ¢asto mnozina P \ A rezidudlnt, ta je
v prostoru, ktery je 2. kategorie, také mnozinou 2. kategorie (je zfejmé, Ze systém vSech
mnozin 1. kategorie je uzavieny vzhledem ke sjednoceni koneéné mnoha prvkil). V ta-
kovém pfipadé téz fikame, Ze vlastnost uréujici piislusnost prvka k P\ A, je typickou
vlastnosti prvka P.

Tak lze napf. dokazat, ze existuje spojita funkce na R, kterd nema v zaddném bodé
(vlastni) derivaci, nebo kterd neni monoténni na zaddném intervalu (a,b) C R a fada
dalsich zajimavych tvrzeni. My takovou funkci, ktera je spojitd na R a nemd v zadném
bodé konecnou derivaci, pozdéji zkonstruujeme v Kapitole 14; pravé popsany postup
vede kromé tvrzeni o existenci i k poznani, Ze takovych funkei je v prostoru C([a,b])
v jistém smyslu ,,velmi mnoho*.

Lemma 13.2.33. MnoZina vsech funkci f € C([a,b]), které jsou monotdnni na néjakém
intervalu (o, B) C [a,b], je 1. kategorie v C([a,b]).

Dikaz. Protoze kazda funkce, kterd je monoténni na néjakém otevieném intervalu le-
Zicim v [a,b], je monoténni i na n&jakém otevieném intervalu v [a,b] s raciondlnimi
koncovymi body, mizeme pracovat pouze s takovymi intervaly. Tyto intervaly tvori spo-
Getnou mnozinu {1, }52 ;.

Oznacme A, pro kazdé n € N mnozinu vSech funkci, které jsou monoténni na in-
tervalu I,,. Mnoziny A, jsou uzaviené; k tomu stac¢i dokézat, Ze jejich dopliiky jsou
oteviené mnoziny. Pokud f € C([a,b]) neni monoténni v intervalu I,, existuji body
T1,x2,T3, x4 € I, tak, ze

(f(z2) = f(z1)) (w2 —21) >0, (f(xa) — f(x3)) (24 —x3) <O.

Pro r < min(|f(z2) — f(z1)], |f(zs) — f(z3)|)/2 lezi celd koule B(f,r) v doplitku A,,
a proto je tento doplnék oteviend mnozina.

Mnoziny A, jsou fidké v C([a,b]): K tomu stali pro dané n € N nalézt k ¢ > 0 a
k libovolné funkci f € A, funkci g € (C([a,b])\ An) tak, aby || f —g || < €. K libovolné
zvolenému € > 0 a napf. k neklesajici funkci f na I, existuji v I, body 1 < z2 tak, ze
f(z2) — f(z1) < £/2. Monotonii f lze ,porusit* p¥i¢tenim k f po éastech linedrni funkce
h, nabyvajici v bodé z1 hodnoty h(z1) = ¢ a v bodé x2 hodnoty h(x2) = 0, linedrni na
[z1,z2] a konstantni na intervalech dopliiku I, \ (z1, z2). Pak je ||| = € a lze definovat
g = [+ h, takze g(x1) > g(z2). Proto je doplnék C([a,b]) \ A, husty v C([a,b]) a je to
oteviend mnoZina, takze podle Lemmatu 13.2.25 je A, Fidka. Mnozina (J 2, A je tedy
mnozinou 1. kategorie a tvrzeni je dokazano. |

Dusledek 13.2.34. MnoZina vSech spojitych monotonnich funkci z prostoru C([a,b])
je 1. kategorie v C([a,b]), takZe typickd funkce z C([a,b]) neni monotdnni na Zddném
nedegenerovaném intervalu leZicim v [a,b].
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Priklad 13.2.35. Dokazeme, Ze typickd funkce z C([a,b]) nemé v zadném bod§ in-
tervalu [a,b] koneénou jednostrannou derivaci. Oznaéme A" mnozinu vsech funkci
f € C(la,b]), pro néz existuje vlastni f) (z) v néjakém bod& = € [a,b). Analogicky
oznaéme A~ mnozinu viech téch funkci f, pro néZ existuje vlastni f’ (z) v né&jakém
bodé x € (a,b].

Abychom dokézali, Ze funkce z dopliiku C([a,b]) \ A, kde A := AT U A™, jsou
typické, staci ukézat ze ob& mnoziny AT i A~ jsou 1.kategorie v C([a,b]). Provedeme
to pro mnozinu A", pro mnozinu A~ je dikaz obdobny a lze ho pfevést na prvy piipad.
Diikaz rozdélime do nékolika krokii (je vhodné si pomoci nacrtky):

1. Polozime-li pro n € N

Ani={fec(abl); @ elab-1/n]) (vhe (0.1/m) ( WI <n)}.

je AT C UpZ, Ax. Inkluzi dokédzeme, pokud k funkci f € C([a,b]) s vlastni f}(z)
v néjakém bodé = € [a,b) najdeme A,, v niz tato funkce lezi. Ziejmé existuje n; € N
tak, ze pro vSechna pfirozend n > ni je z < b — 1/n; déale existuje na € N tak, ze pro
viechna pfirozend n > ns je | fi (z)| < n a ns € N tak, Ze pro viechna pfirozend n > ns

| fz+h) = f(z)]

he(0,1/n) = -

<n

Polozme ng = max{ ni, n2, n3 }. Potom pro véechna n > ng lezi f v A,. Déle dokdzeme,
7e mnoziny A, jsou pro vSechna n € N uzaviené a ridké.

2. Zvolme pevné n a ukazme, ze A, = A_n K tomu postaci ukazat, ze
(fk €EAn, fx—fv C([a,b])) = feA,,
neboli ze
3z €la,b—1/n]) (Vh € (0,1/n)) (| f(x + h) — f(z)| < nh). (13.6)

Zvolime nyni libovolné konvergentni posloupnost funkci fr € A, a k témto funkcim ty
body zx € [a,b—1/n], pro néz

(Vh € (0,1/n))(| fe(zk + h) — fu(zr) | < nh).

Mizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze xr — o, o € [a,b— 1/n], cehoz lze
dosdhnout pfechodem k vybrané konvergentni posloupnosti z {zy} odpovidajici {fx}.
Nyni budeme odhadovat pro h € (0,1/n):

| f(xo+h) — f(zo)| < | flzo+h) — flzk + )|+ | flzrx +h) = fru(zr +R) [+
+ | fe(zk 4+ h) = fr(zr) | + (13.7)
+ 1 fi(x) — fxe) |+ | f(2k) — f(20) |-

Vyraz na druhém fadku (13.7) je pro h € (0,1/n) shora odhadnut ¢islem nh, ostatni
vyrazy v nerovnosti vpravo konverguji pro k — oo k 0: prvni a posledni vzhledem ke
spojitosti f v bodech zo + h a zo, druhy a ¢tvrty vzhledem k fr = f na [a,b], nebot
konvergence v C([a,b]) je stejnomérnd. Proto pro f dostdavame (13.6) s © = xq, takZe

f e An.
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3. Nyni sta¢i podle Lemmatu 13.2.25 dokézat, ze komplement C([a,b]) \ A, je husta
mnoZina pro vSechna n € N. Zvolme pevné n a popiSme, jak ke kazdé f € C([a,b])
sestrojit v C' := C([a,b]) \ An posloupnost funkei {fi} konvergentni k f. I kdyz je to
pro f € C trividlni (sta¢i volit konstantni posloupnost s fr = f), udélame to najednou
pro jakoukoli f € C([a,b]). K tomu staci ukazat, jak k € > 0 nalézt g € C tak, Ze
I/ — gllooc < &. Funkci g sestrojime postupné: nejprve k f sestrojime ,blizko* funkci
¢ s odhadnutelnou derivaci zprava a k této funkci pfi¢teme ,malou pilovitou funkci“ s,,
s vhodnym m tak, abychom dostali g = ¢ 4+ spm ¢ A,. Nyni tuto ideu zpiesnime.

K dané funkci f najdeme analogicky jako v Ptikladu 13.1.6 po ¢astech linearni funkci
£ tak, aby || f — £|lcc < €/2. Funkce ¢ m4 v kazdém bod& x= € [a,b) vlastni derivaci
zprava a existuje M € (0,+o0c0) tak, Ze pro vSechna tato z je | ¢, ()| < M. Nyni pro
kazdé m € N zvolme ekvidistantni déleni D € D(a,b), D ={a=to < ti-- < tom = b}
a v jeho délicich bodech polozme

sm(to) === (1= (-1)"), v=12,...,2m.

= oM

Funkce s, maji derivaci zprava ve vSech bodech = € [a,b) a absolutni hodnota této
derivace je konstantni; je rovna me/(b— a) a pro m — oo mé limitu +oo. Nyni zvolime
funkci s, s tak velkym indexem m, aby

(sm +£)'(z) >n pro viechna z € [a,b),

Polozime-1i g := £ + sm, je g ¢ An a zdroveil ||f — g|loc < &. Tim je dokdzano, ze A, je
fidk4a mnozina pro kazdé n € N.

Poznamenejme na zavér, ze existuji i funkce f € C([a,b]), které nemaji v zddném
bodé z [a,b] derivaci (tedy ani vlastni, ani nevlastni), ale ty tvoii v C([a,b]) mnoZinu
1. kategorie a jejich konstrukce je velmi slozita. Jak se pozd€ji ukaze, kazda z téch funkci,
kterymi jsme se zabyvali v tomto pfikladu, je i funkci, kterd neni monoténni na zadném
otevieném intervalu I C [a,b]; monoténni funkce na I maji vlastni derivaci véude v I
az na mnozinu nulové Lebesgueovy miry.

13.3 Kompaktni prostory

Poznamka 13.3.1. Pfipomeiime, Ze jsme se domluvili, ze kazdou M C (P, o) 1ze pfi-
rozenym zpusobem chapat jako MP. Uvedme nejprve uZite¢nou charakteristiku pro ote-
viené a uzaviené mnoziny v M.

Lemma 13.3.2. Je-li A C M C (P,0), pak A je uzaviend v M, prdvé kdyZ existuje
uzaviend F v P tak, e A= MNF. Je-li AC M C (P, ), pak A je otevrend v M, prdvé
kdyz existuje oteviend G v P tak, Ze A= M NG.

Diikaz. Ziejmé stacéi dokdzat pouze jedno z tvrzeni, nebot druhé dostaneme jednoduchou
uvahou o doplicich. Dokazme napf. tvrzeni o uzavienosti. Budeme pracovat s uzavéry
vzhledem k o v M a P, proto je rozliSime pfiddnim oznaceni k pruhu, ktery znaci uzaveér.
Ziejmé je
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—P

tedy za F' lze volit uzavér A mnoziny A v (P, p). Snadno dokdzeme i obracenou impli-
—P

kaci: je-li F' uzaviend v (P, 9),tj. F=F ,aA=MnNF,je

AcMnA  cmMnF =24,
ajetedyA:MﬂZP:ZM. O

Definice 13.3.3. Budeme fikat, ze systém mnozin { M }aca tvorl pokryti mnoziny M,
jestlize M C J,c 4 Ma. Jsou-li véechny M, oteviené mnoziny, nazyvame takové pokryti
otevrenym pokrytim M.

Definice 13.3.4 (Aleksandrov, Uryson 1924"). Budeme fikat, Ze mnozina M C P
je kompaktni v prostoru (P, g), jestlize z kazdého jejiho otevieného pokryti lze vybrat
kone¢né (pod)pokryti. Podrobnéji: Je-li systém {Ga}aca otevienym pokrytim M, pak
existuji ar € A, k=1,2,...,m, tak, ze M C ;- Ga,-

Poznamka 13.3.5. Lemma 13.3.2 ukazuje, Ze neni podstatné, je-li pokryti tvofeno ote-
vienymi mnoZinami v M ¢&i otevienymi mnozinami v P. Kompaktnost § # M C (P, o)
je tedy vlastnosti podprostoru (M, g). Neni obtizné si rozmyslit, ze Heine-Borelova véta
(Véta 4.3.46) je z hlediska pravé zavedené kompaktnosti tvrzenim o tom, Ze interval
[a,b] je kompaktni. Koneéné poznamenejme, Ze definice samozfejmé zahrnuje definici
kompaktniho prostoru, staci volit M = P. V plné obecnosti je spojovana véta se jménem
Lebesgueovym (dfive se pracovalo se ,spocetnymi pokrytimi).

Je uziteCné si uvédomit, ze k tvrzenim o kompaktnich mnozinach existuji casto
»dualni tvrzeni“, ktera jsou s nimi ekvivalentni: UkdZeme to nejprve na nasledujici véte,
ktera ve skuteCnosti tizce souvisi se samotnou definici kompaktniho prostoru.

Véta 13.3.6 (Riesz F. 1908"). Necht (P, ) je kompakini metricky prostor a necht
{Fa}aca je takovy systém uzaviengch mnoZin, Ze pro kaZdy jeho konelny podsystém
{Far,Fag,-- -, Fa,,} je N ie1Fa, # 0. Potom také

() Fu #0. (13.8)
acA
Diikaz. Budeme dokazovat sporem. Neplati-li (13.8), pak pro Go := P\ Fi je
P=P\ () Fa=|JP\Fa)= ] Ga,
acA acA acA

takze {Ga} je otevienym pokrytim P. Pak by vSak existoval konecny podsystém, pro
ktery

UGak = U(P\Fak):P\ ﬂFak:P7
k=1 k=1 k=1
coz je ve sporu s predpokladem véty; tim je jeji tvrzeni dokéazano. O

Definice 13.3.7 (Fréchet 1906, Hausdorff 1914*). Rikame, e prostor (P, ) je to-
tdlné omezeny, jestlize pro kazdé € > 0 existuje koneénd mnozina A. C P tak, Ze pro
vSechna = € P je dist(z, A.) < €. Mnoziné A. se nékdy ik e-sit, takze definici lze
vyjadiit i tak, ze (P, g) je totalné omezeny, ma-li pro kazdé € > 0 kone¢nou e-sit.
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Lemma 13.3.8. Totdlné omezeny prostor (P, o) je omezeny.

Diikaz. Zvolme € > 0 a sestrojme konecnou sit A. = {:tcl7 RPN mn} prostoru P. Libovolné
dva body u,v € P lezi v e-okoli mnoziny A. a proto existuji body z;, z, € A. tak, ze

o(u,v) < o(u,x;) + o(x;, xk) + o(k, v) -
Diametr prostoru P lze proto shora snadno odhadnut
diam(P) < 2e + max{ o (zj,zr); 1 < j, k < n},
takZe totalné omezeny prostor je omezeny. O

Véta 13.3.9. Kazdy totdlné omezeny prostor (P, o) je separabilni.

Diikaz. Sestrojme postupné konecné e-sité A. pro ¢ = 1/n, n € N. Potom je mno-
zina A :=J;7 ;| A1/, spocetnym sjednocenim koneénych mnozin. Je to tedy spocetnd a
zdroven ziejmé hustd podmnozina (P, o). O

Poznamka 13.3.10. Nékdy se setkdvame s touto zZertovnou interpretaci: ,, Totalné ome-
zeny prostor je mésto, které lze strezit konecnym poctem libovolné krdtkozrakych strdzcu.“
Doporucujeme ¢tenafi, aby se nad ni zamyslel; je to dobra pomitcka k snadnému zapa-
matovani definice.

Véta 13.3.11. Kazdy kompaktni prostor je totdlné omezeny, a tedy omezeny a separa-
bilnd.

Diikaz. Uvazujme pokrytiprostoru P systémem otevienych kouli {B(z,¢); = € P} s da-
nym ¢ > 0. Pak vybereme koneéné podpokryti a stfedy vybranych kouli tvofi koneénou
e-sit prostoru P. Zbytek je dusledkem piedchézejicich tvrzeni. O

Véta 13.3.12. Je-li M C P kompaktni v (P, g), pak je M uzaviend.

Diikaz. Podle definice sta¢i dokazat, ze P\ M je oteviend mnozina. Je-li z € P\ M,
pak pro kazdé y € M lze nalézt r, > 0 tak, ze

B(%Ty)ﬂB(vay) :wa

staél napf. volit 0 < ry < o(z,y)/2. Koule B(y,ry) pro y € M tvori oteviené pokryti
M, ke kterému lze najit kone¢né podpokryti {B(yk,7y,.); K = 1,...,n}. Potom pro
0<r <min{ry,; k=1,...,n} je B(xz,r) N M =0 a koule B(z,r) je okolim z, pficemz
je B(z,7) C P\ M. O

Poznamka 13.3.13. Obecné lze Fici, ze velmi dulezité jsou véty, které charakterizuji
kompaktni mnoziny v konkrétnich metrickych prostorech. Jednoduchy pfiklad: Pod-
mnozina diskrétniho prostoru je kompaktni, pravé kdyz je konecénd. Zpravidla vsak jsou
charakteristiky kompaktnosti v obvykle studovanych prostorech podstatné slozitéjsi.

Jiz vime, ze kazda kompaktni mnozina M je omezend a uzaviend, avsak odtud obecné
kompaktnost M neplyne; viz dale Véta 13.3.25 a Priklady 13.3.26. Nicméné vsechny po-
jmy, které k uziteénym obecnym charakteristikdm kompaktnosti potfebujeme, jiz mame.
Nejprve uvedeme jinou variantu Cantorovy véty.
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Véta 13.3.14 (Cantor 1872*). Necht (P, o) je kompaktni prostor a { A, }3° nerostouct
posloupnost neprazdnych uzavienych mnozin v P, tj. An+1 C An, n € N. Potom

oo
A= ﬂ A, je neprdzdnd mnozina*).
n=1

Diikaz. Tvrzeni je dusledkem Véty 13.3.6, nebot prinik libovolného koneéného podsys-
tému mnozin Ay je neprazdny. Dukaz lze vSak provést pfimo stejnym zptisobem jako
dikaz Véty 13.3.6. |

Poznamka 13.3.15. Ctenaf by si mél povSimnout, Ze tato verze Cantorovy véty je
prfimym zobecnénim Véty 2.4.1 (princip vloZenych intervald). Je zajimavé, ze k ni existuje
dualni tvrzeni, jehoZ autorem je FELIX EDUARD JusTIN EMILE BOREL (1871 — 1956),
a které rika: Necht (P, o) je kompakini prostor a {Gr}iZ, je posloupnost otevienych
mnozin v P takovd, Ze P = U3, Gy. Potom existuje m € N tak, Ze

P=J Gk (13.9)
k=1

Dtikaz tohoto tvrzeni pfenechdme ¢tenéfi: mize vyjit jednak z Definice 13.3.4, ale také
z Véty 13.3.14, dtikaz z definice je vsak velmi jednoduchy.

Véta 13.3.16. Necht (P, o) je kompakini prostor. Potom je mnozina M C P kompaktni,
praveé kdyz je uzavrend.

Dikaz. Jiz jsme ve Vété 13.3.12 dokazali, ze kazda kompaktni mnozina je uzaviena.
Tvoii-li systém {Ga; o € A} v prostoru P oteviené pokryti mnoziny M, je systém
{Ga;a € AYU{P\ M} otevienym pokrytim P. Koneéné podpokryti M sestrojime tak,
7e vybereme kone¢né pokryti P a pak z né&j odstranime P\ M. Odtud vyplyva druhd
implikace a tedy i tvrzeni véty. O

Nasledujici véta zobecnuje dalsi z ,,hlubsich vét“; porovnejte ji s Vétou 4.3.31, kterou
z ni obdrzime jako jednoduchy disledek.

Véta 13.3.17. Necht [ : (P, o) — (Q,0) je spojité zobrazeni a P je kompaktni. Potom
je i obraz f(P) kompaktni.

Dikaz. Zvolme libovolné oteviené pokryti {Ga;a € A} obrazu f(P). Potom systém
{f71(Ga); o € A} tvoii oteviené pokryti P a lze vybrat o, ..., a, tak, ze

P = U f'(Ga,), aproto f(P)C U Gay -
k=1 k=1
Tak jsme nasli potfebné konec¢né pokryti f(P). |

Dusledek 13.3.18. Je-li M C P kompaktni v prostoru (P,9) a f : M — R je spojitd
redlnd funkce, pak je f omezend a nabyvd na M svého maxima a minima.

Diikaz. Stacéi uvazit, ze f(M) je kompaktni, a tedy je omezenou a uzavienou mnozinou
v R. Proto jeisup f(M) € f(M), inf f(M) € f(M) a jsou to redlnd ¢isla. Tim je tvrzeni
dokazano. O

4) O oznadeni a dataci véty viz Poznamku 13.2.13.
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Poznamka 13.3.19. Je zajimavé, Ze je-li A C (P, 0) neprazdnad kompaktni mnozina,
mé kazdy bod z € P\ A v A ,nejblizsi bod“, tj. takovy bod zo € A, pro ktery

da(z) = o(z, o).

Bod z¢ s touto vlastnosti vsak nemusi byt jediny. Podobné lze vysetrit vzdalenost dvou
mnozin: Je napi. lehké sestrojit disjunktni mnoziny A, B € R? (doporucujeme ¢tendii,
aby si nacrtl obréazky), jejichz vzdalenost je 0, a je to jen o trochu tézsi, maji-li byt tyto
mnoziny uzaviené. Ma-li vSak byt navic alespon jedna z mnozin A, B kompaktni, neni
to jiz mozné. Je-li napt. mnozina A kompaktni, je

dist(A, B) = inf{dp(z); z € A},

a jde tedy o infimum spojité funkce na kompaktni mnoziné. Tohoto infima se nabude
alesponl v jednom bodé xo € A a jeho hodnota je kladna. Pokud by to byla 0, lezel by
bod zo i v B = B a mnoziny A, B by nebyly disjunktni.

Véta 13.3.20 (Hausdorff 1914). Prostor (P, o) je kompakini, prdvé kdyZ je uplng a
totdlné omezeny.

Dikaz. Dokazeme obé implikace. Nejprve predpokladejme, ze P je kompaktni. Pak je
podle Véty 13.3.11 totalné omezeny. Zbyva tedy dokéazat tplnost P. Necht {z,} je cau-
chyovské posloupnost. Definujme mnoziny

An i={xk; k>n};

pak jsou vSechny A, uzaviené a ziejmé A, 1 C A, C P,n € N. Proto podle Véty 13.3.14
existuje bod z € P, lezici v priniku ()77, An.

Ukéazeme, ze x, — x. Zvolme € > 0 libovolné a zvolme k£ € N tak, aby pro vSechna
m,n > k platilo ¢ (Zm,xn) < €/2. Protoze z € Ay, lze nyni zvolit bod =, s m > k tak,

ze ¢ (Tm,x) < €/2, a tedy podle trojuihelnikové nerovnosti
0 (zn, ) < 0(Tn,Tm) + 0 (Tm,z) < ¢

pro vSechna n > k. Proto je z,, — = a P je tplny.

Obrécenou implikaci dokdZeme sporem. Necht P je uplny a totdlné omezeny, avsak
nikoli kompaktni. Pak existuje oteviené pokryti { G;v € I' } prostoru P, z néhoz nelze
vybrat konecné podpokryti prostoru P. Z totalni omezenosti P vyplyva, ze pro kazdé
kladné e, z posloupnosti {ex}, ex — 0, existuje konecnd ei-sit. Z ex-sité sestrojime pro
kazdé k € N systém Sy vSech uzavrenych kouli se stiedy v bodech e-sité a o poloméru ey.
Mnoziny M z S pokryvaji P a pro kazdou je diam (M) < 2eg, pfi¢emz ¢ — 04. Nyni
existuje alespon jedna mnozina M € Si, kterou nelze pokryt kone¢né mnoha mnozinami
z { G, }. Oznaéme ji D;.

Mnoziny kone¢ného systému {D1 N M ; M € So} pokryvaji D1, jejich primér ne-
prevysi 2e2 a alespon jedna z nich neni opét pokryta zddnym koneénym podsystémem
{Go}. Oznaéme ji D2. Nyni je snad jiz ¢tenédfi ziejmé, jak induktivné definujeme {Dy},
pfi¢emz pro v8echna k € N je Dri1 C Dy, diam (D) < 2¢eg, ex — 0, a Dy nelze pro
zadné k € N pokryt zddnym koneénym podsystémem {G.; v € I'}.

Zvolime z, € Dy, n € N. Protoze €, — 0, je posloupnost {z,} cauchyovskd, a tedy
existuje € P, z, — x, nebot P je Gplny. Bod z je pokryt alespon jednou mnozinou G
a ta obsahuje B(z,r) pro vhodné r > 0, avSak pro vSechna k € N s diam(Dy) < 2e, <7
je Dy C B(z,r) a to je spor, nebot pak je Dy C G~. Prostor P je tedy kompaktni. O
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Dusledek 13.3.21. Uzavrend podmnozina kompaktniho prostoru je kompaktni, prdvé
kdyz je totalné omezend.

Dikaz. Podle Véty 13.2.7 je podmnozina F' tplného prostoru ve zfejmém smyslu tplnym
prostorem, prave kdyz je uzaviena. Proto s ohledem na predchéazejici Vétu 13.3.20 je F’
kompaktni, pravé kdyz je totalné omezena. |

Poznamka 13.3.22. Radu diikazi tvrzeni o funkcich z C([a,b]) jsme zaloZili na tom,
7e z omezené posloupnosti v R Ize vybrat konvergentni posloupnost. Abychom mohli
napf. snadno modifikovat takové dikazy pro obecné MP, potfebovali bychom mit ta-
kovouto vlastnost k dispozici i v MP. To motivuje nase dalsi usili o dikaz ekvivalentni
podminky pro kompaktnost M C (P, ). Ukazuje se, Ze to neni obtizné.

Definice 13.3.23 (Fréchet 1906"). Je-li M C (P, p), pak nazgvame M sekvencidlné
kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti {z,} bodd z M lze vybrat posloupnost konver-
gentni v M.

S ohledem na nasledujici tvrzeni neni tato terminologie prekvapiva. Ziejmé staci
uvedené tvrzeni dokdzat pouze pro prostor (P, o).

Véta 13.3.24. Necht (P, o) je MP. Potom P je sekvencidlné kompaking, pravé kdyz je
kompaktns.

Dikaz. Predpokladejme nejprve, ze P je sekvencialné kompaktni. Podle predchéazejiciho
tvrzeni sta¢i dokazat, ze pak je P uplny a totalné omezeny. Dokazme nejprve tplnost
P: je-li {zn} cauchyovska, lze z ni diky sekvencidlni kompaktnosti vybrat konvergentni
{Tny }221; Tny, — € P a zfejmé i xn — x: Je-li € > 0 voleno libovolng, existuje k € N
tak, ze pro vSechna m,n > k je 9 (zm, zn) < £/2. Zvolime-li nyni takové m, aby platilo
m>kao(xam)<e/f2 jeziejmé o(z,2n) < 0(2,Zm) + 0 (Tm,Tn) < €.

Pro dtkaz totalni omezenosti P dokazme ekvivalentni tvrzeni: neni-li P totalné ome-
zeny, pak neni sekvencidlné kompaktni. Necht k jistému £ > 0 neexistuje kone¢na e-sit.
Definujme induktivné {z,} tak, ze ¢ (zn,zm) > € pro viechna n # m, a to takto:

Zvolme libovolné z; € P. S ohledem na to, ze {z1} nemlze byt e-siti v P, existuje
x2 tak, ze o(x1,x2) > €. Obecné, je-li jiz zvoleno n prvkia P, pak existuje x € P
tak, ze dist(z, {z1,...,zn}) > €, a lze definovat z,41 := z. Nyni vSak Z4dnd vybrand
posloupnost z {z, } neni cauchyovska, a proto neexistuje ani zddna vybrana konvergentni
podposloupnost. Dokézali jsme, Ze prostor neni sekvencidlné kompaktni.

Je-li P kompaktni a {z,} je libovolnd posloupnost bodii z P, postupujeme jako pfi
dtikazu Tvrzeni 13.3.20: Polozime A, := {zx; k > n}. Potom je podle Cantorovy Véty
13.3.14 mnozina

neprazdnd a snadno k z € A sestrojime vybranou posloupnost {zn, }32, tak, ze zn, — z
pro k — oo: Vybereme x,, € A; tak, aby o (zn,,z) < 1 a postupujeme induktivné déle.
Pokud jsme naposled vybrali z,, € A, tak, ze o (zn,,x) < 1/r, vybereme n,+1 > nr,,
pro né7z xn,.,., € Art1 a 0(Tn,,,,z) < 1/(r + 1). Pak ale {zn, } je hledand vybrana
posloupnost konvergentni k x. O
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Véta 13.3.25. Necht m € N. Potom je mnoZina M C R™ kompaktni, prdvé kdyZ je
omezend a uzavrend.

Dikaz. Omezenost a uzavienost kazdé kompaktni mnoziny plyne z jiz dokazanych tvr-
zeni 13.3.11 a 13.3.12. Obrécené, jestlize je M C R™ omezend a uzaviena, pak pro
posloupnost {z,} bodt z R™ (znaéime x, = [z},...,2"]) snadno sestrojime vybranou
posloupnost {zn, }7>; z posloupnosti {z,} tak, ze konverguji prvni slozky, tj. posloup-
nost {z;,, }22,, nebot i {x},} je omezend. Z posloupnosti {z, } vybereme posloupnost
tak, aby konvergovaly druhé slozky, atd. Po m krocich tak ziskdme posloupnost {yx}
vybranou {z,} konvergentni ,po slozkidch®, tedy konvergentni i v R™ a také v M,
protoze M je uzaviend mnozina. Protoze je mnozina M sekvencidlné kompaktni, je
i kompaktni. |

Piiklady 13.3.26. 1.V prostoru m = £°° vSech omezenych posloupnosti realnych ¢isel
se supremovou normou nent uzaviena jednotkova koule kompaktni, nebot z posloupnosti
{zn}, kde

Zn :=90,...,0,1,0,...},

nelze vybrat konvergentni podposloupnost. Ziejmé
llzx — xi||oo =1 pro k#1,

a tedy zadna podposloupnost {x,} neni ani cauchyovska.

2. Stejnym zpusobem dokdzeme, Ze i v prostoru C([0,1]) neni uzaviend jednotkova
koule K(0,1) kompaktni. Konstrukei fn, € C([0,1]) s analogickou vlastnosti provedeme
napf. tak, jak jsme to udélali v Prikladu 12.3.7; viz téz Obr. 12. 1. Snadno nahlédneme,
ze || fx — fill = 2 pro fr # fi. AvSak z posloupnosti {f»} nelze vybrat konvergentni pod-
posloupnost, nebot opét zadna jeji podposloupnost nemitize spliiovat Bolzano-Cauchyho
podminku.

Definice 13.3.27. Necht M C (P, o). Rikdme, Ze zobrazeni f : M — (Q, o) je stejno-
mérné spojité na M, jestlize

(Ve >0) (36 > 0) (Va,y € M; o(z,y) <) (o(f(z), f(y)) <e). (13.10)

Jak vidime, je to analogickd definice (tj. je ,stejnd jako v ]Rl“)7 nicméné zatim vime
o MP relativné malo, abychom s ni mohli efektivné pracovat; pfipomenme, ze prvni véta,
kterou jsme o stejnomérné spojitosti v R! = R dokézali, byla o stejnomérné spojitosti
funkce spojité na uzavieném intervalu a sama uzavienost mnoziny nesta¢i (napf. funkce
z? na R nent stejnomérné spojita. Dokonce i p¥i zkoumani spojitosti funkce f v bodé
konkrétniho MP miizeme mit obtize, teoreticky jsme vSak jiz na vySetfovani spojitosti
funkci na R™ pro m > 1 pfipraveni.

Tvrzeni 13.3.28. Necht M C (P, o). Zobrazeni f : M — (Q, o) je stejnomérné spojité
na M, pravée kdyz

(ks yn € M, @ (zk,yx) — 0) = (o(f (k) f(yx)) — 0). (13.11)
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Dikaz. Predpokladejme nejprve, Ze je splnéna podminka (13.10) a o (z,yx) — 0; pak
k € > 0 nalezneme podle definice stejnomérné spojitosti § = d(¢) > 0 a k nému n € N
tak, aby o (xk,yx) < d(¢) pro vSechna k > n. Odtud dostaneme o(f(zk), f(yr)) < € pro
v8echna k > n, z ¢ehoz jiz plyne (13.11).

Neni-li splnéna podminka (13.10), existuje o > 0 tak, Ze pro vSechna § > 0 lze
nalézt body x,y € M, pro které o(z,y) < ¢ a soucasné o(f(z), f(y)) > €o. Pro kazdé
k € N Ize tedy zvolit body zx, yx € M, o (xk,yr) < k™", pro které o(f(xx), f(yx)) > €o.
Pak vsak ziejmé

o (zk,yx) — 0, asoucasné o(f(zx), f(yx)) 7~ 0. (13.12)

Tim je dikaz ekvivalence podminek (13.10) a (13.11) dokoncéen. a

Véta 13.3.29 (Heine 1872, Fréchet 1906"). Redlnd nebo komplexni funkce f spo-
Jitd na kompakini mnoziné M C (P, o) je stejnomérné spojitd na M.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme opét sporem: Stejné jako v diikazu Tvrzeni 13.3.28 sestrojime
posloupnosti bodt zx, yx € M, pro néz plati (13.12) (o(z,y) je nyni |z — y|). Protoze M
je kompaktni, 1ze vybrat z {z)} podposloupnost konvergentni k néjakému bodu z € M;
Ize tedy bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze existuje lim xx = x. Protoze

Q($7yk) < Q($7$k) + Q(xlwyk) — 0,

je také limyr = x. Ze spojitosti f v bodé x plyne
Tim [£(x) — f) = | F(@) — f() | =0,
coz je ve sporu s (13.12) a tvrzeni Véty 13.3.29 je dokéazano. |

Poznamka 13.3.30. Ctenai by mé&l porovnat predchézejici (v podstaté Fréchetiiv) dii-
kaz s dliikazem Heineho Véty 11.1.3, nebot ,obecny“ dikaz je patrné prehlednéjsi. Je
vhodné si uvédomit, ze véta plati napt. pro libovolny uzavieny interval

I:[a17b1] X [a27b2] X+ X [am7bm] CR™.

To se vyuziva pii dikazu existence ,vicerozmérného“ Riemannova integralu ze spojité
funkce na I.

Podle Véty 13.3.25 je v R™ kazda omezend a uzaviend mnozina kompaktni. Analo-
gické tvrzeni prostoru C([a,b]) neplati, a tak vznikd pfirozend otdzka: Které mnoziny
M C C([a,b]) jsou kompaktni ®)? K tomu vyuZijeme pojem stejné spojitosti, kterou
zavedl GIULIO ASCOLI (1843 — 1896) v souvislosti se studiem konvergence posloupnosti
spojitych funkci.

Definice 13.3.31 (Ascoli 1883*). Necht M C (P, p) a necht F(M) je néjaky systém
funkci f : M — R. Rikame, Ze funkce z F(M) jsou stejné spojité na M, jestlize je
splnéna podminka

(Ve > 0)(36 > 0)(Vf € F(M))(Vx1, z2 € M)(o(x1,22) <d=|f(x1)— f(z2)| < €).

5) Tato otézka ma smysl i obecnéji pro M C (P, ¢) v jinych prostorech.
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Poznamka 13.3.32. Z Definice 13.3.31 vyplyvé, ze vSechny funkce f € F(M) jsou
(stejné) stejnomérné spojité na M. Podobné budeme fikat, ze funkce ze systému F(M)
jsou stejné omezené, existuje-li K € R takové, ze pro vSechny funkce f € F(M) a vSechna
xz € M je |f(z)] < K. Pro stru¢nost budeme nékdy fikat kratce ve zfejmém vyznamu,
ze systém funkci F (M) je stejné spojity nebo stejné omezeny.

Véta 13.3.33 (Ascoli 1883"). Necht O # M C (P, o) je kompaktni. Potom uzaviend
podmnozina F(M) prostoru C(M) vsech spojitych funkci na M je kompakitng, pravé kdyz
je systém F (M) stejné omezeny a stejné spojity.

Diikaz. Nejprve budeme predpokladat, ze F(M) je kompaktni. Pak je systém F(M)
totadlné omezeny, a tedy (stejné) omezeny podle Véty 13.3.11. Musime jesté ukdzat, ze
je zaroven stejné spojity. Z totdlni omezenosti F(M) plyne, ze k danému € > 0 existuje
koneénd (e/3)-sit A= {f1,..., fm} C F(M). Ze stejnomérné spojitosti funkeci fi plyne
existence 0 > 0 tak, ze pro k =1,...,m je

(z,y € M, o(z,y) <o) = (| fe(z) = fi(y)| </3).

Polozme § = min{dx; k = 1,...,m} a zvolme libovolnou f € F(M). K f nalezneme
fro € A, pro kterou je || f — fu, || < €/3. Nyni zfejmé

(z,y € M, o(z,y) <0) = |f(z) - f(y)| <

< 1F (@)= Fro @)+ o (@)= Fro W]+ o D)= @) < S+ 5 + 5 ==,

takze systém F (M) je stejné spojity.

Nyni ukdzeme, ze F(M) je sekvencialné kompaktni, je-li stejné omezeny a stejné
spojity. Nejprve ukazeme, Ze z kazdé posloupnosti funkei {fr} z F(M) lze vybrat cau-
chyovskou podposloupnost. Podle Véty 13.3.11 je kompaktni prostor totalné omezeny a
je podle Véty 13.3.9 separabilni, existuje tedy spocetnad mnozina T' C M, ktera je husta
v M. Vsechny jeji prvky sefadime do (prosté) posloupnosti {¢x}. Nyni budeme postupné
vytvaret vybrané posloupnosti: {fi1, fi2, fi3,...} je vybrana posloupnost z {fx}, kterd
je konvergentni v bodé t1, {f21, f22, f23,...} je vybrana posloupnost z { fix}r—: konver-
gentni v bodé t2, atd. Obecné v m-tém kroku vybereme z posloupnosti {fum—1)« }re1
posloupnost {fmk}re; tak, aby konvergovala v bodé t,,. Pov§imneme si, Ze {fmk }re:
konverguje na mnoziné {t1,t2,...,tm}.

Nyni vytvofime diagondlni posloupnost {gm} = {fmm }m=1, vybranou z posloup-
nosti {fx} a ukdzeme, ze tato diagonalni posloupnost je cauchyovskd. VyuZzijeme stejné
spojitosti funkei f € F(M). Pro € > 0 zvolime koneénou mnozinu 7. C T tak, Ze tvofi
e-sit mnoziny M. Nyni zvolime k € N tak, Ze pro posloupnost {gm }me—1 je

(VteT:)(m,n >k = |gm(t) —gn(t)| <e).
Nyni pro kazdé = € M existuje vhodné ¢t € T, tak, ze

|gm (2) = gn(2)] < |gm(2) = gm(B)] + 1gm (t) = gn(®)] + |gn(t) — gn(2)] < 3e .

Odtud vyplyva, Ze je splnéna Bolzano-Cauchyho podminka pro posloupnost {gm} vy-
branou z {fx}, a tedy gm = na M.

Protoze je (M) uzaviena podmnozina prostoru C(M), lezi limita posloupnosti {gm }
v F(M); proto je F(M) sekvencidlné kompaktni, a tedy i kompaktni. Tim je dikaz
tvrzeni véty dokoncen. O
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V pribéhu dikazu jsme mj. ukazali, ze plati nasledujici tvrzeni, které budeme po-
trebovat v Kapitole 15:

Tvrzeni 13.3.34. Je-li M kompakini a F(M) C C(M) je systém stejné omezengch a
stejné spojitych funkci na M, lze z F(M) vybrat posloupnost konvergentni v C(M).

Poznamka 13.3.35. Jiz na samém zacatku vykladu o redlnych ¢islech jsme se setkali
s kompaktnosti, aniz jsme o tom hovofili. Vnofili jsme totiz R do R*, pficemz R* je
sekvencialné kompaktni: pridali jsme k R ,,chybé&jici hromadné body“. Ukazuje se tedy,
ze je R* jakymsi ,zkompaktnénim® R, coz jesté zpiesnime; jde vSak o ,topologickou
zélezitost”, oteviené mnoziny v R jsou oteviené i v R*.

Prostor R lze vnofit do kompaktu i pfidanim , jediného nekonecna“: ozna¢me ho
oo™ a definujme lim, oo Tn = 00*, jestlize limp—.oo | Zn | = +00. Zkuste si tento ptiklad
rozmyslet dfive, nezli zacnete Cist dalsi odstavec. Pro nedostatek mista budeme velmi
stru¢ni, ¢tendfe odkazujeme napf. na [5], str. 744.

V R™ bychom mohli provést analogickou tivahu a definovat mnozinu R = R™U{co},
pficemz pro z" € R™, n € N, definujeme lim,_.o 2" = oo, jestlize lim, . ||2"|]2 = oo.
Doufam, 7e se étenaf po promysleni predchézejiciho pifpadu s R! zorientuje a dvoji
vyznam symbolu oo ho nezmate. Pravem by se vSak mohl citit posSkozen, nebot jsme
sice de facto pouzili jako okoli bodu co v R™ mnoziny

Us(00) = {z € R™; [la]l > e},

avSak na R7* jsme nedefinovali zddnou metriku. Neni tedy zifejmé, zda oteviené mnoziny
v R 1ze popsat pomoci néjaké metriky. VR lze takovou metriku definovat napf¥. tak,
ze definujeme vzdélenost pomoci stereografické projekce; pro jednoduchost to provedeme
v R2. Uvazujme v R? sféru S o rovnici 2% 4+ u? 4+ v? = 1. Bodu [z,y] € R? piifadme
bod [z,y,0] € R? a uréeme priise¢ik p¥imky, uréené timto bodem a bodem [0, 0,1]. Jeji
prusecik s uvazovanou sférou mé soutradnice

2x 2y 22 +y?—1

Teryertl YT iyt VT @t2rl

Pomoci téchto vztahii je uréeno zobrazeni f : R* — S. Z¥ejmé v € [—1,1) a zobrazeni f
jena S\ [0,0,1]. Definujme jesté f(oco) =[0,0,1] a pro [r,s] € R2 polozme vzdalenost
o (r,s) v R? rovnou vzdalenosti obrazii f(r) a f(s) v R®. Pak g je metrika na kompaktnim
prostoru R2.

Definice kompaktniho prostoru, kterou uzivame, je zalozena pouze na topologickych
pojmech, takze se snadno pfenese i do topologickych prostort. Existuje-li ke kazdému
bodu prostoru okoli, jehoz uzavér je kompaktni, pak fikdme, ze prostor je lokdlné kom-
paktni. Z ptredchoziho je patrné, ze prostory R™ jsou lokdlné kompaktnimi prostory.
Naproti tomu Q s metrikou indukovanou z R neni lokdlné kompaktni prostor (¢tenaf se
muze pokusit to samostatné dokdzat). Pomoci okoli bodi 1ze snadno popsat topologii 7
topologického prostoru (X, 7). Je-li (Hausdorffav)®) prostor (X, 7) lokalné kompaktni,
existuje jeho kompaktifikace (Y, 7’) takova, ze Y \ X je jednobodovd mnoZina. Tento
bod se obvykle znaé¢i co a staci popsat jeho okoli: ta vsak definujeme jako rozdily Y \ K,
kde za K volime kompaktni mnoziny v (X, 7).

6) V Hausdorffové topologickém prostoru existuji ke kazdym dvéma réiznym bodém z,y
jejich okoli U(x), U(y), kterd jsou ,disjunktni®.
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Véta 13.3.36. Je-li f prosté spojité zobrazeni kompaktniho prostoru (P, o) na metricky
prostor (Q, o), je inverzni zobrazeni g := £~ rownéz spojité a oba prostory jsou homeo-
morfni; zobrazeni f je homeomorfismem mezi prostory P, Q.

Dikaz. Je-li F C (P, p) uzaviend mnozina, je podle Véty 13.3.16 kompaktni. Jeji ob-
raz H := f(F) je podle Véty 13.3.17 kompaktni, a tedy podle Véty 13.3.12 uzaviena
mnozina v (Q, o). Proto pro inverzni zobrazeni g jsou vzory vSech uzavienych mnozin
v (Q, o) uzaviené mnoziny v (P, ¢) a g je spojité podle Véty 12.5.7. Zobrazeni f je tedy
homeomorfismem a oba prostory jsou homeomorfni. O

13.4 Souvislost

Tato partie je uziteCnéd napt. pfi vySetfovani funkci nebo zobrazeni vice proménnych a
jesté podstatnéji pii studiu funkci komplexni proménné.

Definice 13.4.1. Rikéme, Ze prostor (P, o) je souvisly, pokud neexistuji neprazdné dis-
junktni oteviené mnoziny G1,G2 v P tak, ze P = G1 U Ga.

Poznamky 13.4.2. 1. Souvislost mnoziny se definuje pomoci jiz vicekrat pouzité timlu-
vy: mnozina M C (P, g) je souvisld, je-li (M, g) souvislym podprostorem prostoru (P, o).
2. Je zfejmé, ze obé mnoziny G1, G2 z predchozi definice jsou i uzaviené, protoze jejich
komplement v P je oteviena mnozina. Je-li ) # A # P obojetnd mnozina, pak volba
G1:= A, G2 := P\ A, ukazuje, Ze prostor (P, ) neni souvisly. Odtud vidime, ze prostor
(P, 0) je souvisly, prdavé kdyZ obojetnymi mnoZinami v P jsou pouze mnoZiny 0 a P.

3. Prazdné a jednobodova podmnozina MP jsou vzdy souvislé, nebot nejsou sjednocenim
disjunktnich neprazdnych mnozin.

4. Z4dn4 alespont dvoubodova podmnozina diskrétniho prostoru nent souvisla.

Umluva 13.4.3. Mnoziny G1, G2 z definice, které jsou neprazdné, disjunktni, oteviené
a pro které G1 U G2 = P, tvori rozklad nesouvislého prostoru na obojetné mnoziny. Pro
strucnost ho budeme nazyvat o-rozklad. V symbolické formé pro tyto mnoziny je

G1,G2 C P, G1,G2#0, G1,G2 jsou oteviend,
GinNG2=0, GiUGs=P.

Véta 13.4.4. Neprdzdnd mnoZina M C R je souvisld, prdvé kdyZ je M interval nebo
jednobodovd mnozina.

Dikaz. Omezime se na alespont dvoubodové mnoziny. Nejprve dokdzeme: Neni-li mno-
zina M interval, existuje jeji o-rozklad: Necht tedy existuji body a, b, ¢ tak, ze a,b € M,
a<c<bacg M. Pak ale

Gi:=Mn(—oco,¢) a Gz:=MnN/(c,+00)
je o-rozklad M a mnozina M neni souvisla.

Predpokladejme nyni, ze M C R® je interval; sporem dokézeme, ze M je souvisld
mnozina. Necht existuje o-rozklad M, tvofeny mnozinami G1, G2 anecht a € G1, b € G,
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a < b. Jelikoz je M interval, je t € M pro vSechna a <t < b. Polozme
c=sup{te€la,b];teGi}.

Ztejmé bod ¢ lezi v [a,b], a tedy ¢ € M. Protoze je b € G2 a G2 je oteviend mnozina, je
¢ < b. Je-li ¢ € Gy, existuje d1 > 0, pro néz (¢ — d1,c+ 1) C G1, nebot G je oteviena.
Potom vsak ¢ nemtze byt supremem G1, ¢imz dostavame spor. Je-li ¢ € G2, je ¢ > a
a existuje takové d2 > 0, ze (¢ — d2,¢ + d2) C Ga, protoze G2 je oteviend. Existuje
proto t € G1 v intervalu (¢ — d2,¢] a G1 N G2 # 0, coz je opét spor. Tim je Véta 13.4.4
dokéazana. O

Véta 13.4.5. Necht f: (P,0) — (Q,0) je spojité zobrazeni a necht P je souvisly pros-
tor. Potom f(P) je souvisld mnoZina v (Q,0).

Diikaz. Pokud by G1, G tvofily o-rozklad f(P), je f~1(G1), f~*(G2) o-rozklad P, coz
dava potfebny spor. O

Dusledek 13.4.6. Nekonstantni spojitd redlnd funkce f na souvislém prostoru (P, o)
md Darbouzovu vlastnost, tj. pro kazdé dva body y1,y2 € f(P), y1 < y2, a kaZdé c,
y1 < ¢ < Y2, existuje bod x € P, pro ktery f(x) = c.

Duikaz. Podle Véty 13.4.5 je f(P) souvisla mnozina v R, a tedy podle Véty 13.4.4 je to
interval. Ten spolu s body y1, y2 obsahuje i v8echna ¢ € [y1,y2], tedy i1 bod c. Staci tedy
volit z € f~'(c) # 0 a dostaneme f(z) = c. O

Poznamka 13.4.7. Snadno se ukéze, Ze Darbouxova vlastnost spojitych funkci na
(P, o) charakterizuje souvislé prostory. Pokud totiz (P, ¢) neni souvisly prostor, existuje
jeho o-rozklad P = G1 U G2. Definujeme-li funkci f na P tak, ze f(G1) =0, f(G2) =1,
je tato funkce podle Véty 12.5.7 spojita a nema Darbouxovu vlastnost.

Pripomenme, ze jsou-li z, y body linearniho prostoru X, je tisecka Ty mnozina bodu
{z=tx+ (1 —t)y;t €[0,1]} 7). Je tedy obrazem intervalu [0,1] pomoci zobrazeni
fit— f(t) € X, kde

fit)=te+(1—-t)y, teR. (13.13)

Je-li X normovany linedrni prostor, je zobrazeni f v (13.13) spojité, protoze

1£(&) = F)ll = I(tz + (1 = t)y) — (uz + (1L —wy)|| < [t —u| (=] + [yl -
Dusledek 13.4.8. Kazda usecka v normovaném linedrnim prostoru je souvisla mmno-
zZina.

Lemma 13.4.9. Necht {Ay;v € I'} je systém sowvislych mnozin v prostoru (P, o) a
necht pranik vech téchto mnoZin je neprdzdny. Potom je A = J A+ souvisld mno-
Zina.

yel

Diikaz. Postupujeme opét sporem: Je-li G1, G2 o-rozklad A, lezi spoleény bod vsech Ay
v jedné z téchto mnozin. Necht je to G1. Pak G2 méa neprazdny prunik s alespori jednou

7y Je-li x # y, nazyvame =, y krajnimi body této tsecky.
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A~; oznadme ji A,,. Pak vSak mnoziny
AyyNGr a AyyNGa
tvori o-rozklad A-,, coz je spor se souvislosti A, . O

Dusledek 13.4.10. Jsou-li souvislé mnoZiny {Ax}ren takové, Ze A N Agt1 # O pro
vSechna k € N, jsou sowvislé i mnoZiny | J;_, Ar pro vsechna n € N a také mnoZina

UkZ1 Ak

Diikaz. Podle Lemmatu 13.4.9 jsou souvislé mnoziny A; U Ag, (A1 U A2) U Asg, ...;
indukci snadno dokazeme souvislost mnozin B, := UZ:1 Ay, pro vSechna n € N. Déle je

ve1 Ax =Uo2 | Bn, coZ je souvisld mnoZina, protoze A1 C (oo, Bn. O
Poznédmky 13.4.11. 1. Je-li A C R™ (obecné&ji v normovaném LP) a zo € A takovy
bod, ze pro kazdy bod x € A lezi tGsecka zox v A, pak je A podle Lemmatu 13.4.9
souvisld mnozina. Takové mnoziny se nazyvaji hvézdovité (vzhledem k xo).

2. Pfipomenime, ze A C R™ je konvexni, obsahuje-li s kazdymi dvéma body x, y i tse¢-
ku zy. Konvexni mnozina A je hvézdovitd vzhledem ke vSem svym bodum, a je proto
souvisla.

3. V Prikladu 13.2.15 jsme sestrojili spojité zobrazeni ¢ intervalu [0,1] na uzavieny
jednotkovy &tverec S := [0,1] x [0,1] C R? Toto zobrazeni ¢ neni prosté. Snadno
nahlédneme, ze rozdil S\ E, kde F je mnozina vSech vrcholu ¢tverce S, je hvézdovita
mnozina vzhledem k jeho stiedu (je to dokonce konvexni mnozina). Pokud by bylo
zobrazeni ¢ prosté, bylo by podle Véty 13.3.36 homeomorfismem a vzor mnoziny S \ £
by musel byt souvislou mnozinou, tedy intervalem. Mnozina [0,1] \ ¢~ *(E) ma viak
alesponi tfi komponenty, coz dava spor. Je to patrné jednodussi nezli dokazovat, ze
naptiklad
©(1/6) = ¢(1/2) = ¢(5/6) = [1/2,1/2].

To vede ke zdanlivému paradoxu: bodi intervalu [0,1] se zda byt ,vice* nez bodu
jednotkového ctverce S.

Véta 13.4.12. Je-li mnoZina A C (P, 0) souvisld, je také souvisld kaZdd mnoZina B,
pro kterou je A C B C A. Specidlné: uzdvér souvislé mnoZiny je souvisld mnoZina.

Diikaz. Provedeme dtikaz sporem. Je-li Ajednobodové, tvrzeniplati. Necht G1, G2 tvori
o-rozklad mnoziny B. ProtoZe mnozina A je souvisld, musi byt ¢asti jedné z mnozin
G1 N A nebo G2 N A; pokud by obé mnoziny byly neprazdné, byly by mnoziny G1 N A,
G2 N A o-rozkladem A a dostali bychom spor. Necht tedy napi. A C G1 a A N G2 = 0.
Pak viak i A N G2 = 0 a protoze B C A, je také B N G2 = 0; proto G1, G2 neni
o-rozkladem B. Nalezeny spor dokazuje tvrzeni lemmatu. O

Pi#iklad 13.4.13. Funkce f(z) = sin(z™") je spojita na R\ {0}. Sjednoceni jejiho grafu
G s libovolnou neprazdnou podmnozinou A tsecky S s koncovymi body [0, —1] a [0, 1]
je souvislou podmnozinou R?. Graf G, restrikce fi = f|(0, 00) je obrazem intervalu a je
tedy souvisly. Kazdy bod tsecky S lezi v uzavéru mnoziny Gy,. Podle Véty 13.4.12
je Gy, U A souvisld mnozina. Analogické tvrzeni plati i pro restrikci f2 := f|(—o0,0).
Sjednoceni souvislych mnozin s neprazdnym prunikem je souvisld mnozina, z ¢ehoz jiz
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vyplyva dokazované tvrzeni. Pokud by byla mnozina A prazdnd, tvrzeni by neplatilo,
protoze Gy,, Gy, by tvofily o-rozklad Gy.

Definice 13.4.14. Je-li {a = zo,21,...,2n = b} konedénd uspofddand mnozina (ne
nutné raznych) boda z R™, pak sjednoceni useéek Tox1, T1 22, ..., Tn_1 Tn NaZyvame
lomend ¢édra v R™, spojujici body a,b ®).

V teorii funkci komplexni proménné nebo pii praci s funkcemi vice (redlnych) pro-
ménnych se ¢asto pracuje se specidlnimi mnozinami. Uvedeme jednoduchou definici:

Definice 13.4.15. Neprazdna oteviend souvisld mnozina v R™ se nazyva oblast.

Véta 13.4.16. Je-li G C R™ oblast, lze kazdé dva body mnoZiny G spojit lomenou
carou, ktera lezi v G.

Dikaz. Zvolme xzo € G libovolné. Pak mnozina A téch bodd = € G, které lze spojit
v G lomenou ¢arou s o, je ziejmé neprazdna: s bodem xo obsahuje vechny body koule
B(zo,7) s dostateéné malym r > 0; ty lze spojit v G s bodem zo tseckou.

Je oteviend, protoze pro x € A existuje lomend ¢ara L v G spojujici zg s  a pro
kazdé y € B(z,r) C G lze spojeni lomenou ¢arou bodi xo a y ziskat sjednocenim L
s tseckou zy.

Doplnék G \ A je také otevieny, protoze pro jeho libovolny bod z nemtze v okoli
B(z,7) s dostateéné malym r > 0 lezet bod z A, jinak by totiz platilo z € A. Protoze G je
souvisld, musi byt G\ A = 0, jinak by mnoziny A a G\ A tvorily o-rozklad mnoziny G. O

Definice 13.4.17. Maximaln{ (ve smyslu inkluze) souvislou podmnozinu metrického
prostoru (P, ¢) nazyvame komponenta souvislosti prostoru (P, g), kratce jen komponenta
prostoru P.

Poznamka 13.4.18. Je-li A komponenta prostoru P a A C A1 C P, kde A; je sou-
visld, je Ay = A. Komponenty mnoziny A C (P, p) jsou ve smyslu nasi umluvy opét
komponenty podprostoru (A4, o|(A x A)).

Lemma 13.4.19. Komponenta prostoru (P, o) je uzavienou podmnozinou (P, o).

Diikaz. Je-li A komponenta (P, g), je podle Véty 13.4.12 i A souvisla mnozina. Ziejmé je
A C A a vzhledem k maximalité komponent A = A, takZe A je uzaviend mnozina. [

Lemma 13.4.20. Komponenty prostoru (P, ¢) jsou totozné nebo disjunktni.

Diikaz. Jsou-li A1, Az komponenty P, pak pii A1 N Az # 0 je A1 U As souvisla mnozina
obsahujici A1 i A2. Komponenty jsou mazimdlni souvislé podmnoziny P, z ¢ehoz jiz
vyplyvaji rovnosti A1 = A1 U Az = Aa. O

Dusledek 13.4.21. Kazdy bod prostoru (P, p) jednoznacéné uréuje komponentu prostoru
P, ve které lezi. KaZdd neprdzdnd souvisld podmnozina A C (P, o) lezi v jediné kompo-
nenté prostoru P.

8) MiZe to tedy byt i jednobodova mnozina.
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Véta 13.4.22. Komponentami oteviené mnoziny G C R™ jsou oblasti.

Diikaz. Necht A je komponenta mnoziny G; stac¢i dokdzat, Ze A je oteviend mnoZina.
Je-liz € AC G, je B(z,r) C G pro n&jaké r > 0, pticemz B(z,r) je konvexni, a tedy
souvisld mnozina. Proto je AU B(x,r) souvisld mnozina, takze AU B(z,r) = A, neboli
B(z,r) C A. Mnozina A je tedy oteviend a dikaz je dokoncen. O

Véta 13.4.23. Kazdd oteviend mnozina G v prostoru R™ nebo v Gaussové roviné C je
sjednocenim spocetné mnoha disjunktnich oblasti.

Dikaz. Komponenty G jsou oblasti, staci tedy dokézat, ze disjunktnich komponent je
pouze spocetné. Kazdé komponenté priradime jeden jeji bod, ktery ma vSechny soufad-
nice racionalni. Ziskdme tak prosté zobrazeni na (spocetnou) podmnozinu Q xQx- - - xQ,
tj. mnozinu vSech m-tic racionalnich ¢isel, z ¢ehoz jiz vyplyva dokazované tvrzeni. [

Historicka poznamka 13.4.24. Jak jiz bylo patrno z predchazejicich kapitol, presu-
nul se v 19. stol. zdjem matematikd od jednotlivych funkci k jejich mnozindm ¢i t¥i-
dam. Byly vySetfovany funkcionaly, neboli funkce definované na mnozinach funkci. Jako
priklad pfipomenme zminku o Riemannové integralu: Ten je podle Véty 11.23 linedr-
nim funkciondlem na C([a,b]), ktery je podle Pozndmky 12.5.6 na tomto normovaném
linedrnim prostoru spojity, pokud tento prostor opatiime supremovou metrikou. Po-
znamenejme, ze napt. jiz r. 1903 nalezl JACQUES HADAMARD (1865 — 1963) ponékud
komplikovany pfedpis popisujici obecny tvar spojitého linedrniho funkcionalu na pro-
storu C([a,b]); viz [9], Vol. I, str. 405 — 408. Elegantni YeSeni tohoto problému nalezl
FREDERIC RIESz (1880 — 1956) r. 1909. V jiné préci z r. 1910 poprvé pouzil termin
prostor funkci (Funktionenraum); viz téz [15].

Metrické prostory zavedl MAURICE RENE FRECHET (1878 — 1973) r. 1906 v praci [7];
byla to jeho doktorska disertacni prace. Tam je také zavedena vétsina obecnych pojmi,
které byly vylozeny v této kapitole.

Uvedeme nékolik historickych ukazek. Fréchet nejprve studuje obecnéjsi mnoziny:
Pokud peclivé studujeme ruzné klasické definice limity posloupnosti cisel, posloupnosti
bodi nebo posloupnosti funkci apod., thned zjistime, Ze vSechny wvyhovuji podminkdm
I a 11, které nezavisi na povaze uvazZovanych prvki posloupnosti. Jsou to ty podminky,
které ndm postaci k zobecnéni jistych tvrzeni z teorie funkct.

Ddle se omezime na podmnoziny tiidy (L) prokd libovolné povahy, vyhovugict ndsle-
dugicim podminkam: je mozné rozlisit, zda jsou prvky tridy rizné ¢i nikoli. Navic lze
definovat limitu posloupnosti pruki tridy (L). Predpokldddme tudiz, Ze pro libovolné zvo-
lenou nekonecnou posloupnost (ne nutné rizngch) prokd tridy (L) lze s jistotou Tici, zda
tato posloupnost A1, Az, ..., An,... md & nemd limitu A (jednoznacné uréenou). Po-
stup, ktery umozni nalézt odpovéd, (jinak Teceno definice limity), atf je jakgkoli, musi
splnovat podminky 1 a II, o nichZ jsme se zminili, a které jsou nasledugici:

I) Pokud jsou vsechny prvky nekonecné posloupnosti A1, Az, ..., An,... rovny témuz
prvku A, ma posloupnost limitu, kterou je A.

IT) Pokud md nekoneénd posloupnost A1, Az, ..., An,... limitu A, kaZdd posloup-
nost clent predchozi posloupnosti ve stejném potadi Ay, Any,..., An,,... (celd ¢isla
ni,na,...,np tedy rostow) md opét limitu rovnou A.

Fréchetova definice metrického prostoru se jen forméalné odliSovala od Definice 12.2.1
z minulé kapitoly (srovnej s Historickou pozndmkou 12.5.17). Mezi piiklady uvadi line-
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arni prostor s vSech posloupnosti redlnych ¢éisel z = {z1, 2, ...} se vadélenosti (I’écart)
definovanou vzorcem (uzivame jeho oznaceni)

=3 4
Ul 1 fzn — ynl

a pro tuto metriku dokazuje i trojuhelnikovou nerovnost. Pro prostor s vSech posloup-
nosti realnych éisel z Piikladu 12.4.42 dokazuje v praci [7] mj. Vétu 13.3.17.

Fréchet uziva i oznaceni ,separabilni prostor®, avsak v jiném smyslu, nez jsme za-
vedli. Jeho definice tedy nesplyva s nasi definici separability. Pise: Tridu prvki nazyvame
separabilni, pokud ji lze alespon jednim zpusobem vyjadrit jako derivaci 9) spocetné
mnoziny svych prvki. Poznamenejme jesté Ze témér polovina prdce je vénovana aplika-
cim obecné teorie.

Fréchetovu definici uplného prostoru jsme uvedli v Historické poznamce 13.2.4; po-
znamenejme, ze terminy uplnost, uplny prostor apod. jsou patrné pozdéjsiho data.

Dodnes je patrné nejvétsi nejednotnost v terminologii souvisejici s kompaktnosti.
Fréchet zavedl v r. 1906 pojem (sekvencilni) kompaktnosti s oznadenim ,kompaktni“.
Pouzil nasledujici definici: Rikdme, Ze mnoZina je kompaktni, jestlize je konecnd nebo
md-li kazdd jeji nekoneénd podmnoZina alespori jeden hromadny bod *°). Jestlize je mno-
Zina zdroven uzaviend, nazgvdme ji extremalni; (...). Dnes pojem extremalni mnoziny
znamena opét néco podstatné jiného.

PAVEL SERGEJEVIC ALEXANDROV (1896 — 1982) spolu s PAVLEM SAMUJLOVICEM
URYSONEM (1898 — 1924) zavedli r. 1924 kompaktnost tak, jako jsme ji zavedli v Defi-
nici 13.3.4, ovSem pro topologické prostory. Pouzili pro ni termin bikompaktnost, ktery se
stale jesté v rusky psané starsi literature vyskytuje. VSeobecné se takto zavedené , pokry-
vaci kompaktnosti“ zacalo fikat jen kompaktnost. Mnoziny, jejichz uzdvér je kompaktni
(tedy ne nutné uzaviené!), se nazyvaji relativné kompakint; pro ty uzival Fréchet termin
kompaktni. Nékdy se uzivd pojem prekompaktnost, pro ktery jsme uzili termin totdlni
omezenost. Pouzijeme-li naseho oznaceni a Fréchetovy terminologie, pak mj. dokazal
tvrzeni: Aby pro kaZdé € > 0 existovala koneénd e-sit K. C E, je nutné a staci, aby
E byla kompaktni. Fréchetovy extremalni mnoziny jsou v nasem smyslu sekvencialné
kompaktni. Proto napt. Fréchet predpoklada ve Vété 13.3.29, ze prislusnd mnozina je
extremalni. Vétu o ekvivalentnich podminkach pro kompaktnost dokézal v plném znéni
jako prvni patrné FELIX HAUSDORFF (1868 — 1942) v [10]. Tam je zaveden i termin to-
talnt omezenost; viz str. 311. Borelova pokryvaci véta pro spocetné systémy je z r. 1894,
pro obecna pokryti ji dokdzal Lebesgue. Borel ji pak v r. 1903 zobecnil pro pfipad pro-
stortt R™ s m > 1. Rada dalsich vét byla dokazana nejprve pro specialni MP, nejéastéji
pro R™. Patrné prvni dospél k obecné definici kompaktniho prostoru Vietoris v r. 1921,
jehoz praci Aleksandrov s Urysonem neznali.

Souvislost prostoru je pojmem velmi nazornym. My jsme dokéazali pouze jeji zakladni
vlastnosti. Ukazuje se, ze velmi uzitecné jsou casto ,lokalizované“ pojmy. Lokdiné kom-
paktni prostory zavedl Aleksandrov v praci z r. 1923. Vétsi pozornost jsme vénovali
lokalni kompaktnosti, existuje vsak i tzv. lokalni souvislost, ktera se uplatiiuje napt. pti
studiu kiivek. Prostor je lokalné souvisly, pokud ke kaZdému jeho bodu x a kazZdému jeho
okoli U(x) eristuje souvislé okoli V() bodu z, pro né# je V(z) C U(z). Ctenafe miize

9) Autor ma na mysli mnozinu hromadnych bodd.
10) Pro hromadné body uzivé Fréchet termin ,limitni body*.
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prekvapit, ze MP muze byt lokalné souvisly aniz by byl souvisly, neni vSak obtiZzné se-
strojit priklad typu A := (0,1) U (2,3) C R. Slozit&jsi je si uvédomit, Ze souvisly prostor
nemusi byt lokalné souvisly. Priklad 13.4.13 nam jesté jednou poslouzi: Uvazovany graf
funkce z + sin(1/z) v R?, doplnény o tsecku S, ma potiebné vlastnosti, nebof body
»pridané tsecky*“ memayji libovolné mala souvisla okoli.

Véta 13.3.33 byva v ruznych modifikacich nazyvana Arzela-Ascoliho véta. Fréchet ve
své fundamentalni praci z r. 1906 vytvorenim ,funkciondlniho poctu* zavrsil teorii, ke
které vyznamné prispéli GEORG CANTOR (1845 — 1918), VITO VOLTERRA (1860 — 1940),
CESARE ARZELA (1847 — 1912), GIuLio AScCOLI (1843 — 1896), JACQUES HADAMARD
(1865 — 1963) a dalsi; plny seznam by obsahoval podstatné vice jmen. Protoze se zde jiz
dotykame historie funkciondlni analyzy, omezime se na odkaz na historické monografie
[6] a [13].

Zrod obecné topologie souvisi s Cantorovymi pracemi z let 1879 — 1884, rozhodujici
krok v prechodu od R™ k abstraktnim prostorim lze vSak stopovat az k Riemannovi
(1854). I zde je lépe doporucit Gtenafi specidlni studie, napf. [16].
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Kapitola 14

Stejnomeérna konvergence

14.1 Zakladni pojmy

Se stejnomérnou konvergenci jsme se jiz setkali v Kapitolach 12 a 13, kdyz jsme pracovali
se supremovou normou na prostoru C([a,b]). Nyni tuto konvergenci prostudujeme po-
drobnéji. Je to pojem ndrocény a jeho dokonalé pochopeni ¢inilo v prvé poloviné 19. stoleti
obtize i §pickovym matematikiim. Z toho dfivodu uvedeme vétsi pocet piikladt. Uvodni
Piiklady 14.1.12 ukazuji dilezitost tohoto pojmu: ilustruji totiz fakt, ze pro (rado by)
»ocekdvana“ tvrzeni o konvergenci posloupnosti funkci je jejich konvergence v kazdém
bodé spolec¢ného defini¢niho oboru predpokladem prilis slabym.

Definice 14.1.1 (Weierstrass 1841). Necht A # 0 je libovolnd mnozina a necht f,,
n € N, a f jsou redlné nebo komplexni funkce definované na A. Potom ftikdme, Ze
posloupnost funkei {fr} konverguje stejnomérné na A k funkci f, jestlize

(Ve > 0)(3k € N)(Va € A)(Vn € N,n > k)(|fu(z) — f(z)| <e). (14.1)

Piseme pak f, = f na A. Zapis f, =% na A znamena, Ze existuje takova f definovand na
A, ze fn = f na A.

Poznamky 14.1.2. 1. Srovnanim s latkou o MP vidime, Ze na linedrnim prostoru
M(A) vSech omezenych funkci na mnoziné A lze ekvivalentné (14.1) vyjadiit ve tvaru

nlLH;O sup{|fn(z) — f(z); z € A} = nlgr;o lfn = fllc =0,

kde norma zna¢i obvyklou supremovou normu, tj. ||f|lec = sup{|f(z)|; z € A}.

2. Jestlize plati lim,—c fn(z) = f(z) pro vSechna x € A, pak fikdme, Ze posloupnost
funkei {fn} konverguje k funkei f, podrobné&ji konverguje bodové k funkei f. Zapiseme-li
tuto definici pomoci logickych symbolt, dostaneme

(Vz € A)(Ve > 0)(FIk e N)(Vn e N,n > Ek)(| fulz) — f(z)| <e).

Srovnanim s (14.1) vidime, Ze se definice bodové a stejnomérné konvergence pevné zvo-
lené posloupnosti funkci {f,} na A lisi pouze poradim kvantifikdtori. Zatimco v definici
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bodové konvergence zavisi ¢islo k£ € N i na volbé x € A, u stejnomérné konvergence toto
k € N zavisi pouze na cisle € > 0, avSak nikoli na = € A.

3. Casto pouzivdme tohoto obratu: plati f, = f na A, pravé kdyz plati | f, — f| =0 na
A. To vyuzijeme napf. v Tvrzeni 14.3.1.

Véta 14.1.3 (Cauchy 1853, Weierstrass 1861). Posloupnost funkci {fn} konverguje
stejnomérné na mnoziné A, pravé kdyz

(Ve > 0)(3k € N)(Vm,n > k)(Va € A)(| fm(z) — fulz)]| <c). (14.2)

Diikaz. 7 (14.2) plyne, ze posloupnost {fn(z)} je cauchyovska pro kazdé = € A, a tedy
konvergentni. Lze tedy definovat funkci f vztahem f(z) := lim,— oo fu(z), z € A a je
fn — f na A. Dokazeme, ze fn, = f na A. Pfi pevné zvoleném ¢ > 0 a pevné zvoleném
n, n > k, limitnim pfechodem vzhledem k m — oo ze (14.2) dostaneme

(Ve > 0)(3k e N)(Vn > k)(Vz € A)(| f(x) — fu(z)| <€),

neboli f, = f na A. Obréacené, z f, = f na A plyne | f, — f| =0 na A. Zvolme £ > 0 a
k nému k € N tak, aby pro vSechna m,n € N, m > k, n > k, a vSechna x € A bylo

[fm(z) = f(@)] < /2, |f(x) = fulx)] < /2.

Odtud a z nerovnosti

|fm (@) = fo(@)| < [fm(x) = f(@)| 4+ [f(2) = fulz)| </2+€/2=¢, z€A,
ktera plati pro vSechna m,n > k, plyne zbytek tvrzeni. |

Poznamka 14.1.4. Jak se ukdze, vyznam stejnomérné konvergence souvisi se zdménou
limitnich pfechodi. TaZzeme-li se napiiklad, zda limita f konvergentni posloupnosti {f, }
spojitych funkci f,, je spojita funkce, jde vlastné o to zjistit, zda

lim f(z) = lim( lim fn(z))= lim (lim f,(z)) = lim f.(y) = f(y).

T—y T—Y n—oo n—oo r—y n—oo
S touto situaci jsme se jiz jednou setkali pfi zkoumani tiplnosti prostoru C([a,b]) v Lem-
matu 13.2.6. Pravé diky tomu, Ze konvergence v C([a,b]) je vlastné stejnomérnou kon-
vergenci, byla zadména limitnich procesi mozna. Pfimym disledkem pak byla tplnost
prostoru C([a,b]). Nésledujici tvrzeni tuto situaci pouze zobectiuje pro metrické pro-
story.

Véta 14.1.5 (Cauchy 1853"). Necht f, = f na P a fn jsou pro vSechna n € N spojité
funkce na metrickém prostoru (P, p). Potom je f spojitd funkce na (P, p).

Diikaz. Staci dokéazat spojitost f v kazdém bodé y € P. Zvolme tedy libovolné y € P.
Pro dikaz logicky prepsané definice

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € P, p(x,y) < 0)(| f(z) - f(y) | <e)

pouzijeme jako jiz dfive v dikazu Lemmatu 13.2.6 analogicky triviadlni odhad

| (@) = F) | <1 (@) = fu(@) [+ [ fa(@) = fa() [+ [ faly) = FW) ], (14.3)
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ve kterém pro dané € > 0 nejprve ze stejnomérné konvergence zvolime n € N tak, aby
prvni a tieti s¢itanec v pfedchézejici nerovnosti (14.3) byly pro vSechna x € P odhadnuty
shora ¢islem /3. Pak ze spojitosti funkce f,, na P nalezneme § > 0 tak, aby pro vSechny
body = € P, pro které je p(z,y) < J, byl prostiedni s¢itanec vpravo v (14.3) odhadnut
shora ¢/3; pak ale | f(z) — f(y) | < € pro vSechna x € P, pro néz je p(x,y) < 9, coz jiz
dava spojitost funkce f v bodé y a dikaz je tak dokoncen. O

Predchazejici vétu casto uzivame k tomu, abychom dokéazali, ze posloupnost spojitych
funkci nekonverguje stejnomeérné. To ukazuje jednoduchy priklad:

Priklad 14.1.6. Snadnonahlédneme, ze pfin — oo plati z” — O proz € [0,1) az™ — 1
pro z = 1. Proto nemtize platit " = na [0, 1], nebot mocniny =" jsou na [0, 1] vesmés
spojité a jejich limita je funkce, kterd na intervalu [0, 1] neni spojitd. Pro vSechna q,
0 < g < 1, plati v8ak na [0, ¢] odhad 2™ < ¢" — 0, a tedy 2™ = 0 na [0, q] pro kazdé
q € (0,1); viz napf. Lemma 13.2.6. P¥itom neplati f, =0 na [0,1), protoze funkce f,
pro vSechna n € N jsou monoténni a maji Darbouxovu vlastnost, nabyvaji tedy na
intervalu [0,1) vSech hodnot z [0, 1), takze ay := sup{|z"—0]; 2 € [0,1)} =1, a {an}
tedy nekonverguje k 0.

Priklad 14.1.6 ukazuje, Ze konvergence funkei f,(z) = 2", z € [0, 1), je ,skoro“ stej-
nomérna (je zfejmé stejnomérnd na kazdém intervalu [, 3] C (0,1)) a kazdé c € (0,1)
lezi uvnitt néjakého takového intervalu (a, 3). Analogickou situaci popisuje néasledujici
definice.

Definice 14.1.7. Necht {f.} je posloupnost funkci na intervalu (a,b) a necht ke kaz-
dému ¢ € (a,b) existuje okoli U(c) C (a,b) tak, ze fn =3 f na U(c). Potom Fikdme, ze
posloupnost {f»} konverguje lokdiné stejnomérné na (a,b) k funkci f.

Oznaceni 14.1.8. K oznaceni pravé zavedeného pojmu lokalné stejnomérné konver-
gence budeme pouzivat symbol fn =1oc f na (a,b). Chceme-li zapsat definici pomoci
kvantifikdtord, je to jiz trochu slozitéjsi (U(c) znadi opét okoli bodu c):

(Ve € (a,b))(FU(c) C (a,b))(Ve > 0)(Fk € N)
(Vn = k,n e N)(Vz € U(c))(| fn(z) — flz)| <e).

Ctenaf jisté bez obtizi piepise definici lokalné stejnomérné konvergence do kontextu me-
trického prostoru (P, p): misto okoli ¢(c) v intervalu (a,b) pracujeme s okolimi v (P, p).

Poznamka 14.1.9. Velmi ¢asto se pracuje s lokdiné kompaktnimi prostory. Pfipomerii-
me, ze prostor (P, p) se nazyva lokdlné kompaktni, jestlize ke kazdému bodu z € P
existuje okoli U(x), jehoz uzavér U(z) je kompaktni. V takovém prostoru mtizeme lokalné
stejnomérnou konvergenci charakterizovat jinym zptisobem:

Véta 14.1.10. Na lokdlné kompakinim prostoru (P, p) plati frn =10c f na P, pravé kdyz
pro kazZdou kompaktni podmnozinu K C P plati

fa=zf na K. (14.4)

Diikaz. Necht je konvergence stejnomérna na vSech kompaktnich podmnozindch K C P.
Zvolme néjaké x € P a jeho okoli U(x), jehoz uzavér je kompaktni mnozina K C P. Ze
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stejnomérné konvergence na K plyne stejnomérna konvergence na U(z). Stejnou tvahu
Ize aplikovat pro kazdy bod = € P, takze dostavame f, =10c f na P.

Obréacenou implikaci obdrzime z definice kompaktni mnoziny. K dané kompaktni
mnoziné K vybereme ke kazdému = € K jeho okoli U(x) tak, ze f, = f na U(z). Tento
systém okoli {U(z); x € K} je otevienym pokrytim K. Z tohoto pokryti vybereme
kone¢né podpokryti K okolimi U(x1),...,U(zm). K € > 0 existuji éisla k1,...,km € N
tak, ze

(Vo € U(zi))(Vn 2 ki) (| fu(z) = flx) | <€),  1efl, ....m},

a zvolime k = max{ki, ..., km}. Pak pro vSechna z € K C U2, U(x:) je pfin > k
splnéna nerovnost | fr(z) — f(z) | < e. a

Poznamky 14.1.11. 1. Piedchéazejici Véta 14.1.10 osvétluje uzivani pojmu kompaktni
konvergence na (P, p) pro piipad {f»}, kterd konverguje stejnomérné k funkci f na
kazdé kompaktni mnoziné K C P. Tento pojem se Casto uziva v teorii funkci komplexni
proménné, protoze C je lokdlné kompaktnim prostorem.

2. Eukleidovské prostory R™ jsou zfejmé lokdlné kompaktni. Naproti tomu mnoZina
Q s metrikou indukovanou z R neni lokalné kompaktnim prostorem, protoze zvolime-li
v tomto prostoru libovolné bod a a libovolné jeho okoli U(a), 1ze v ném sestrojit omezenou
posloupnost {gx } racionalnich ¢isel, jejiz limitou (v R) je iracionalni &islo. Uzavér tohoto
okoli U(a) neni kompaktni, protoze z posloupnosti {gx} nelze vybrat podposloupnost
konvergentni v uvazovaném prostoru.

Priklady 14.1.12. VSechny bezprostiedné nasledujici pfiklady maji jednu véc spolec-
nou. Posloupnost funkci {f,,} vzdy konverguje bodové na néjakém intervalu v R k funkci
f a urcita vlastnost, jakou je napf. spojitost nebo integrovatelnost apod., kterou kazda
z funkci f,, ma, se na funkci f nepfenese. Pfi¢inou tohoto efektu je fakt, ze se, zhruba
fec¢eno, bodovou konvergenci ,,pfijemné vlastnosti“ funkci f, na limitni funkci f obecné
neprendaseji. Doporucujeme Ctenafi, aby si pfi studiu nasledujicich prikladt vzdy nacrtl
obrazek, v tomto pripadé to ¢asto mize pomoci objasnit podstatu véci.

1. Jestlize definujeme posloupnost funkci vztahem fr(x) = arctgnz, € R, pak snadno
nahlédneme, Ze

fa(z) = (7/2)sgnz, x€R.

Tato konvergence vSak neni stejnomérnd, nebot
sup{| (7/2)sgnz — arctgnz|; r € R, n >k} =7/2,

at zvolime k € N jakkoli. VSimnéte si, Ze limitni funkce (7/2) sgn « nent spojité, ze vsak

, n e /
f’rl(x) = 1+n2$2 - <§Sgnl’>

vSude v R. Skute¢né, pro x = 0 je tato limita rovna +oo, v ostatnich pfipadech je

rovna 0. Pozdé€ji uvidime, ze ani za predpokladu f, = f na intervalu I nemusi obecné

platit f,, — f’ na I.

2. Nechf pro n € N je fn(z) = n®x(1 — 2*)", € [0,1]. Potom se lehce ukéze, Ze plati

fn — 0 na intervalu [0,1]; k tomu stadi vySetfit konvergenci fad > o2 | fn(x) pro kazdé
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z € [0,1]. Vypoctem dostaneme

1
/ z(1—2°)" dz
Jo

Za povsimnuti stoji jiny zapis stejné véci:

2

2n 4+ 2

1
a tedy / fn(z)de = — 400.
Jo

T omgt2’

1 1
/ lim fn(z)der =0# 400 = lim fn(z)dzx .
0 n—00 n—0o0 O

3. Zaménime-li v predchozim piikladu koeficient n* ve vyjadieni funkci f, za n, bude
limita integralt kone¢nd a bude rovna (1/2); zavada tedy neni ,v nekone¢nosti“. N&-
zorngjsi a tak i zapamatovatelngjsi ptiklad sestrojime takto: necht pro vsechna n € N
jsou funkce f,, definovany jako v Ptikladu 12.3.7. Vyuzijeme-li ndzorného vyznamu inte-
gralu, snadno nahlédneme, Ze fol fn = 1/2"T1. Nyni definujeme posloupnost funkei {g, }:
polozime g, := 2""! f,, n € N. Snadno nahlédneme, ze fol gn = 1 (tak, jak se v ,troj-
thelniccich® zkracuje zakladna, roste zaroven jejich vyska, proto jejich obsah zistava
konstantni) a g, — 0; nulova funkce ma i nulovy integrél a je

1 1
/ lim gp(z)de =0#1= lim gn(z)dzx .
0 n—00 n—oo 0
4. Situace s derivovanim je delikatnéjsi. Definujeme-li
fu(z) = (1/n)arctgz™, z€R,

pak || fn — 0]l < 7/2n — 0 a nejen f, — 0 na R, ale dokonce i f,, = 0 na R. Pfesto
vSak pro vSechna n € N je

"t 1

!
= —
L= =g

tedy f,, nekonverguji k derivaci ,limitni nulové funkce* v bodé 1. V bodé —1 nastéva jiny
efekt, nebot lim,,— . fy,(—1) dokonce neexistuje. Blizsi pohled na derivace f;, ukazuje,
7e fi(z) — 0 na R\ {—1,1}; na intervalu (—1,1) plati odhad |f;(z)| < |z|"”' — 0,
zatimco pro |z| > 1 je |fi(z)] < (1/|z])"* — 0. Rozhodné vsak neplati f, =0 na R.

5. Definujme pro vSechna x € R a vsechnan € N

T

n = —; 14.
Fal@) = T (14.5)
Funkce f,, jsou zfejmé liché. Dale je
f/ () = 1+ n22? — 2zn’z 1 z2n?
n - (14 n222)2 - (1 + n2x2)?

a fn(0) = limg—oo fu(x) = 0, f}(1/n) = 0. Bod 1/n je jedingym nulovym bodem f; na
intervalu (0, +00), z éehoz vyplyva

sup{|fn(z) — 0f; # € R} = sup{|fn(z)[; © € [0,00]} = fn(1/n) = (1/2n) — 0.

Odtud dostédvame stejnomérny odhad vzhledem k z nejen na intervalu [0, +oc0), ale
i na R, takze f, =0 na R. Ctenai by si mél povsimnout, ze i v tomto p¥ipadé neplati
fi — 0, nebot f;,(0) = 1 pro viechna n € N.
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Poznamka 14.1.13. Jiz dfive jsme ve Vété 5.2.14 dokézali, Ze je-li funkce f na in-
tervalu (a,b) derivaci (pro jistotu zduraznéme, ze f nabyva pouze hodnot z R), ma
Darbouxovu vlastnost. Ma vsak jesté i dalsi vlastnost, kterd ukazuje, ze i bodovd kon-
vergence spojitych funkci je dilezitd. Je-li funkce F' pevné zvolenou primitivni funkci
k f a definujeme-li

ful@) = n(F(x+1/n) — F(z)), pro z € (a,b—2/n),
" n(F(b—1/n) — F(b—2/n), proz€[b—2/n,b),

kde v ptipadé b = 400 uzijeme pouze defini¢ni rovnosti z prvniho fadku, jsou f, spojité
funkce na (a,b) pro véechnan € N a f, — f na (a,b). Derivace je tedy bodovou limitou
spojitych funkci. Popisme stru¢né dalsi dilezité pojmy: Protoze je funkce f na (a,b)
limitou spojitych funkei, fikame, ze je funkci z proni Baireovy tiidy na (a,b). Bairovy
t¥idy se definuji induktivné: Funkce g je z n-t€ Baireovy tiidy B, je-li bodovou limi-
tou posloupnosti funkei {gx}, gv € Bn-1, pfiCemz tfida Bo je tvofena vSemi spojitymi
funkcemi (za oznacenim tfidy uvadime eventuédlné interval, na kterém se vSe odehrava).
Tuto klasifikaci zavedl v praci z r. 1899 RENE Louls BAIRE (1874 — 1932).

ODbé popsané vlastnosti jsou zékladnimi vlastnostmi kazdé derivace. Proto pro kaz-
dou derivaci f na (a, b) plati f € DBi(a,b), coz vyjadfuje, ze f m4 soutasné Darbouxovu
vlastnost a je z Bi(a,b). Je napf. zndmo, ze funkce z B (a,b) musi mit v intervalu (a, b)
hustou mnozinu bodi spojitosti; viz nap¥. [4], str. 115. Zaroveni je vhodné si uvédomit,
co toto tvrzeni vypovida o existenci primitivni funkce: nutnou podminkou existence
primitivni funkce k funkci f na (a,b) je f € DB1(a,b).

Neni obtizné ukdzat, ze Riemannova funkce z Piikladu 4.2.9 je z B1(0,1), avsak
Dirichletova funkce z Prikladu 4.2.8 neni prvkem této t¥idy, nebot je nespojitd viude
v intervalu (0, 1). Plati vSak pro ni

n

0(z) = lim lim (cosml!nz)”, =z € (0,1),

m—00 n— 00

takze je § € B2(0,1); viz napt. [4], str. 78.

14.2 Stejnomérna konvergence rad funkci

Ctenare jisté nepiekvapi, ze zcela analogickym zptisobem zavadime stejnomérnou a lo-
kalné stejnomérnou konvergenci fad funkci.

Definice 14.2.1. Necht Y77, fx je fada realnych nebo komplexnich funkci, které jsou
vesmés definovany na mnoziné A. Rikdme, Ze 7ada Y r | fr konverguje stejnomérné na
A k funkci s, jestlize Gastecné soucty sp = > ,_, fr konverguji stejnomérné k s na A.

Poznamka 14.2.2. Ackoli soucet >_72 | fr(x), x € A, zavisi na kaZdém ¢lenu Fady, jeji
konvergence v daném bodé x € A nezavisi na kone¢né mnoha ¢lenech fi(x). Proto se
nékdy pii zkoumndni konvergence povazuje fada > .72 | fr(x) za konvergentni na A, pokud
existuje ko tak, Ze konverguje fada Z;":ko fx(z) pro vSechna x € A. My takovou licenci
nebudeme uzivat.

Oznaceni 14.2.3. Pro stejnomérnou konvergenci fad uzivime opét symbol = a popis
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mnoziny, k niz se limitni pfechod vztahuje. PiSeme tedy napft.
ka:¢ s na (0,1).
k=1
P1i pouziti symbolu pro stejnomérnou konvergenci fad lze soucet vynechat a psat
oo
Z fx = na A stejné jakou f,= na A,
k=1
existuje-li funkce, k niz fada na mnoziné A stejnomérné konverguje.
Piiklady 14.2.4. 1. Snadno dokdzeme, Ze pro fadu o ¢lenech
I

x
fk(x)'_ 7; - k4—17 keN,

plati >°27, fe = f na [0,1], kde f(z) =z, = € [0,1], nebot na tomto intervalu je

| _i@’“ )H _<z_w_+fc_2_m_3+...£_w”“) _
— k 1 2 2 3 n n+1/1
n+1 n+1 1

_‘ ‘— <
n+1 n+1— n+1
2. Rada funkef 3"32, fx, kde

fe(z)=(1- :C)xk7 z € (0,1),

konverguje na intervalu (0, 1) k funkci f(z) = z, z € (0, 1), ale nekonverguje stejnomérné
a (0,1). Plati totiz

>o-aet = (o) Yt U=y e,
k=1 =1
a je proto > p_, fr — f, avSak
n n
‘ Zl—x ‘ ‘x—x% ="z e(0,1),
k=1

a sup{z"™; x € (0,1)} = 1, n € Ny, tedy i lim, o sup{z"™; 2 € (0,1)} # 0; ostatné
kdyby fada funkei Y 7, fx konvergovala stejnomérné na (0, 1), dospéli bychom snadno
ke sporu s Piikladem 14.1.6.

Definice 14.2.5. Necht Y 7, fi je fada funkci, které jsou vesmés definovany na me-
trickém prostoru (P,p). Rikame, Ze 7ada > ne, fx konverguje lokdIné stejnomérné na
(P, p) k funkci s, jestlize Castecné soucty sn = Y ,_, fx konverguji lokdlné stejnomérné
k s na (P, p).
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Oznacdeni 14.2.6. Pro lokdlné stejnomérnou konvergenci fad pouzivime symbol = o¢
a popis mnoziny, k niz se limitni prechod vztahuje; metriku vynechavame, je-li zrejmé,
v jakém metrickém prostoru pracujeme. PiSeme tedy napf. > 7, fk =1oc s na (0, 1),
apod. Pfi pouziti symbolu =1, 1ze opét soucet vynechat a psat

Y fr=oc ma (P,p) jako u fn =iee na (Pp),
k=1
existuje-li funkce, k niz fada na prostoru (P, p) lokalné stejnomérné konverguje.

Poznamky 14.2.7. S ohledem na Pfiklad 14.1.6 je zfejmé, ze fada vySetfovand v Pri-
kladu 14.2.4 (2) konverguje lokdlné stejnomérné na intervalu (0, 1).

14.3 Kritéria stejnomérné konvergence

Na uvedenych prikladech jsme vidéli, jak 1ze rozhodnout v nékterych pfipadech o stejno-
mérné konvergenci posloupnosti nebo fad funkci podle definice. Pfedchazejici ptiklady
v8ak také ukazuji cestu k odvozeni velmi jednoduchigjch kritérii stejnomérné konvergence.
Je pritom lhostejné, na jaké mnoziné A pracujeme.

Nejjednodussim a Casto uzivanym kritériem pro stejnomérnou konvergenci posloup-
nosti funkci je patrné nasledujici upraveny ,,prepis definice®, se kterym jsme se v prikla-

dech jiz seznamili.

Tvrzeni 14.3.1. Necht funkce fn, n € N, jsou definoviny na A. Plati fr = f na A,
prdvé kdyz existuje posloupnost nezdpornych cisel {an} tak, Ze an — 0 a

an :=sup{| fn(t) — ft); t€ A} < an.
Diikaz. Jestlize {an} nekonverguje k 0, pak zfejmé limsupa, = a > 0 a pro nekoneéné
mnoho n € N existuji t, € A tak, ze | fn(tn) — f(tn) | > a/2 > 0, tj. {fn} nekonverguje
stejnomérné k f na A.

Pokud a,, — 0, existuje ke kazdému ¢ > 0 takové k € N, Ze pro vSechna n > k je
an < €. Potom pro vSechna n > k a vSechna x € A je

| fa(z) = f(@)| San <an <e,

takze zfejmé je f, = f na A. O

Poznamka 14.3.2. Zduraziujeme, ze Tvrzeni 14.3.1 v sobé skryva jednak ekvivalenci
fn=2 f na A, pravé kdyz a, — 0,

a také velmi uZitecnou implikaci (o, — 0) = (f» = f na A). Cisla a,, totiZ asto nedo-
kézeme presné urcit, pficemz muze byt lehké je shora odhadnout pomoci vhodnych a,.
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Pr1i vysetfovani stejnomérné konvergence volime zpravidla tuto strategii: snazime se
nalézt maxima, resp. suprema a, funkci | f, — f| na A a dokézat, Ze tvofi posloupnost
konvergujici k 0. Nékdy je vsak jednodussi tato maxima odhadnout shora pomoci a, > 0
a ukazat, ze a, — 0. Je pochopitelné, Ze se snazime vybrat postup, ktery snaze vede
k cili.

Nyni dokdzeme dalsi kritérium stejnomérné konvergence posloupnosti{f.}, které
vyvozuje tuto konvergenci z monotonie posloupnosti {fn} a ze specidlnich vlastnosti
funkei f,. Vyslovime ho ve znéni pro kompaktni metricky prostor (P, p); étenaf si mize
pfedstavit na misté (P, ) napft. interval [a,b] C R.

Véta 14.3.3 (Dini 1878). Je-li {fn} monotdnni posloupnost spojitych funkci konver-
gentni bodové na kompaktnim metrickém prostoru (P, p) ke spojité funkci f, pak je
fn=f naP.

Dikaz. Uvédomme si nejprve, ze staci vétu dokazat pro specidlni pripad posloupnosti
nezapornych funkci g, konvergujici monoténné k 0 a vysledek pak aplikovat na funkce
gn = fn— f, resp. gn = f — fn. Je-li € > 0, lze nalézt pro kazdé = € P takové n = n,, ze
plati gn, () < £/2. VSechny funkce g, jsou spojité v P; posloupnost {g»} je nerostouci.
Zvolme ke kazdému x okoli U(z) tak, aby platilo | gn, (y) — gn,(z) | < /2 pro vSechna
y € U(x). Plati tedy gn,(y) < € na U(x). Systém okoli {U(x); x € P} tvofi pokryti
kompaktniho prostoru P. Existuje proto K C P koneénd, pro kterou komecny systém
{U(z); x € K} rovnéz pokryva P. Je tedy
PC U{L{(m), x €K}

a ke kazdému = € K pfislusi ta funkce, pomoci niz bylo okoli definovano, a kterou
budeme znaéit g,. Nyni polozme k = max{n,; x € K}. Pro kazdé y € P existuje x € K
tak, ze y € U(z). Pak pro vSechna n > k je

gn(y) S gr(y) < gn.(z) +e/2<e/2+e/2=¢,
¢imz je tvrzeni dokazano. |

Priklad 14.3.4. Polozme g, := f1+ fa+ -+ fn, n € N, kde f, jsou funkce definované
v Prikladu 12.3.7. Nésledujici obrazek znazornuje funkce gi, g2 a ga:

(S
—_
8
ST
ol
—_
&
ool
N
(S
—
8

Obr. 14.1.

Funkce g, jsou spojité a tvori neklesajici posloupnost funkei z C([0, 1]), ktera konverguje

k funkci g (jde o soucet fady Yoo, fn). Rada zfejmé bodové konverguje, nebot v kazdém



406 KAPITOLA 14. Stejnomérna konvergence

bodé je nenulova maximalné jedna z funkci f,. Rada vSak ziejmé nekonverguje stejno-
mérné na intervalu [0, 1]. Podle Véty 14.3.3 nemuze byt g spojitd funkce (je nespojita
pravé v bodé 0). Funkce g je sice spojitd na intervalu (0, 1], to v8ak neni kompaktni
mnozina. Odtud vidime, Ze pfedpoklady spojitosti limitni funkce a také kompaktnosti
intervalu v Diniho Vété 14.3.3 jsou podstatné.

Nasledujici tvrzeni pro fady je velmi uzitec¢né; v literatufe byva oznacovano Casto
jako Weierstrassiv M-test nebo majorantni kritérium. Jak snadno nahlédneme, jde o po-
stacujict podminku pro stejnomérnou konvergenci fady funkci.

Véta 14.3.5 (o majorantni fadé&). Necht > 77, fr je Tada funkci definovangch na
mnoziné A a necht pro (skoro vsechna) k € N je sup{|fr(t)|;t € A} < ax. Jestlize
Y ohe, ar < 00, potom fada Y ro, fr konverguje stejnomérné na A.

Dikaz. Pro ¢asteéné soucty sn fady >, fi snadno dostaneme pii m > n odhad
sup{[sm (t) — sn(t)|;t € A} < @pt1+ -+ am; (14.6)

protoze fada > .-, ar konverguje, existuje k &islu € > 0 takové k € N, pro které je
soucet na pravé strané nerovnosti (14.6) pro jakakoli m > n > k odhadnut shora ¢islem
e. Posloupnost ¢asteénych soucti {s,} tedy splituje podminku z Véty 14.1.3, z ¢ehoz jiz
tvrzeni véty vyplyva. O

Priklad 14.3.6 (Riemann *1861). Definujeme-li funkci g jako soudet fady

o) =S 2ED e, (14.7)

a fada ) 7o, k2 konverguje. Podle Véty 14.3.5 konverguje proto fada v (14.7) stejno-
mérné. Proto je funkce g spojita na R.

Véta 14.3.5 se dobfe pamatuje, nebot de facto ¥ikd, ze fada funkci konverguje stejno-
mérné, pokud ,Fada norem konverguje“. Jemnéjsi kritéria pro stejnomérnou konvergenci

v posledni ¢asti této kapitoly.

Priklad 14.3.7. Zvolme za A ve Vé&té 14.3.5 interval [0, 1]; necht funkce h,, n € N, jsou
definovany (nacértnéte si eventudlné obrazek) podobné jako v Ptikladu 12.3.7: je h,(t) =0
prot € [0,2 "] U[27""! 1]. Ve stfedovém bodé s, := 3/2" " intervalu [27™,27 "]
polozime h,(s») = 1/n a pak na obou intervalech [27"s,] a [sn,27 "] definujeme
hrn linedrné. Srovnani s Prikladem 12.3.7 ukazuje, ze hn = an fn, kde @, = 1/n. Snadno
nahlédneme, jaky je soucet h fady . hy, nebot v kazdém bodé& z € [0,1] je nenulova
nejvyse jedna z funkci hi. Protoze je

sup{ |hx(t)]; t € [0,1]} = o,
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ziejmé plati > 70 ar = > 70 k™! = 400, aviak pro n — oo je

1
¢ 071}<— 0.
,te[0,1] s T

sup{ | h(t) = 3" )

k=1

Proto >~77 , hn =2 na [0,1], i kdyZ Weierstrasstiv M-test nam tuto informaci nepfinesl.
Zvolime-li vSak an, = 1/ n2, dostaneme snadno z Weierstrassova M-testu stejnomérnou
konvergenci takto modifikované fady >_ h,. Nésledujici obrazek zndzoriiuje pro lepsi
predstavu funkci hs v obou popsanych pfipadech.
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Obr. 14.2.

Mnohokrat jsme pouzili funkce f, z Pfikladu 12.3.7, nebo jejich nasobky. Na stejném
principu lze konstruovat dalsi zajimavé priklady. Pracujme s intervalem (0, 1) (kreslete si
obrézek). Zvolime-li napf. hodnoty o, = n a polozime un, = an frn, pak nejenom ZZO:1 an
diverguje, ale dokonce je i a;, — +o00. Rada Yo | un nekonverguje stejnomérné, avsak
soudet u = Y un je funkce spojitd na intervalu (0,1).

Pii vySetfovani stejnomérné konvergence fad jsou casto uzitec¢na jednoduché tvrzeni,
ktera lze pomérné snadno dokazat. Ta nam v konkrétnich situacich usetii praci, protoze
nebudeme muset nékteré standardni iivahy stale opakovat.

Tvrzeni 14.3.8. Necht p € N, necht pro j = 1,2,...,p jsou ¢; redlnd ¢&isla a necht
fady Y 7 fik(x) pro vSechna tato j konverguji stejnomérné na neprdzdné mnoziné M.
PolozZme

fi(@) = e fin(@) + cafor(@) + -+ cpfpr(x), ze€ M.
Potom fada Y77 | fr(x) konverguje stejnomérné na M.
Dikaz. Oznaéime-li sjn(z) := > 1_; fir(z) a sj(x) =3 1oy fix(z), € M, pak z pred-

pokladt plyne, ze pro kazdé € > 0 lze volit indexy r; tak, Ze pro vSechna n > 7;,
i=1L2....paxeMje

Isjn(z) — s5(x)] <e.

Rada Y re1 fr ziejmé konverguje na M a oznacime-li jeji soucet S, pak pro jeji ¢astecné
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soucty Sp sn > r:=max{r;; j=1,2,...,p} dostaneme
|Sn(z) = S(2)| < |erllsin(@) = s1 (@) + - + |eplspn (@) — sp(@)| <

p
<lale+-+leple<ed lgl, zeM,
j=1

z ¢ehoz jiz plyne dokazované tvrzeni. |

Tvrzeni 14.3.9. Necht fada funkciy o, fr(x) konverguje stejnomérné na mnoziné M.
Je-li g omezend funkce na mnoziné M, potom rada

> g(@) fr(x) (14.8)

konverguje stejnomerne na M.

Drikaz. Rada (14.8) ziejmé konverguje v kazdém bodé x € M; ozname jeji soucet S a
jeji Gastecné soucty Sn := Y ;_, g~ fr. Pak ke kazdému € > 0 existuje r € N tak, Ze pro
viechnan > r jepros: = 2, fr a sn =y p_y [t

[sn(z) —s(z)|<e, xzeM.
Jestlize pro K > 0 je | g(z)| < K, je pro vSechna n > r a vSechna x € M
1Su(2) = S(2)] < 9(2) 5n(2) — 9(z) 5(2) | < Klsa(z) - s(z)| < K e,
takze Fada (14.8) konverguje stejnomérné na M. O

Tvrzeni 14.3.10. Necht Fada funkci > ;- | fu(z)| konverguje stejnomérné na mno-
Ziné M. Je-li {gr}i2, posloupnost funkci na mnoziné M, pro kterou existuje K > 0 tak,
Ze | gx(z) | < K pro vSechna k € N a vSechna x € M, pak fada

> gr(@) fr() (14.9)
k=1

konverguje stejnomérné na M.

Dukaz. Zvolme € > 0 a naleznéme m € N tak, Ze pro vSechna n > m a vSechna z € [ je
oo
€
E | fe(2)] < i
k=n+1

Potom pro soudet S a Castecné soucty S, vySetfované fady (14.9) dostaneme

5@ = Su(@) =] Y gel@)fiul@)| <
k=n+1
< Y 1g@ A <K Y |fu@)] <e
k=n+1 k=n+1

pro vSechna n > m a vsechna x € I, z ¢ehoz jiz vyplyva dokazované tvrzeni. O
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14.4 Stejnomeérna aproximace polynomy

Jestlize f, g jsou (obecné komplexni) funkce definované na mnoziné A a pro kazdé z € A
plati | f(z) — g(z)| < ¢, ikdme, Ze g stejnomérné aprozimuje f na A s presnosti mensi
funkci ,, jednodussi“. Muze byt trochu prekvapujici, ze pro kazdé € > 0 lze kazdou funkci
f z prostoru C([a, b]) stejnomérné aproximovat polynomem s piesnosti mensi nez e.

Véta 14.4.1 (Weierstrass 1885). Je-li f komplezni funkce spojitd na intervalu|a,b],
pak pro kazdé € > 0 existuje polynom P takovy, Ze

|f(z) — P(x)] <e provSechna x € [a,b].

Jak uvidime dale, tento vysledek dostaneme z nasledujici véty:

Véta 14.4.2. Necht f € C([a,b]) je komplezni funkce. Potom ezistuji polynomy P,
takové, Ze P, = f na [a,b]. Je-li navic f redlnd funkce, existuji polynomy P, s redl-
ngmi koeficienty, pro nézZ P, = f na [a,b].

Tuto vétu dokazeme pomoci velmi zajimavé (a podstatné mladsi) Véty 14.4.4, ktera
byva oznacovana jako véta o trech funkcich. Vétu 14.4.2 vSak dokézeme také piimo,
nezavisle na ni.

Poznamka 14.4.3. Piipomenme, Ze je-li operator L na linearnim prostoru redlnych
spojitych funkci C([a,b]) (a) linedrn? (tj. pro v8echny funkce f,g € C([a,b]) a vSechna
éisla a, B € R je L(af + Bg) = aLf + BLg) a (b) nezdporny (tj. z f > 0 plyne Lf > 0),
je také monotonni: Z f < g plyne Lf < Lg '). Snadno nahlédneme, Ze

Lg—Lf=L(g—f)>0.

Véta 14.4.4 (Korovkin 1953). Necht Ln: C([a,b]) — C([a,b]), n €N, jsou nezd-
porné linedrni operdtory 2) takové, Ze posloupnost {Lnf} konverguje stejnomérné na
[a,b] k funkei f pro f = 1, 1d, Id®. Potom posloupnost {L, f} konverguje stejnomérné
na [a,b] k funkci f pro kaZdou funkci f € C([a,b]).

Dikaz. Pro pochopeni véty je uziteCné si uvédomit intuitivné prijatelny fakt: kazda
funkce f € C([a,b]) je infimem vSech kvadratickych polynomd, jejichz graf lezi nad
grafem funkce f. Plati totiZ toto tvrzeni:

(T) Necht f € C([a,b]) a necht € > 0. Potom existuje o > 0 takové, Ze pro kazdé
y € [a,b] je
Fy) —e—a(ld—y)* < [ < f(y) +e +a(ld—y)*. (14.10)

K diikazu tohoto tvrzeni se vratime, nejprve vsak ukazeme, jak z néj vyplyva Korov-
kinova Véta 14.4.4. Zvolme f € C([a,b]), € > 0 a y € [a,b]. Protoze jsou operatory

1) U linearnich operatort se obvykle uziva zapisu Lf misto L(f).

2) Pracujeme tedy zfejmé na prostoru realnych funkci C([a,b]), kde Id je identita na [a,b].
Tradi¢ni oznaceni identity jako ,funkce z“ by v tomto ptipadé vedlo k nepfesnostem nebo
komplikovanému zapisu.
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L,, linedrni a neziporné, jsou i monoténni, takze z (14.10) plynou pro funkce na [a,b]
nerovnosti (pro vétsi prehlednost uzijeme zavorky)

FW)Ln(1) = eLn(1) — a(Ln(1d®) — 2yLn(Id) + y°La(1)) < La(f) <
< f(y)Ln(1) + eLn(1) + a(Ln(1d*) — 2yLa(Id) + y°La(1)),
neboli, po jednoduché aprave
| Lu(f) = f@)Ln(1) | < eLn(1) + a(Ln(1d?) — 2y Ln(Id) + y*Ln(1)) =
= eLn(1) + a((Ln(1d®) — y°) — 2y(Ln(Id) — ) + y*(Ln(1) — 1)) .

Tato nerovnost plati pro vSechna y € [a,b]. ProtoZe z trojuhelnikové nerovnosti

[ La(f) = FI=1F = fLaW) [ < [La(f) = FLa(1) ]
vyplyva po elementéarni Gpravé | L, (f) — f| < | fLn(1) — f |+ |Ln(f) — fLn(1) |, dosté-
vame odtud
| Ln(f) = FI<NFI | Ln(1) = 1] +eLn(1) +
+a(|Ln(1d*)— 1d*| — 2||Id || |Ln(Id) — Id| + || 1d* || |Ln(1) — 1]), (14.11)

z ¢ehoz jiz plyne L, f = f na [a,b]. Nyni se vratime k dikazu tvrzeni (T).
Protoze je f stejnomérné spojita na [a,b], existuje takové § > 0, ze

(Vo,y € [a,b] |z —y[ <8)(| f(=) — fy) [ < e). (14.12)
Dale je
(Vz,y € [a,b], |e—y|>8) (If (@)= fW)| <2[|fl <e+2[ fll (= —y)?67%) . (14.13)

Polozime-li o = 2||f|| 672, plyne z (14.12) a z (14.13) tvrzeni (T), &mz je dikaz Korov-
kinovy véty dokoncen. |

Vztah Korovkinovy Véty 14.4.4 k Weierstrassové vété je ziejmy: Pokud existuji li-
nearni operatory L, takové, ze L, [ jsou polynomy pro kazdou f € C([a,b]), jsme
s ditkazem Weierstrassovy véty pro prostor redlngch funkci C([a,b]) hotovi.

Pro interval [a,b] = [0,1] nyni takto Weierstrassovu vétu znovu dokaZzeme. PouZi-
jeme k tomu klasicky vzorec, kterym se definuji pro n € N aproximujici (Bernsteinovy)
polynomy *) B, f:

an:xHi:f(g) (:) FA—2)"*, zelo1]. (14.14)
k=0

Z definice (14.14) je zfejmé, ze operdtory B, : f +— B,f jsou na C([0,1]) linedrni,
nezaporné a zobrazuji tento prostor do prostoru polynomit. Nyni dokdzeme nasledujici
vlastnost zobrazeni B, :

3) Uzivame obvyklé transkripce; jde viak o ruského, resp. sovétského matematika, takze
patrné spravnéjsi by bylo uzit jména ve formé Bernstejn. Bernstein r. 1912 dokéazal B, f = f na
[0,1] pro kazdou f € C([0,1]).
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Lemma 14.4.5. Posloupnost {B, [} stejnomérné konverguje na intervalu [0,1] k fun-
kei f pro ti funkce f =1, Id, Id2.

Diikaz Oznaéme fr = Id*, k = 0, 1, 2. Rovnost B, fo = fo pro vechna n € N plyne
z binomické véty. Uvazme dale, ze pro 1 < k < n je

Efn\ k& n! _ (n—1)! _[(n—-1
E(k) T R R (k—l) : (14.15)

Dosazenim fi do (14.14) dostaneme pomoci rovnosti (14.15)

Bufi@) =31 (Z) Pl-a)t=a )y (Z B 1) 1= ) =

k=0 k
n—1 n—l ] ]

—xZ( j )xﬂ(l—xﬂ““—x-l—fl(m, e [0,1],
7=0

takze pro véechna n € N je B, f1 = f1. Kone¢né pomoci (14.15) spoéteme pro1 < k <mn

k\2[n k{n-—1 k—1({n—-1 1(n—-1
(E) (k:)ﬁ(kq) T (k—1>+ﬁ(k—1>’ (14.16)
prvni ¢len posledniho souctu pro 2 < k < n jesté upravime:
k—1({n-1 n—1k—1[n-1 1IN\ [n—2
r=- S =(1- —) . 14.1
n (k—l) n n—l(k—l) < n (k—2> ( 7
Po dosazeni f2 do (14.14) obdrzime pro vSechna z € [0,1]
—~ (k\2(n\ & n—k
Bafa(®) =3 (;)) (k)x e
k=0
a pomoci (14.16) a (14.17) jednoduchou tGpravou postupné dostaneme

B f2(z) = (1 - %) > (Z B ;) aF(1— )" 4 % > (Z: i) 1 —z)" k=
k=1

k=2
1 -2 ze(n—-1
— 2 - j (n—2)—j - j (n=1)—j _
,(1—E>x Z( i )xj(l—x) J+EZ< i ):cj(l—:c) I =
7=0 Jj=0
B N 1 1 '
=(1-3)@ 5 = (1-3) r@+ LA
Odtud vyplyva B, fo = f2 na [0,1]. O

Z predchézejiciho Lemmatu 14.4.5 a z Véty 14.4.4 obdrzime B, f = fna[0,1] pfin — oo
pro vSechny realné funkce f € C([0,1]), tedy i druhou ¢ast Véty 14.4.2. Poznamenejme
jesté, ze odhad (14.4) v pfipadé uziti Bernsteinovych polynomi nabude s ohledem na
predchazejici Lemma 14.4.5 jednodussiho tvaru:

o 2
|Bof — fl<et —(1d-1d). (14.18)
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V nasledujicich Poznamkéach 14.4.6 ukazeme, ze z dokazaného tvrzeni jiz snadno vyplyva
(zdanlivé) obecnéjsi plné znéni Véty 14.4.2.

Poznamky 14.4.6. 1. Nejprve ukdzeme, jak se pfipad aproximace komplexnich funkci
prevede na pripad aproximace realnych funkci: Je-li f komplexni funkce na intervalu
[a,b], f = f1 +if2, kde fi(z) = Ref(x), f2(z) = Im f(z), z € [a,b], a jsou-li p1,p2
polynomy s redlnymi koeficienty, pro néz pro k = 1, 2 plati | fx — px| < € na [a, b], pak je

[(fr +if2) — (p1 +ip2)| = V(f1 —p1)2+ (f2 —p2)2 < /2 < 2¢.

Proto pro komplexni funkci p := p1 +ip2 plati | f —p| < 2¢. Ptitom je p1 + ip2 polynom
s komplexnimi koeficienty. Proto stac¢i tvrzeni dokazovat jen pro redlné funkce.

2. Je-li f € C([a,b]) redlna funkce a p(t) = a + t(b — a) linedrni funkce zobrazujici in-
terval [0,1] na interval [a,b], definujme g = fo . Potom g € C([0,1]) je spojita
redlnd funkce na intervalu [0,1]. Je-li g, polynom s redlnymi koeficienty, pro ktery
|g(t) — gn(t)| < 1/n pro viechna t € [0,1], definujme pn := g» o p~'. Potom p, je
polynom s realnymi koeficienty a je-li € [a,b], z = ¢(t), je také

[ (@) =pu(@) | = (g0 (@) = (gmoy ()| =
=[9(t) =) [ <1/n, x€[a,b];

je tedy pn = f na [a,b]. Odtud je také zfejmé, ze z platnosti Véty 14.4.2 pro jeden
specidlné zvoleny uzavieny interval (v nasem pfipadé to byl interval [0,1]) plyne jeji
platnost pro kaZdy interval [a,b].

3. Je-li [ linearni funkce a P polynom, pak |(f — 1) — P|=|f — (P +1)| a P+ je opét
polynom.

Jing dukaz Veéty 14.4.2. S ohledem na Poznamky 14.4.6 staci tvrzeni dokazat pouze pro
realné funkce f € C([0,1]), pro které plati f(0) = f(1) = 0. Se zachovanim oznadeni této
funkce symbolem f rozsifime f na R hodnotou 0 mimo [0, 1], takze f je stejnomérné
Spojitd na intervalu [0,1], a tedy i na R.

Definujeme pro viechna n € N polynomy Q,(z) = ¢, (1 — z%)™, pfi¢emz koeficienty
cn € R volime tak, aby platilo

/1 Qn(z)dz =1, neN. (14.19)
J-1

Odhadneme velikost ¢,, pomoci vypoctu

1 1 1/vn
(cn)™ ' = / 1—z*)"de = 2/ (1 —z*)"dx > 2/ (1—a*)"de >
0 0

J-1

1/v/mn nx311l/vn 4
> 1—na)de = 2]z - 2% = > -,

z néhoz vyplyva odhad shora
cn < Vn. (14.20)
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K odhadu integrované funkce jsme pouzili Bernoulliho nerovnost, kterou jsme dokézali
v Prikladu 1.3.24. Pro libovolné 6,0 < 6 < 1, a = € [4,1] plati

0<Qu(z) <vn(l—38)" =an. (14.21)

ProtoZe an+t1/an — (1 —62) < 1, fada 3" a, konverguje, z ¢eho plyne a, — 0, a tedy
podle Véty 14.3.1 plati Qn(z) =20 na {z € R;§ < |z| < 1}. Nyni budeme definovat
aproximujici polynomy py,

pr(x) := [1f(x+t)Qn(t)dt, z€[0,1].

Vyuzijeme toho, ze funkce f se anuluje na R\ [0,1] a zménime integra¢ni meze a pak
pomoci substituce u = x + t dostaneme pro funkce p,, vyjadieni

1—x

pela) = [ e+0Qudt = [ far0@udr = [ ) Qutu—a)du.

J—x
Z tvaru posledniho integralu vidime, Ze p,, je polynom v proménné x, pfi¢emz je to redlny
polynom, protoze f je redlna funkce. Necht ¢ > 0. Ze stejnomérné spojitosti funkce f
plyne, ze existuje § > 0 tak, ze pro vSechna z,y € [0,1], |z — y| < J je

1f(z) = fy)l <e/2.

Ozna¢me M := max{|f(x)|; z € [0,1]} a zvolme ng € N takové, ze 4Ma, < £/2 pro
v8echna n > ng. Protoze @, jsou sudé a nezaporné funkce, dostaneme pro vSechna
x € [—1,1] a vSechna n > ng s pouzitim (14.19) — (14.21) postupné

@) =puta)l = | [ (1@ = e+ 0)Qu ] < [ | @) = fa+1)| Qutydt <
1 e [0
§4M/6 Qn(t)dt +§.[6Q7L(t)§4Man+s/2<5,

odtud plyne p, = f na [0,1] pro n — oo, coz jsme chtéli dokdzat. O

14.5 Zobecnéni Weierstrassovy véty

Ukazeme, ze Weierstrassova véta pripousti dalekosahlé zobecnéni. Je-li X kompaktni
metricky prostor a je-li S(X) systém spojitych funkci (redlnych nebo komplexnich) na
prostoru X, ktery je ,,dostatecné bohaty“ a méa urcité algebraické vlastnosti, pak je kazda
spojita funkce na X limitou stejnomérné konvergentni posloupnosti funkei z S(X).

Nahradit interval [a, b] ve Vé&té 14.4.1 kompaktnim metrickym prostorem X je vcelku
prirozené, narazime vsak na prekazku: v tvrzeni vystupuji polynomy. Je proto vhodné si
rozmyslet, co to vlastné polynomy z algebraického hlediska jsou. V klasickém pfipadé jsou
to realné nebo komplexni funkce, které jsou linedrnimi kombinacemi mocnin 1, z, 22, .. ..
Tyto funkce jsou mocninami funkce Id, které vsechny vzniknou (v systému uzavieném
na nasobeni) z funkei 1,Id. To nés vede k nasledujicim jednoduchym definicim.
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Definice 14.5.1. Systém funkci A(X) na mnoziné X se nazyva algebra, je-li (redlnym
nebo komplexnim) linedrnim prostorem uzavienym na nasobeni, tj.

g e AX) = f-ge€AX).

Definice 14.5.2. Systém redlnych funkci A(X) na mnozingé X se nazyva svaz, je-li
uzavieny na operace tvofeni maxima a minima, tj.

f,9€ AX) = max{f,g} € AX) a min{f, g} € AX).

Oba tyto systémy hraji pfi zobectiovani Weierstrassovy véty vyznamnou roli. Nejprve
se budeme vénovat systémim funkci, které tvori svaz; uvedme jednoduché piiklady:

Piiklady 14.5.3. 1. Linearni prostor redlnych funkci C([a,b]) nebo C((P,p)) je sou-
Casné svazem i algebrou. Linearni prostor komplexnich funkeci C([a,b]) nebo C((P, p)) je
algebrou.

2. Systém vsech redlnych nebo komplexnich polynomii na intervalu [a,b] je vlastnim
podprostorem linedrniho prostoru C([a,b]) a je i algebrou, neni to vSak (ani v redlném
piipadé) svaz. Tato algebra je ,nejmensi“ z téch, které obsahuji konstantni funkci 1 a
identitu Id.

Lemma 14.5.4. Jestlize je A(X) vektorovy prostor (nad R) redlngjch funkci na mnoziné
X a jestlize z f € A(X) plyne, Ze |f| € A(X), potom je A(X) svaz.

Dikaz. Z f, g € A(X) plyne, ze funkce f + g i f — g lezi v A(X). Zbyva pouze si
uvédomit, Ze z rovnosti

max{f, g} = ((f +9)+1f —gl)/2 a min{f, g} = ((f +9) — |/ —g)/2
vyplyva, ze A(X) je svaz. O
Definice 14.5.5. Mnozinu vSech takovych funkci f, pro které existuje posloupnost
funkei f, € A(X), n € N, takova, ze pro n — oo je fn = f na X, budeme znadit

cl (A(X)) (toto oznaleni pro ,stejnomérny uzavér® je odvozeno od anglického terminu
closure).

Definice 14.5.6. Systém funkci B(X) definovanych na X oddéluje body X, jestlize ke
kazdé dvojici bodt z,y € X, x # y, existuje funkce f € B(X), pro kterou f(z) # f(y)
(funkce f tedy obecné zavisi na volbé dvojice bodi z,y € X).

Véta 14.5.7 (Stone “1937). Necht S(X) # 0 je svaz a soucasné i linedrni prostor
redlngch spojitych funkci na kompaktni mnoziné X C (P, p). Necht S(X) oddéluje body
X a obsahuje konstantni funkci 1. Potom cl (S(X)) = C(X).

Dikaz. Zvolme f € C(X) a € > 0. Ukdzeme, jak se z pfedpokladi odvodi existence
funkce g € S(X), pro kterou ||f — g|| = sup{|f(t) — g(t)|; t € X} < &, tj.

f@t)—e < gt) < ft)+e, teX.
Zvolme tedy z € X a pro kazdé y € X \ {z} funkci g.,, € S tak, aby
guy(®) = f(2) agay(y) = f(y).
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Takovou funkci snadno sestrojime: S(X) obsahuje vSechny konstantni funkce a jelikoz
v §(X) existuje funkce h, pro kterou h(z) # h(y), staci definovat

G,y () = f(2) Z(t)_ih(y) h(t) = h(z)

Dale definujme

Us(y) :=={t € X gay(t) < f(t) +e}.
Protoze gz, 1 f jsou spojité funkce, je Uz (y) oteviend mnozina obsahujici bod y. Kazda
z téchto mnozin obsahuje i bod x. Systém otevienych mnozin

{Us(y); y € X\ {z}}

pokryva kompaktni prostor X, existuje tedy m € N a body y1,¥y2,...,ym tak, ze

{Us(y1), Uz (y2), -, Uz(ym)}

je pokryti X. Polozime-li g, := min{gz,y,,---,Jz,ym |, Pak na kazdém z okoli U, (yx) je
9o < Gay, < [+ €. Jelikoz je S(X) svaz, je g. € S(X) a g» < f + € na X. Podobné
definujeme

V(z):={teX;g(t)> f(t)—e}, z€X.

Protoze g, i f jsou spojité funkce, je V(z) oteviend mnoZina obsahujici bod z. Systém
{V(z); z € X } je tedy otevienym pokrytim kompaktniho prostoru X. Z tohoto systému
vybereme konec¢né pokryti X

{V($1)7 V($2)7 sy V(m")}

a sestrojime funkci ¢ = max{ gz, Jag, -- -, gun }. Je zfejmé g € S(X) a protoze je
g > ga, > f — ¢ na kazdém V(zx) a zéroveni g < guy, () < f + ¢ na kazdém okoli
Uz (yk), k=1,2,...,m, plyne odtud

ft) —e<glt) < fit)+e, teX.

Odtud vyplyva, ze funkce f lezi v c1(S(X)), a tedy C(X) C cl(S(X)). Protoze z Véty
14.1.5 plyne opac¢né inkluze, dostavame rovnost cl (S(X)) = C(X). a

Dokézana Véta 14.5.7 Weierstrassovu vétu nezobectiuje, nebot restrikce vsech poly-
nomt na interval [ a, b] netvor{ svaz. Abychom dostali takovou verzi, ze které Véta 14.4.1
vyplyne jako specidlni pfipad, musime jesté dokazat néktera jednoduchd tvrzeni.

Lemma 14.5.8. Necht A(X) je algebra (redlnych nebo kompleznich) omezenych funkci
definovangch na mnoziné X a necht || f|loo = sup{ |f(z)|; x € X } je norma na X. Potom
uzavér cl (A(X)) v této normé je opét algebra.

Diikaz. Pro kazdou funkci f € A(X) odhadneme |f| pomoci jejiho suprema || f||oc. Po-
piSeme podrobnéji pouze pripad s redlngm linearnim prostorem, pro komplexni linedrni
prostor probiha dikaz analogicky.

Podle Definice 14.5.5 lezi funkce f v ¢l (A(X)), pravé kdyz existuji fn, € A(X) tak,
ze frn =2 f na X. K libovolnému ¢ > 0 existuje takové k € N, zZe ||fr — f|| < . Pak je
LA < D fall + 11 = fall < [Lfull + &, tale funkce f je omezend.
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Pro kazdé dvé funkce f, g € cl (A(X)) a kazdé ¢islo ¢ € R existuji posloupnosti funkei
frygn € A(X) tak, ze ||fn — fll = 0 a |lgn — g|]| — 0. Pak

I(fr 4 gn) = (F+ DN < fn = Fll +llgn — gl a llefu —cfll < lelllfn = FII,
z ¢ehoz jiz lehce plyne, ze cl (A(X)) je linearni prostor. Z nerovnosti
[fngn = foll < lfn = FILllgll + llgn = gl IIF1] + 10 = Fll llgn — gll,
pak jiz snadno vyplyva, Ze cl (A(X)) je algebra. |
Lemma 14.5.9. Necht a > 0. Potom ezistuje posloupnost polynomi {p.} s redinymi
koeficienty takovd, Ze pn(0) = 0 a zdrovern p, =2 |Id| na [—a,a].
Dikaz. Weierstrassova Véta 14.4.2 zarucuje existenci redlnych polynomi ¢, takovych,
7e ¢n = |Id| na [—a,a] C R. Pak pro p, = ¢n — g»(0) je pn(0) =0 a
[ pn — 1| | < llgn — [1d[ | + [| gn (0) | — O,

¢imz je tvrzeni dokazano. |

Lemma 14.5.10. Je-li A(P) uzaviend algebra omezengch spojitych funkci na metric-
kém prostoru (P, p) (vzhledem ke stejnomérné konvergenci na P), pak

f, g€ A(P) = max{f,g} € A(P) a min{f, g} € A(P).

Diikaz. S ohledem na Lemma 14.5.4 sta¢i dokazat, ze z f € A(P) plyne |f| € A(P),
protoze f4+¢g i f—glezi v A(P). Zvolme e > 0 a f € A(P). Déle zvolme a > || f]|. Podle
Lemma 14.5.9 existuje polynom p s vlastnosti p(0) = 0 tak, ze plati p(t) = > 7, apt® a

H Zaktk — |t H <e, te€[—a,al.
k=1
Jelikoz —a < f(z) < a pro vSechna z € P, vyplyva odtud pro funkci f

H iak(f(fc))k— |f(50)|H <e, zeP,
k=1

a protoze A(P) je algebra, je funkce g := Y7 ar f* z A(P) a plati || |f] — g < e.
To jiz staéi pro konstrukei posloupnosti funkei g, € A(P), pro kterou je g, = |f| na P.
Proto | f| € cl (A(P)) = A(P). O

Dusledek 14.5.11. Necht (P, o) je kompakini metricky prostor. Je-li A(P) libovolnd
uzaviend algebra redlngch funkci v C(P), je A(P) zdroven (uzavieny) svaz.

Nyni jiz mtzeme vyslovit tvrzeni, které byva casto oznacovano jako redlnd wverze
Stone- Weierstrassovy véty. Ctenai by si mél povsimnout, ze jeho predpoklady se odliguji
od ,svazové verze“ jen v tom, ze systém funkci, se kterym pracujeme, je nyni misto
svazem algebrou.

Véta 14.5.12 (Stone *1937). Necht X C (P, p) je kompakini a necht A(X) je algebra
redlngch funkci spojitych na X. Oddéluje-li algebra A(X) body X a obsahuje-li i kon-
stantni funkci 1, je cl (A(X)) = C(X).
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Diikaz. P¥ipad mnoziny X obsahujici jediny bod je trividlni, nebot vSechny konstantni
funkce na X tvoii jiz prostor C(X). Déle plati podle Lemmatu 14.5.8, ze cl (A(X)) je
algebra. Ta podle Lemmatu 14.5.10 obsahuje s kazdou funkci f také funkci | f|, proto je
dle Dusledku 14.5.11 svazem (a tedy i linedrnim prostorem). Tvrzeni pak jiz plyne ze
Stoneovy Véty 14.5.7. Tim je dukaz redlné verze Stone-Weierstrassovy véty dokoncen.

O

Poznamka 14.5.13. V zakladnim Ptikladu 14.5.3 (2) musi existovat polynom p, ktery
podminku Lemmatu 14.5.4 nespliiuje. To je napf. polynom p(z) =z — (a +b)/2, z € R,
protoze funkce |p| neni na [a, b] restrikci polynomu.

Piiklady 14.5.14. 1. Trividlné plati: Algebra C([a,b]) vSech spojitych funkci na in-
tervalu [a,b] oddéluje body intervalu [a,b], nebot obsahuje napf. funkci f(z) = =,
x € [a,b]. Uzavér cl (C([a,b])) je roven C([a,b]).

2. Také algebra P([a,b]) vSech (restrikci) polynomi na [a,b] oddéluje body [a,b],
je vsak vlastni podalgebrou C([a,b]). Podle Weierstrassovy véty je jejim uzdvérem
cl(P([a,b])) algebra C([a,b]).

3. Systém vsech funkci z P([a, b]), které se anuluji v bodé (a+b)/2, oddéluje body [a, b],

avSak tato algebra obsahuje jedinou konstantni funkci na [a,b], a to funkci f = 0.

4. Snadno nahlédneme, ze systém vSech funkci z C([a,b]), které se anuluji v bodé
(a + b)/2, oddéluje body [a,b], a je to algebra A, obsahuje vSak opét jedinou konstantni
funkei f = 0. Uzavér této algebry obsahuje pouze funkce z C([a,b]) lezici v A.

5. Systém B v8ech funkci z C([a,b]), které se anuluji ve dvou riznych bodech z,y € [a,b],
je algebra, kterd vsak neoddéluje body intervalu [a,b].

6. Uzavér cl(B) systému B z bodu 5 obsahuje pouze ty funkce z C([a,b]), které lezi
v B. Systém P vSech polynomi z B obsahuje pouze jedinou konstantni funkci f = 0, ale
snadno lze nahlédnout, ze cl (P) = B a je to algebra.

14.6 Dalsi dulezita tvrzeni

Tlustrovali jsme jistou nedostatecnost bodové konvergence pro prenaseni nékterych vlast-
nosti na limitni funkci. Lep$i schopnost pfenaset ,pfijemné vlastnosti“ funkci mé vsak
stejnomérnd konvergence. Jedno z tvrzeni, které matematicky dokumentuje toto vagni
vyjadieni, jsme dokazali v Kapitole 13 o metrickych prostorech v Lemmatu 13.2.6. Nyni
si analogickych tvrzeni dokazeme vice.

Véta 14.6.1. Necht funkce f, maji Riemanniv integrdl na intervalu [a,b], necht fn = f
na [a,b]. Potom i funkce f md Riemanniv integrdl na [a,b] a plati

b b
lim (R)/ fn= (R)/ I (14.22)
Diikaz. 'V dikazu pracujeme pouze s (R)-integraly. Z f, = f na [a,b] plyne, Ze

an 1= sup{|f(x) — fa(@)]52 € [avb]} —0.
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Proto k € > 0 existuje k € N tak, ze pro n > k je an, < . Zvolme takové n € N; pak je
fn—e< f< fute,
a tedy pro libovolné déleni D € D([a,b]) snadno dostaneme
s(fn; D) —e(b—a) < s(f; D) < S(f; D) < S(fn; D) +(b—a).
Odtud jednoduchou tpravou obdrzime
S(f; D) = s(f; D) < (S(fn; D) = s(fn; D)) +2e(b—a).
Protoze je fn € R(]a,b]), 1ze volit déleni D € D([a,b]) tak, Ze prvni ¢len na pravé

strané je odhadnut nap¥. ¢islem (b — a). Z toho, Ze je S(f; D) — s(f; D) < 32(b— a)
plyne podle Véty 11.2.12; ze i limitni funkce f ma Riemanniv integral.

Dale plati
b b

z ¢ehoz plyne vztah (14.22). |

b
g/ n = F1< 1 fn = Flloo - (b—a),

Jadro dikazu Véty 14.1.5 o spojitosti a stejnomérné konvergenci je patrné nejvice
zfejmé z obecnéjsi véty, kterou si nyni dokdzeme v kontextu MP. Pfipomenme, ze se
zameénou limit jsme se setkali jiz napf. pfi vySetfovani spojitosti ,limitni funkce®.

Véta 14.6.2 (Moore 1900, Osgood 1897). Necht (P, o) je metricky prostor a necht
xo € P je jeho hromadny bod. Necht ddle {f.} je posloupnost (kompleznich) funkci na
P\ {zo} a plati

(1) fo=f na P\ {zo},

(2) fn(z) = an prox — x0 .

Potom téZ existuji vlastni imp—.o0 an a limgz—, f(x) a jsou si rovny.

Dikaz. K € > 0 existuje k € N tak, ze pro vSechna m,n >k, m,n € Nyaxz € P\ {zo},
plati

(z € P\{zo}) = (Ifm(x) — fulz)| <e),
a tedy, po limitnim pfechodu z — x¢, rovnéz i |am —an| < €. Odtud vyplyva konvergence
{an}. Polozme lim a,, = a. Déle plati

| f(z) —al <[ f(z) = fa(@) | + [ fn(2) = an| +[an —a].

Nyni lze volbou n € N dosdhnout toho, ze prvni a tfeti ¢len na pravé strané nerovnosti
je odhadnut pro vSechna x € P\ {zo} pomoci /3. Potom zvolime § > 0 tak, Ze pro
prstencové okoli Ps bodu x¢ v P plati

(x € Ps) = |fa(x) —an| < &/3,

7 ¢ehoz uz lehce dostaneme dokazované tvrzeni. O
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Dusledek 14.6.3. Necht existuje § > 0 tak, Ze
(1) fa=f na (c,c+96),

(2) fn(x) — Qn Pro r — Cy .

Potom téz existuji vlastni lim, .o an a lim,cHC+ f(x) a jsou si rovny.

Poznamka 14.6.4. Obdobna podminka ,funguje i pro pfipad x — c_, jestlize interval
v (1) bude tvaru (¢ — §,¢) a obecné s libovolnym prstencovym okolim P(c) bodu ¢, na
némz je fn = f. To je dtlezité pro lokdlni vlastnosti (spojitost, diferencovatelnost apod.),
nebot nékdy staci ovéfovat stejnomérnou konvergenci pouze lokdiné. Promyslete si diikaz
Véty 14.1.5, zalozeny na pravé dokazané Moore-Osgoodové vété.

Véta 14.6.5 (Weierstrass 1861). Necht funkce fn, n € N, maji vesmés vlastni deri-
vact v§ude v intervalu (a,b), a necht

(1) existuje o € (a,b) tak, Ze {fn(xo0)} konverguje,
(2) pro derivace f, plati f;, =10c na (a,b).

Potom téZ fn =10c na (a,b) a oznadime-li f(z) := lim,—o fu(z), z € (a,b), md f na
(a,b) derivaci f' a plati
frn=1oef mna (a,b).

Diikaz. Dtikaz vyuziva zejména Moore-Osgoodovu vétu (Véta 14.6.2) a je slozitéjsi pouze
formalné. Postupné dokézeme, Ze z predpokladii plyne pro vhodné zvoleny interval
[c,d] C (a,b)

fn= nacd] apotompro f:= nlingo fn 6% fr, =10c [ na (a,b).

Pro préaci s lokalné stejnomérnou konvergenci vyuzijeme tvrzeni Véty 14.1.10 a zvolime
(zatim libovoln&) nedegenerovany interval [¢,d] C (a,b). Pro z,t € [¢,d],  # t, plati
podle Lagrangeovy véty (Véta 5.2.18) pro funkci (fm — fn), pfiemz v &itateli zlomku
jesté prehazujeme poradi ¢lent

(fm(t) = fm(x)) = (f(t) = fn(2))

t—=x

kde ¢ lezi mezi body t a z, tj. v (¢, d). Odtud snadno dostaneme

|(fm (8) = fm(@)) = (fa(t) = fu(2)] < (d = &) [fn(€) = fu(E)]. (14.24)
Predpokladejme nyni, Ze plati zo € [¢,d]. Z odhadu (14.24) plyne splnéni Bolzano-

Cauchyho podminky pro stejnomérnou konvergenci posloupnosti {f»} na [¢,d], nebot
plati

|fm(2) = fa(@)] < [(fm(2) = fn (@) = (fm(20) = fn(20))| + [fm(20) — fr(zo)l,

a proto je

| (@) = fn(@)] < (d = )| fn () = fa(€)] + | fm(z0) — fu(wo)].
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Z f;, = mna [c,d] a konvergence posloupnosti {fn(zo)} dostavame f, = na [c,d]; to
vSak plati pro kazdy interval [¢,d] C (a,b) obsahujici zo, a proto podle Véty 14.1.10 je
fn =10c na (a,b). Zvolme nyni pevné interval [¢,d], bod x € [¢,d] a definujme

() = LW 1@ gy SO T (@)

t—=x ’ t—=x

prot € [¢,d] \ {z}. Pouzijeme opét rovnost (14.23) a obdrzime z ni

() = (@) (Fa® = F2@D| o1 o) 1 gy

t—x t
z této nerovnosti dostaneme Bolzano-Cauchyho podminku pro {®,}, takze je
®,(t) = na[c,d]\ {z}.
Nyni se vyuzije Véty 14.6.2 na okoli bodu {z} v [ ¢, d]. Zfejmé @, (t) = ®(t) na [¢,d]\{z}
aprot € [c,d]\{z}, t — x dostaneme
lim @, (1) = fa(x).  f'(x) = lim @(t) = lim_fi(x).

n— oo

Tim je dikaz dokoncen. |

Piiklad 14.6.6. Predchazejici véta ukazuje, ze pfi derivovani posloupnosti funkci ,,élen

po ¢lenu“ neni situace jednoducha. Polozme
2
sin(n“z) .
n(r) = ——, n(x) =sin — , reR.
ful) = S ga(2) = sin 2

Potom plati f, — 0 a gn — 0 na R. Je vSak |fn(z) — 0] <1/n — 0, a proto fr, = na R,
ale zaroveti je |gn(n?m/2) — 0| = 1, a tedy neplati g, = na R. Viimnéte si, Ze viechny
funkce jsou dokonce z C°(R). Pro derivace f}, a g, dostavame

/ 2 / 1 T
f'rl(x) = TLCOS(TL ZL’), g'rl(x) = F Cos F )

a tedy neplati f, — 0 na R, avSak plati g, = 0 na R. Z Véty 14.6.5 snadno dostaneme,
Ze gn =10c 0 na R, protoze g,(0) = 0 pro vSechna n € N, a tedy {g.(0)} konverguje.

Piiklad 14.6.7. Nezli budeme dokazovat nésledujici vétu, uvedeme dalsi ilustrativni
ptiklad pro Newtonuv integral. Definujme

f(@) = (1 —z])" = max(1 — |z|,0).
Pomoci f definujeme posloupnost funkci {gn}
gn(x) := (1/n)f(x/n), z€e€R, neN.

Ziejmé existuji Newtonovy integraly z g, pfes R pro vsechna n € N a jsou vesmés
rovny 1. I kdyz plati g, =0, je

oo

lim gn(z)dzr =1#0= /OO (lim gn(x))dx .

n— oo n— oo
— 00

Priklad ukazuje dilezitost predpokladu omezenosti intervalu v néasledujici vété, ktera je
analogii Véty 14.6.1.
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Véta 14.6.8. Necht f, = f na omezeném intervalu (a,b), necht f, maji primitivni
funkce na (a,b) a necht f, € N(a,b), tj. fn, n € N, maji konecny Newtoniv inte-
grdl na (a,b). Potom existuje primitivni funkce k f na (a,b), Newtoniv integrdl z f pres
(a,b) konverguje a je

b b
lim (M/ fo(z)dz = (J\/)/ f(z)dzx . (14.25)
Dikaz. Oznacme F,, primitivni funkce k f,, pfiCemz F;, volme tak, aby pro pevné zvo-
leny bod zg € (a,b) platilo F,(z0) = 0, n € N. Zopakujeme tivahu z dikazu pfedchozi
véty; plati

[ () = Fu(z)| = |(Fn(2) = Fa(2)) = (Fm(20) — Fu(w0))| <
< |fm(€) - f7l(§)| : (b - a)7

kde jsme odhadli rozdil pomoci Lagrangeovy véty (Véta 5.2.18). Bod & lezi mezi = a zo,
tedy v (a,b) a rozdil |z — x| jsme odhadli délkou (omezeného dle pfedpokladi!) intervalu
(a,b). Pouzijeme jesté pfedchozi vétu na funkce F, a obdrzime pro F := limp_.oc Fy
rovnost F'(z) = f(z), x € (a,b). Na koncové body a, b uvazovaného intervalu aplikujeme
Vétu 14.6.2, ¢imz dostaneme pro r — a4, resp. x — b_, vztahy

lim F,(a+)= lim F(x)= F(a+), lim Fo(b—)= lim F(x)= F(b—).

n— oo r—a-+ n—oo x—b—

Odtud snadno dostaneme
b

b
lim fa(z)dz = lim (Fn(b—) — Fa(at+)) = F(b—) — F(a+) = / f(z)dz

n—o0 a n—00
coz je zadand rovnost (14.25). a

Poznamka 14.6.9. Ctenai snadno nahlédne, #e i kdyZ jsme pro zjednoduSeni praco-
vali v predchézejicich vétach pouze s primitivnimi funkcemi, jejich tvrzeni plati i pro
zobecnéné primitivni funkce. Vé&ty jsme vyslovili pro posloupnosti. Pfihlédneme-li ke
vztahu

an:hoc na (a,b) < sp= ka =1oc Dna (a,b),
k=1
dostaneme odtud snadno obdobné tvrzeni pro fady funkci. Proto nésledujici tvrzeni
dokazovat nebudeme.

Véta 14.6.10. Necht > fr je Tada funkci majicich vesmés vlastni derivaci na (a,b)
a necht existuje bod xo € (a,b) tak, Ze > fu(xo) konverguje. Jestlize plati Y fr S 10c na
(a,b), je rovnéz Y fr S10c na (a,b) a pro s :=>_ fi plati

z € (a,b).

CO\
P
8
B
[
K
=
z3
8
B

k=1

Zkracens, i kdyz ne zcela presné, iikame, ze ,fadu Y f» lze derivovat ¢len po ¢lenu”.
Podobné véta plati pro integral, avsak jako u Riemannova integralu musime v pii-
padé (N)-integralu pracovat s omezenym intervalem (a,b). Vyslovime ji pro Newtontiv
integral.
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Véta 14.6.11. Necht Y fi je Tada funkci newtonovsky integrovatelnych na omezeném
intervalu o koncovych bodech a,b, a > fr = na (a,b). Oznacime-li f := 3 fi, je funkce
f newtonovsky integrovatelnd a je

b oo b
w[r=% wf 5.
a k=1 a
Poznamka 14.6.12. Analogické véta plati i pro Riemanntiv integral.

Je prirozené, ze Ctendfe mize napadnout otazka, jak souvisi absolutni a stejnomérné
konvergence. Pozitivni vysledek ve specidlnim piipadé by mohl ¢tendie svést k mylnym
domnénkam.

Priklad 14.6.13 (Pringsheim 1899). Vysetfeme funkci f definovanou souctem fady

2

f(@) :—ilfﬁ(ﬁ)n‘

Z¥ejmé pro viechna z # 0 plati rovnost f(z) = (1 + x?)™*, coz po vytknuti prvého
zlomku dostaneme snadno sectenim geometrické fady. Dosazenim téz snadno ovérime
f(0) = 0. Protoze jde o fadu s nezdpornymi ¢&leny, konverguje absolutné vsude v R.
Jelikoz jde o fadu spojitych funkci, jejiz soucet je evidentné funkce nespojita v bodé 0,
fada nekonverguje stejnomérné na R, ani nap¥. na intervalu [0, 1]. Konvergence je vSak
lokalné stejnomérné na (0,1].

Piiklad 14.6.14. VySetfeme podrobnéji fadu funkci

oo
> (-1 L,

Protoze plati pro kazdé z € R a kazdé n € N

=:an,

2 2
1 < " +n ’(_1)n+1x +n
n n? n?

fada nekonverguje absolutné v Zdadném bodé = € R. Bodova konvergence fady je vsak
zfejmé z Leibnizova kritéria (viz Véta 3.3.1) a naprosto analogicky jako tam dostdvame

pro m > n obecné odhad

5 (@) — 52(@)] < A ().
Vidime tedy, ze pro (lokalné) stejnomérnou konvergenci fady se stfidavymi znaménky
> o (1) ay, (z) stadi dokazat (lokdlng) an, = 0. V nasem konkrétnim piipadé plati

2 2 2
T n M M 1

A P < — -|— < - + , pro vechna z, |z| < M,

n n n

(=1

n2
takze fada konverguje lokdlné stejnomeérnée na R.
Predchézejici dvojice prikladt dostatecné presvédcivé ukazuje, ze spolu stejnomérna

a absolutni konvergence v obecném pripadé prilis nesouvisi. To ostatné ilustruji i neab-
solutné konvergentni ¢iselné rady; zaroven ukazuji dalsi smér postupu.
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14.7 Dalsi kritéria

Pfipomenme nejprve Abelovu parcidlni sumaci, se kterou jsme se jiz setkali.

Lemma 14.7.1 (Abel 1826). Necht {ar}72o, {br}izo jsou posloupnosti kompleznich
cisel, p,q € Z, —1 < p < q. Oznacéme

sn= ar, n€Ny, s1=0. (14.26)
Potom q k:qo
Z arbr = Z Sk(bk — bk+1) + quq+1 — Spbp+1 . (14.27)
k=p+1 k=p+1

Dikaz. Strucné pfipominame: pro k > 0 je
arbr = (sk — Sk—1) b = Sk (be — brt1) + Skbr+1 — Sk—1bk,

a tyto rovnosti ,seCteme“ pro k = p+ 1,p+ 2, ... q, ¢imz obdrzime dokazovanou rov-
nost (14.27). |

Véta 14.7.2 (Abel). Necht {ar}ilo a {bk}izy jsou posloupnosti omezenych kom-
pleznich funkci na mnoZiné X # 0, a necht s, jsou definovdny pomoct (14.26). Potom
fada 7~ akbr konverguje stejnomérné na X, je-li spinéna alespor jedna z ndsledujicich
podminek (v pfipadech oznacengch ™) jsou samoziejmé funkce by, k € No, rediné) :

(1) {sn; n € No} je systém stejné omezengch funkci na X a

oo

> bk —bri1|= na X, br=30 na X; (14.28)
k=0

(2) {sn;n € No} je systém stejné omezengch funkci na X a

{br} je monotonni posloupnost *) a b, =0 na X ; (14.29)

(3) sn=2na X asystémy { > 5_o|bk—brs1|; n € No} a{br; k € No} jsou oba stejné
omezené na X;
sn=2 na X, {bx} je monotonni posloupnos a systém {by; k € No} je stejné
4 X, {bx} j tonni posl t " tem {by; k € No} je stejné
omezeny na X.

Poznamka 14.7.3. Predchézejici véta je oznacena jako Abelova, a¢ jeji jednotlivé ¢asti
byvaji spojovany se jmény NIELS HENRIK ABEL (1802 - 1829), PIERRE GUSTAV LEJEUNE
DIRICHLET (1805 — 1859), PAUL DAvID DU BoIs-REYMOND (1831 — 1889) a RICHARD
JuLius WILHELM DEDEKIND (1831 —1916) (viz [13], str. 421, odkud je téz prevzat diikaz
této véty). Oznadeni je pfirozené v tom smyslu, ze dikazy vsech jednotlivych ¢4sti jsou
zalozeny na Abelové parcidlni sumaci.

Dikaz. Vyuzijeme Bolzano-Cauchyho podminku pro stejnomérnou konvergenci funkci.
Budeme uzivat oznadeni || - || pro supremovou normu vzhledem k X. V kazdém z pFipada
(1) — (4) existuji A, B € R tak, ze je

lsk(z)| <A, ow(x)| < B
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pro vSechna k € Ny a € X; uvazte, ze jsou-li funkce a; omezené na X, jsou omezené
i sy na X a s = lim sy, je rovnéz omezena na X. Déle plati odhad [|si|| < ||s — skl + ||s]|-
Z (14.27) dostaneme

D" an@b@)| <43 1) = bisa @)+ A(bosr @) + 1By (@)]) - (14.30)

k=p+1 k=p+1

pro véechna z € X a 0 < p < q. Necht je ddno € > 0. Protoze kazdy ze s¢itanci na pravé
strané nerovnosti (14.30) 1ze odhadnout volbou dostate¢né velkych p, ¢ € N, p < g, shora
danym e, plyne odtud Y7 arxbr = na X v piipadé (1).

Pfi splnéni podminek (2) maji vSechny rozdily by — br11 bud kladné znaménko nebo
maji vSechny zaporné znaménko. Pak je ale

q q
> o) —ben@) [ = | D0 (br(@) b (@) | =
k=p+1 k=p+1
= |bg+1 = bps1| <[ bgs1 |l + [ bpr1 || < 2B, (14.31)

pfi¢emz odtud a z (14.30) vyplyne odhad

| D aw(@)bi(@)] < 24 (| bgar | + 11 bpsa )

k=p+1

a tedy i Bolzano-Cauchyho podminka pro stejnomérnou konvergenci rady; plati tedy
Y neoarby = na X i v piipadé (2).

Jestlize s, = na X, polozime s = lim s;. Vypoétem ovéfime rovnost (nyni vSak jiz
pracujeme s funkcemi, pouze argument = vynechavame)

q

0= Z 8(bk — bet1) + sbg41 — sbpy1,
k=p+1

a tuto rovnost ,odecteme® od (14.27). Obdrzime tak

q q
> arbe = (sk— 8)(bk — beg1) + (sg — 8)bgr1 — (5p — 8)bpt1. (14.32)
k=p+1 p+1

Ozna¢me jesté Cp = sup{||sx — s||; k > p}; zfejmé C, — 0 pro p — oo. Uzitim (14.32)
dostaneme

q q
’ 3 akbk’§ S Cp|b = bigs |+ Cp B+Cy B < Cy (M +2B) -0,
k=p+1 k=p+1

kde M je horni odhad ¢asteénych soucttt Y, _, | bx —br41 | pro vSechnan € Ny (a vSechna
x € X). Tak opét dostavame >~ , arbr = na X v piipadé (3).

V poslednim pfipadé (4) uvazime, ze odhad (14.31) davé ,stejnomérny odhad“ pro
Castetné soucty fady D> ;_,|bx — br+1| hodnotou 2B, ¢imzZ se tento piipad pfevede na
ptipad predchézejici. |
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Poznamky 14.7.4. 1. V predchézejici vété vystupuji dvé posloupnosti funkci, avSak
jedna ¢i obé tyto posloupnosti mohou mit vesmés konstantni ¢leny. Je proto pouzitelna
i na fady typu > fx gk, Y. ¢k [k, Y Ck di, kde fi, gi jsou funkce a ci, di jsou z C & R.

2. Kazdou fadu typu > uy lze vyjadfit ve tvaru Y arbr mnoha zpisoby. Potencialné
Ize tedy uzit Vétu 14.7.2 na jakoukoli fadu, ale véta nedava zadny navod, jak takovou
vhodnou faktorizaci obecné ziskat.

3. Sama Véta 14.7.2 je slozitéjsi, je proto zbytecné ji uzivat v pripadech, kdy k cili vedou
prostfedky mnohem jednodussi, napt. Weierstrasstiv M-test.

Piiklady 14.7.5. 1. Je-li {bx}32, monoténni posloupnost realnych ¢isel, by — 0, pak
pro kazdé 0 < § < 2 mocninnd fada > 2, brz* konverguje stejnomérné na mno-
7iné Xs = {z € C; |2| <1, |z — 1| > 6}. Polozime-li totiz ax(z) = 2", potom pro vSechna
n € Ng a vSechna z € X; je

n

[sn(2) | = |2 2| =
k=0

a muzeme tedy pouzit Vétu 14.7.2, (2), ze které vyplyne tvrzeni.

2.Pro |z =1, z = " je [z — 1| = |¢"]- ’eit/z — efit/2| = 2|sin(t/2)|. Proto pro
t € [6,2m — 0] je |z — 1] > 2]sin(6/2)|, a tedy Fady (redlnd a imaginarni éast rady
z pfedchézejictho prikladu pro |z| = 1)

Z by cos(kz), a Z b sin(kx)
k=0

= k=0
konverguji stejnomérné na intervalu [§,27 — §|. S analogickymi Fadami budeme jesté
dale pracovat.

z"“—l’ 2
|

<2
z—1 z—1] =4

3. Doporucujeme ¢tenaii k samostatnému rozmysleni, Ze podobné i fady

Z(—l)kbk cos(kz), a Z(—l)kﬂbk sin(kx)

k=0 k=1
konverguji stejnomérné na intervalu [—m + &, m — 48 ].

4. Zachézime-li s mocninnymi fadami, je pfirozené si v§imnout specialniho pfipadu fady
z piedchazejiciho piikladu. Rada s b, = 1/n, tj.
2
k
k=1
konverguje pro z € (—1,1) k funkci —log(l — 2) a zfejmé konverguje stejnomérné na
kazdé mnoziné Xs z predchazejiciho prikladu. Je proto jeji soucet prirozené povazovat
za ,komplexni logaritmus“ definovany na této mnoziné. Odtud dostaneme napf. rovnost
oo k-1
(=1
——— =log2.
> i =les
k=1

Priklad 14.7.6. V Prikladu 11.5.1 jsme sestrojili ,,pilovitou funkci“ f, ktera je linedrni
na kazdém intervalu [k—1, k] pro k € Z. Funkce f je 2-periodick4 a spojitd na R, pficemz
plati 0 < f < 1. Pro viechna x € R\ Z je f'(z) = +1. Polozme fi(z) = f(2"z)/2",
k € N, a definujme
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g(2) =3 fula), zeR.
k=1

Kazd4 z funkci fi je spojitd a fada Y fr konverguje stejnomérné podle Véty 14.3.5,
nebot pro vSechna = € R je

Ife(z)| <27%  a plati Z27k:1<oo.

k=1
Obrazky Obr. 14.3 — 14.5 zachycuji prvnich sedm ¢asteénych souc¢tu fady na intervalu
[0,1]; funkce g je zfejmé 1-periodickd funkce, obrazky proto davaji dobrou pfedstavu
o chovani fady na R.

Obr. 14. 3.

Funkce g je tedy spojitd na R podle Véty 14.1.5. Pro k£ € N je funkce fi linedrni na

intervalech [ (s —1)/2%,s/2%] pro kazdé s € Z a uvnitf téchto intervali, kterym budeme

ifkat intervaly ¥adu k, plati f,(z) = 41; zaroven je funkce fr periodickd s periodou

217k Zvolme libovolné = € R. Dokazeme, Ze g'(z) neni vlastni, tj. Ze neexistuje vlastni
9(y) — g(x)

lim —=—F——~= .
y—w Yy—x

limita

Obr. 14. 4.
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Protoze x lezi vzdy alespon v jednom z intervalt I,, fadu n, lze zvolit posloupnost
do sebe zarazenych intervald I,+1 C In, n € N, tak, ze z € I,, pro vSechna n € N.
V kazdém z intervala I,, o délce 27" existuje bod z, tak, ze |z, — z| = g~ (n+1) Z¥ejmé
plati z,, — x a

fi(@n) = fi(x)

=0
Tn —T
pro vSechna k > n + 1. Proto je
n+1 n+1
9(zn) — g(x) Jr(zn) = fr(x)
= = +1
Ty — T kz:l Ty — T kzzl( )

kde s¢itdme (n + 1) nenulovych hodnot, z nichz kazda je rovna +1 nebo —1. Hodnota
posledniho souctu je tedy liché ¢islo pro n sudé a sudé ¢islo pro n liché, zrusi se vzdy
jen sudy podet s¢itancii. Proto posloupnost ¢isel (g(zn) — g(2))/(zn — z) obsahuje pouze
celd cisla a nent cauchyovskd, nemize tedy pro n — oo konvergovat.

Vzhledem k volbé& z jsme tak sestrojili funkci g € C(R), kterd nemé vlastni derivaci
v zadném bodé z R. Popsany dukaz je modifikaci postupu, ktery se v literatufe oznacuje
jako Waerdeniv priklad spojité funkce bez derivace. Funkci tohoto typu vySetfoval jiz
r. 1903 TELI TAKAGI (1875 — 1960); viz téz [13], str. 174. A¢ se Waerdeniiv piiklad
lisi od Takagiho jen nepodstatné, metoda dikazu je zaloZena na triku, ktery v pfipadé
vySetfované funkce nelze pouzit.

Obr. 14.5.
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Séitanim vhodné volenych funkci 1ze sestrojit zajimavé piiklady; vyloZeny aparat
umoziuje uzivat i nekoneéné soucty (fady) funkci a tak ,kumulovat® body zvlastniho
charakteru.

Priklad 14.7.7. Oznacme {r,} prostou posloupnost vsech racionalnich ¢isel z intervalu
(0,1) a polozme hn(z) = sgn(x — ), € (0,1). Pak je funkce

igi z € (0,1),

souc¢tem neklesajicich funkci, a je tedy rovnéz neklesajici. Rada je podle Weierstrassova
M-testu stejnomérné konvergentni. Proto pro vSechna y € (0, 1) plati

. RN - 1
zlir& h(z) = zlir& nz::l 2n in(2) = ~ wliI?Jr 2n fin ()
a podobné i pro lim,_.,— h(x). Je zfejmé, Ze funkce h je spojitd v kazdém iracionalnim
bodé y € (0,1) \ Q, nebot kazd4 funkce h, méa v téchto bodech stejné jednostranné
limity. V kazdém bodé y € (0,1) N Q je nespojitd, nebot v souctu existuje prdvé jedna
funkce h;, pro kterou je lim,—y— h; < limy—y4+ h;. Protoze mezi kazdymi dvéma body
u,v € (0,1), u < v, existuje alesponi jedno racionalni ¢islo, je h rostouci funkce na (0, 1),
ktera je nespojita ve vSech bodech nekoneéné spoéetné mnoziny (0,1) NQ husté v (0, 1).

Priklad 14.7.8. Je-li {r,} opét prosta posloupnost vsech racionalnich ¢isel z intervalu
(0,1), gn(x) = |z —rnl|, = € (0,1), pak je funkce

igi z € (0,1),

konvexni, aviak v kazdém bodé r,, n € N, je g'(rn.—) < ¢'(rn+), a tedy ¢g”’ () neexistuje
pro zadné z € (0,1). Snadno zjistime, Ze g je sou¢tem stejnomérné konvergentni fady
spojitych funkei, a je tedy spojitd. Je konvexni, nebot je souctem konvexnich funkei a
ma v kazdém bodé jednostranné derivace. Protoze

g(@) —g(y) _ i 1 gn(z) —galy)

r—y 2n Tr—y

n=1

a fada vpravo pritom opét konverguje stejnomérné, lze jednostranné derivace funkce g
spocitat jako soucty jednostrannych derivaci funkci g,. Oznacime-li

W(y) == lim sgn(e—ra), HKh(y):= lim sgn(e—r.), ye (0,1),

z—y+ Ty —
pak je
oo , o0 1
Gole) =3 g hi(e), gL = oo (@), @€ (01).
n=1 n=1

aje g" (x) < gt (z) pro viechna x € (0,1) N Q; v ostatnich bodech ¢'(x) existuje.
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Piiklad 14.7.9 (Lerch 1888). Je-li {r,} opét prosta posloupnost vSech racionalnich
¢isel z intervalu (0, 1),

Fal@) = (@ = o) sin —— fa(ra) =0, € (0,1),
pak funkce
10):= 3 3 (o)

je souctem stejnomérné konvergentni fady spojitych funkci (pouzivime Weierstrassiv
M-test), a proto je spojitd na intervalu (0,1). Pro derivace plati

/ . 1 1 ,
fn(x) :2(:c—rn)smx — cos , falra)=0, z€(0,1),

tedy s¢itanci maji v§ude na intervalu (0, 1) vlastni derivaci, tyto derivace jsou omezené,
a proto rovnéz y oo, 27" f; =t na (0, 1); pouzili jsme opét M-test, z néhoz stejnomérna
konvergence vyplyva. V kazdém bodé = € (0,1) \ Q jsou vesmés viechny f;, spojité, a
tedy i f’ je spojitd v . Stejnou tivahu lze aplikovat na f’ — f,, v bodé r,,, avSak f,, nens
spojitd v bodé r,. Tak jsme ziskali spojitou funkci f s velmi nespojitou derivaci f' (je
nespojita ve vSech bodech mnoziny Q N (0, 1)).

Prikladi podobného typu lze nalézt mnohem vice, uvedli jsme jen nékteré pro po-
chopeni principu.

Historické poznamky 14.7.10. Pojem stejnomérné konvergence byl obtizné zvlad-
nutelny i pro $pickové matematiky minulého stoleti. Tak napt. Louls AUGUSTIN CAU-
CHY (1789 — 1857) ,dokéazal“, Ze soucet konvergentni fady spojitych funkci je spojita
funkce (protiptiklad podal Abel v r. 1826). Néktefi historikové interpretuji Cauchyho
dikazy jako pouziti metod nestandardni analyzy a tak dokazuji, ze Cauchyho nelze
ze zamény bodové a stejnomérné konvergence vinit. Odhlédneme-li od prace z r. 1841
o funkcich komplexni proménné, kterou napsal CARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS
(1815 — 1897) (otisténa 1894) jesté jako gymnazidlni profesor, publikovali r. 1848 ne-
zavisle pomérné cenné, ne vsak zcela jasné, prispévky k problému spojitosti souctu
fady spojitych funkci PHILIPP L. SEIDEL (1821 — 1896) a GEORGE GABRIEL STOKES
(1819 — 1903). Cauchy pozdéji svou praci z r. 1821 opravil a soucasné r. 1857 definoval
stejnomérnou konvergenci. Weierstrass pak r. 1861 dokazal tentyz vysledek o spojitosti
limity posloupnosti spojitych funkci spolu s Vétou 14.6.5 o derivovéni (za vcelku nepod-
statné silnéjsich predpokladi).

Jak jiz bylo jednou zminéno, vyvijely se predstavy o derivaci relativné pomalu;
pfi jejich studiu je nutné vzdy peclivé zkoumat i soudobé predstavy o jinych pojmech
(napt. o funkci, jeji spojitosti apod.). Je zndmo, ze BERNHARD RIEMANN (1826 — 1866)
jiz v roce 1854 uvadél na prednaskach jako pfiklad funkci

= {nz
s =32
n=1 n
(zde {...} znadi funkci ,Jomend (zlomkova) ¢ast“, tj. {z} = = — [z]; pfiklad byl publiko-
van v roce 1867). Tato funkce je nespojitd na husté podmnoziné R, mé vSak Riemanntv
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integral napt. pres interval [0,1]. Nejpozdéji kolem roku 1861 rovnéz na prednaskach
uvadél priklad funkce

o0 . 2
gla) = S Snlr) (14.33)
n=1
kterd neméla mit v zddném bodé vlastni derivaci (vSimnéte si, Ze pFitom séitdme funkce
t¥idy C)(R)).

Weierstrass jesté v roce 1872 napsal, Ze i pfedni matematici jako napt. CARL FRIED-
RICH GAUSS (1777 — 1855), Cauchy i PIERRE GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 — 1859)
patrné plné akceptovali soudobou predstavu, ze derivace spojité funkce nemusi existovat
(nebo byt nevlastni) jen na izolované mnoziné bodi. Kdyz se Weierstrass snazil dokazat,
ze Riemannem definovand funkce g z (14.33), resp. (14.7), nem4 nikde derivaci, ztros-
kotal. Posléze vsak pfesto dokazal sestrojit jinou spojitou funkci h na R, kterd nemd
v Zddném bod€ vlastni derivaci. Definoval ji podobnym zpisobem jako Riemann, a to
jako soucet fady

h(z) = Z a" cos(b"rnz),
n=1

kde b je liché ¢islo, b > 1 a 0 < a < 1; pFitom ptedpokladal, Ze plati ab > 14 (3/2)7 *).

Jadro véty o spojitosti a dalsich vét o zaméné limit popsal WILLIAM FoGG OsSGOOD
(1864 — 1943) v praci z r. 1897. Tim patrné zavrsil cestu k chadpani pojmu stejnomérné
konvergence a jejiho vyznamu pro véty, které v sobé skryvaji ,zaménnost“. U néas je
uzivan obvykle nazev Moore-Osgoodova véta.

Weierstrassuv priklad funkce h publikoval v r. 1875 PAuL Davib Du Bois REY-
MOND (1831 — 1889). Weierstrass o pfikladu referoval jiz 18.7.1872, ale publikoval ho
az r. 1880. Je poucné se u této problematiky jesté zastavit. Teprve v r. 1918 se podatrilo
Hardymu dokazat, ze Riemannem definovana funkce g z (14.33), nemd derivaci ve vSech
iracionalnich néasobcich Cisla 7 a taktéz i v nékterych racionalnich nasobcich 7. AvSak
v r. 1970 (!) ukdzal JOSEPH L. GERVER, Ze existuji body, v nichz g md vlastni derivaci (!)
a o rok pozdéji podal jejich tplnou charakteristiku; viz [6].

Weierstrasstiv priklad byl pfijiman s rozpaky. Je zndm napiiklad vyrok, jehoz auto-
rem je CHARLES HERMITE (1822 —1901), ktery v dopise THOMASOVI-JANU STIELTJESOVI
(1856 — 1894) napsal o spojitych funkcich, které nemaji nikde derivaci: Ale tyto vjvody,
jakkoli jsou elegantni, jsou postiZeny klatbou (. ..). Se zdésenim a hrizou se odvracim od
té politovdnihodné rdany, kterou ndm zasadily tyto spojité funkce (...). K funkcim podob-
nych vlastnosti dospéli CHARLES CELLERIER (1818 — 1889) kolem r. 1860 a ne pozdé&ji
nez r. 1834 BERNARD BOLZANO (1781 — 1848). Bolzanova konstrukce je geometrické
povahy, Cellérier pracoval s fadou funkci. Je vcelku pochopitelné, Ze presné vySetieni
(ne)diferencovatelnosti pro tyto funkce bylo provedeno az pozdéji. Objev Bolzanovy
funkce byl znacné stimulujici pro ceské matematiky; ucinil ho stfedoskolsky profesor
MARTIN JASEK (1879 — 1945), ktery ve t¥icatych letech vytvofil fotodokumentaci téch
Bolzanovych rukopisi, které byly ulozeny ve videniském archivu; srovnej [7].

Jiz jsme se zminili o konstrukci slozitych funkci pomoci fad a o priorité Bernarda
Bolzana, ktery si nejen jako prvni uvédomil, Ze spojité funkce mohou mit mnoho bodt,
ve kterych derivace neexistuje, ale funkci tohoto typui jako prvni popsal. Vidéli jsme, jak

4) Pozdéji v r. 1916 dokazal GOTFRIED HAROLD HARDY (1877 — 1947), Ze stacéi predpokladat
O0<a<laab>1.
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Ize metodou kategorii existenci ,spojitych funkci bez derivace* dokéazat, ptiklady kon-
krétnich funkci této vlastnosti jsou vSak vzdy nutné netrividlni. Patrné nejjednodussi
priklad, ktery je v soucasné dobé znam, je spojovan se jménem BARTEL LEENDERT VAN
DER WAERDEN (1903 — 1996), i kdyz Waerden pouze reprodukoval feseni tlohy o nedi-
ferencovatelnych funkcich, které podali HEYTING a BUSEMAN. Jiz pied jeho objevenim
na konci 30. let tohoto stoleti existovaly ,,tovarni“ postupy na konstrukeci funkci tohoto
typu, bylo jich vice a byly povazovany za vcelku standardni. Ptiklad 14.7.6 je modifiko-
vanym piikladem Waerdenovym, nalezi vSak zfejmé Takagimu; viz napf. [13], str. 174.
Protoze plati tvrzeni, ze monotdnni funkce na intervalu (0,1) md v tomto intervalu
derivaci vSude aZ na mnoZinu Lebesgueovy miry 0, je kazdy piiklad spojité funkce bez
derivace na intervalu (0, 1) i pfikladem funkce, kterd neni monoténni v zddném intervalu
(a,b) C (0,1).

Dalsi priklady ilustruji metodu, které se nékdy rikd metoda kondenzace singularit.
Pochazi od HERMANA HANKELA (1839 — 1873); k dokonalosti ji dovedl ULISSE DINI
(1845 — 1918). Priklad 14.7.9 pochézi od MATYASE LERCHA (1860 — 1922) z r. 1888;
viz [9]. Za zminku stoji i fakt, ze i pfed Jaskovym objevem byla tato problematika u nas
populdrni. Jeden z prvnich pfehlednych ¢lankt s touto problematikou je [5].

D4 se dokéazat, Ze spojitych funkci, které nemaji v zadném bodé vlastni derivaci,
je v jistém smyslu v prostoru C([a,b]) vétsina: ty, které maji alespoii v jednom bodé
vlastni derivaci, tvoii mnozinu 1. kategorie v Baireové smyslu (viz Kapitola 13). Dikaz
existence spojité nikde nediferencovatelné funkce metodou kategorii pochéazi od STEFANA
BANACHA (1892 — 1945) z r. 1931; viz [1].

R. 1827 pozoroval ROBERT BROWN (1773 — 1858) céstecky pylu ve vodé a popsal
tzv. Brownuv pohyb. Ten hraje dilezitou roli ve fyzice. Jeho matematicky popis je pod-
statné mladsi, zde se vSak opét spojité funkce bez derivace uplatnuji pfi popisu trajek-
torii Brownovskych c¢astic. Je patrné, ze monstra lze pouzit k popisu jevil, kterd maji
pro fyziku znac¢nou dulezitost. Poznamenejme jesté, ze tudy vede cesta k souvislostem
mezi analytickym popisem a pravdépodobnostnim popisem objektti matematické teorie
potencialu.

Elegantni vétu o monotonii a stejnomérné konvergenci (Véta 14.3.3) dokdazal jiz
lynomialni aproximaci (Véta 14.4.1). Ve stejném roce jako Weierstrass (1885) ji nezavisle
dokézal CARL DAvVID TOLME RUNGE (1856 — 1927). Dalsi zjednodusujici diikazy podali
napi. HENRI LEON LEBESGUE (1875 — 1941) r. 1898 a mj. téz r. 1892 a 1893 MATYAS
LERCH (1860 — 1922). Diikaz, ktery jsme pouzili, pochézi od EDMUNDA GEORGA HER-
MANNA LANDAUA (1877 — 1938). Jiny velmi zndmy a pouzivany dukaz Weierstrassovy
véty publikoval r. 1911, resp. r. 1912 SERGEJ NATANOVIC BERNSTEIN®) (1880 — 1968).
Tento dikaz je zalozen na explicitnim vzorci (14.14) pro aproximujici polynomy, ktery
neobsahuje integral.

V dnesni dobé je znamo zhruba asi 100 vice ¢i méné odlisnych dikazt Weierstrassovy
véty. Dalsi vySe zminény vysledek (véta o trech funkcich) publikoval PAVEL PETROVIG
KOROVKIN (1913 — 1985). Zvidavému ¢tenafi doporucuji nahled do ¢lanku [2].

Zobecnéni, z nichz mtze Véta 14.4.1 pii sikovném postupu vyplynout (jako ne zcela
trividlni disledek), je zavislé na stejnomérné aproximaci polynomy pro funkci f(x) = |z|,

5) Uzivame obvyklé transkripce; jde vSak o ruského, resp. sovétského matematika, takze
patrné spravnéjsi by bylo uzit jména ve formé Bernstejn.



432 KAPITOLA 14. Stejnomérna konvergence

z € [—1,1]. Ukazuje se vSak, Ze tim se diikaz klasické Weierstrassovy véty jiz podstatné
nezjednodusi; viz napt. [13].

Ctenafe by mohla napadnout nasledujici cesta k diikazu Weierstrassovy véty. K re-
alné funkei f € C([a,b]) a posloupnosti ekvidistantnich déleni D, € D([0,1]) s normou
v(Dy,) = n~! sestrojime interpolaéni polynomy p, (viz Historickd poznamka 7.4.17),
které v délicich bodech D,, nabyvaji stejnych hodnot jako f; pak dokdzeme p, = f na
[0,1]. Tak se v8ak nedd dikaz provést z principidlnich divod®, nemusi totiz platit ani
pn — fmna[0,1].

Poznamenejme, ze Weierstrass vétu o polynomialni aproximaci spojitych funkci do-
kézal i pro vicerozmérny pripad. Tento vysledek vzbudil znacnou pozornost a vedl v po-
sledni ¢tvrtiné 19. stol. k intenzivnimu vysSetfovani polynomialni aproximace komplex-
nich funkci komplexni proménné a aproximace racionalnimi funkcemi.
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Kapitola 15

Diferencialni rovnice

15.1 Uvod

Poznamka 15.1.1. V Kapitole 10 jsme fesili jednoduché diferencidlni rovnice. I kdyz
jsme potfebné pojmy ve specidlnich p¥ipadech jiz jednou definovali, udélame to nyni
strucné v obecnéjsi situaci znova. Budeme podstatné vyuzivat zakladni poznatky z alge-
bry a nékteré elementarni vlastnosti funkci vice proménnych, nebudeme je vSak dokazo-
vat. Vyklad bude mit navic volngjsi popisnou formu, nebot striktni formalizace by byla
pro nase potieby pfilis narocnéa a netacelnd. Pokud nebude vyslovné re¢eno néco jiného,
pracujeme v této kapitole pouze s readlnymi funkcemi.

Oznaéeni 15.1.2. Obycejnou diferencidini rovnici budeme rozumét rovnici
F(z,y,y,....y") =0, (15.1)

kde F je funkce definovana na néjaké oblasti G C R™"2. Nejvyssi fad derivace efektivné
vystupujici v rovnici nazyvame 7dd rovnice. Je-li F' polynom, pak jeho stupen je stup-
ném rovnice. Resenim rovnice (15.1), podrobnéji ¥esenim rovnice (15.1) na intervalu
(¢, d), nazgyvame kazdou funkci ¢ definovanou na intervalu (¢, d) takovou, Ze existuje jeji
derivace ©™ na (c,d), je [z, ¢(z),...,¢'™ (x)] € G pro vSechna = € (¢, d) a

F(:mcp(m),...,ga(")(:c)) =0, x € (c,d).

Reseni rovnice (15.1) se nazyva mazimdlni feseni (nékdy se uziva i termin wiplné resent),
je-li definovdno na maximalnim intervalu, tj. neni restrikci feSeni rovnice (15.1), defino-
vaného na intervalu (c’, d’), pro néjz (c,d) C (c’,d’) # (¢, d). Mnozinu vSech maximalnich
feSeni rovnice (15.1) nazyvame obecnym tesenim (15.1). Kazdé feSeni rovnice (15.1) je
tedy restrikci néjakého maximélniho feseni, tj. jednoho prvku obecného fesSeni.

Poznamka 15.1.3. Velmi ¢asto pracujeme s rovnicemi tvaru

y™ = fla,y .y ), (15.2)

které jsou rozreseny vzhledem k nejvyssi derivaci. Jelikoz vlevo stoji derivace y(") ne-
znamé spojité funkce y(”fl), je tato rovnice fesitelnd pouze v pfipadé, ze i funkce f na
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pravé strané v (15.2) je ,dostateéné rozumna“. My se v dalsim vykladu omezime na
ptipad spojité funkce f.

Budeme nejprve podrobné studovat jednodussi ptipad diferencialni rovnice prvniho
fadu se spojitou funkci f. Uvedeme nejprve tlohu s predpoklady, se kterymi budeme
nadale pracovat.

Umluva 15.1.4. Budeme fesit diferencialni rovnici

y' = f(z,y) (15.3)

s funkci f spojitou na oblasti (tj. oteviené souvislé mnozing) G C R?, ktera je zarovei
definiénim oborem f a pro [zo,y0] € G budeme hledat jeji FeSeni ¢ definované na
né&jakém intervalu (¢, d) C R obsahujicim bod z¢, pro néz bude platit

¢(z0) = yo . (15.4)

Podrobnéji: zadame, aby feseni vyhovovalo podmince

90/(‘73) = f($7<p($))7 T € (C7 d)7

(plyne z ni i inkluze {[z,¢(z)]; € (¢,d)} C G) a soudasné spliiovalo rovnost (15.4).
S ohledem na nékteré fyzikalni aplikace, kde proménnou x byvéa Casto Cas, se tato tloha
nazyva pocdateéni ulohou. Obvykle uzivany struény zépis tlohy je tvaru

Y = flz,y(@), ylxo)=1yo,

kde rovnost y(xo) = yo vyjadfuje tzv. pocédtecni podminku.

Pfi geometrické interpretaci FeSeni jakozto ,kiivky“ popsané funkci ¢ (zde vSak
pracujeme s otevienym intervalem) hovorime pak o fesent, prochdzejicim bodem [zo, yo ]
Prirozené otazky, na které budeme hledat odpovéd, jsou dvé:

(a) kdy existuje feSeni rovnice (15.3) vyhovujici poc¢ateéni podmince (15.4) a

(b) kdy ke kazdym dvéma feSenim této tlohy existuje okoli U(zo) bodu zo, na kterém
tato feSeni splyvaji.

V tomto smyslu také popsany problém chapeme jednak jako problém existence tesent
(15.3) prochazejiciho bodem [zo,yo| a problém jeho jednoznacnosti.

Nejprve dokézeme jednoduché lemma, jimz pocatedni tlohu z pfedchézejici Umlu-
vy 15.1.4 budeme pfevadét do jiného tvaru.

Lemma 15.1.5. Necht ¢ je, v kontextu Umluvy 15.1.4, spojitd funkce na otevieném

intervalu I obsahujicim bod xo. Potom ¢ je Tesenim pocdtecni dlohy, pravé kdyzZ pro
vsechna x € I je [x,p(x)] € G a ¢ je feSenim integralni rovnice

(@) = yo + / " () dr (15.5)

Dikaz. Pripomenme jiz zavedené oznaceni: mame fesit rovnici

Y = flz,y) (15.6)
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spolu s pocéateéni podminkou (15.4), tj. y(zo) = yo. Pokud plati (15.5), pak integral ze
spojité funkce f(z, p(z)), x € I, v této rovnici vpravo je primitivni funkei k integrandu,
takze odtud zderivovanim plyne (15.3). Pro © = zo dostaneme ¢(x0) = yo. Obraceng,
z rovnice (15.3) plyne integraci rovnost funkeci

/st’(t)dt:/zf(two(t))dh vel;

integral na levé strané predchazejici rovnice je roven o(z) — ¢(z0) = ¢(x) — yo, z éehoz
jiz dostaneme (15.5) jednoduchou tpravou. O

15.2 Peanova existencéni véta

Nyni dokézeme tvrzeni velmi Casto oznacované Peanova existencni véta. Na zakladé
prace, v niz bylo toto tvrzeni dokdzano, ziskal r. 1886 GIUSEPPE PEANO (1858 —-1932)
doktorat. Casto se v8ak cituje az prace z r. 1890; viz [6], str. 150.

Tvrzeni 15.2.1 (Peano 1886). Predpokiddejme, Ze v rovnici (15.3), tj. rovnici

Y = flz,y)

je funkce f spojitd na oblasti G C R? a Ze plati [xo0,y0] € G. Potom ezistuje a > 0
a funkce ¢ : (xo — a, 0 + ) — R tak, Ze pro vSechna © z tohoto intervalu [z, p(x)] € G
a plati

QDI(‘T) :f(:c7<p(ac)), T e (w()—Oé7$0+05)7
¢(wo) = yo, (15.7)

tj. pocdtecni uloha ma alespon jedno TesSent.

Pro vétsi prehlednost nejprve popiseme v hrubych rysech postup diikkazu Peanovy véty;
jednotlivé kroky ozna¢ime (K1) — (K5) a budeme se na né dale odvolavat.
(K1) Od pocateéni ulohy prejdeme k ,lépe zvlddnutelné“ ekvivalentni tloze.
(K2) Zavedeme pro £ > 0 pojem e-pfiblizného FeSeni.
(K3) Vytvofime pro &, — 04 posloupnost e,-piibliznych feseni ¢, na vhodném inter-
valu I obsahujicim bod z¢ z poc¢atecni podminky.
(K4) Vyuzijeme disledek Ascoliho véty (Tvrzeni 13.3.34) a z posloupnosti {¢n} vybe-
reme podposloupnost stejnomérné konvergentni na I k .
(K5) Dokéazeme, ze ¢ je hledanym feSenim pocateéni tlohy.
Krok (K1) dikazu Peanovy véty spoc¢iva v aplikaci Lemmatu 15.1.5: budeme hledat
feSeni integralni rovnice. Nyni vyslovime definici e-priblizného feseni, o kterém jsme se
zminili v kroku (K2).

Definice 15.2.2. Necht je funkce f v rovnici (15.3) spojita v oblasti G C R? a necht ¢
je spojitd funkce na intervalu I C R, pro kterou [¢,1(t)] € G pro vSechna t € I. Jestlize
proe >0avSechnate I\ K

[0/ (t) = ft.0(t) | < e,
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kde K C I je koneénd mnozina, pak funkci ¥ nazyvame e-pribliznym tesenim rovnice
(15.3).

Je z¥ejmé, %e pro e-pfiblizné feSeni 1) existuje vlastni derivace 9'(t) pro vSechna
t € I'\ K, tedy vSude v I az na kone¢nou mnozinu.

Abychom mohli vyuZzit Ascoliho vétu, musime popsat volbu ,,vhodného“ uzavieného
intervalu, na kterém budeme pracovat. Pracujeme s poc¢atecni tlohou s pevné zvolenou
spojitou funkci f, oblasti G C R? a bodem [, %o ]. Zvolime § > 0 tak, aby

A= A{[z,y]; [z — 20| <6, ly —yo| <0} C G5 (15.8)

je uzite¢né si nacrtnout obrazek. Protoze A je omezena a uzaviena, a tedy kompaktni
mnozina, je f omezend na A. Existuje tedy ¢islo M € (0, c0) tak, ze | f(z,y)| < M pro
vSechny body [z,y] € A. Zvolime nyni

. 1)
a := min (57 M) (15.9)
a budeme pracovat s intervalem I = [z¢ — o, Zo + a]. Smysl této volby spociva v tom,
ze graf restrikce kazdého feSeni y vyhovujictho podmince y(zo) = yo na interval I lezi
v A.

Lemma 15.2.3. Pro pocdtecni ulohu z Umluvy 15.1.4 existuje ke kazdému e > 0 takové
e-priblizné teSent 1. definované na intervalu (o — o, To + ), které prochdzi bodem
[zo,y0], tj. takové, pro néZ - (zo) = yo.

Diikaz. Necht na A plati jako vyse | f(z,y)| < M. Funkce f je stejnomérné spojitd na
mnoziné A definované v (15.8), takze k ¢ > 0 existuje Jc, pro které

| flz,y) = f(2',y)] <e, (15.10)

jakmile [z,y],[2',y'] € A, a |z — 2| < b, ly — ¥'| < be.

Nyni zvolime déleni D = {zo = to < t1 < -+ < tn = To + «} intervalu [zo, zo + a]
s normou déleni v(D) < min{d., ./M} a sestrojime po ¢astech linedrni funkci . na
[xo,z0 + a], pro kterou

Ve(wo) :==yo, e(t) :=Ye(to-1) + f(te—1, %= (te1))(t — tx-1)

pro t € [tk—1,tx], K = 1,...,n. Analogickou konstrukci provedeme také na intervalu
[zo — «, xo], oviem ,zpé&tné“: smérnice linedrnich ¢asti v délicich intervalech déleni
D={z0o—a=t <...< tm = xo} jsou nyni uréeny vzdy hodnotou f(tx, v (tx))
v koncovém bodé intervalu [tx_1,,tx], k = 1,..., m. Déle postaci, budeme-li se zabyvat
pouze intervalem [zo, zo + a], pro interval [zo — «, xo] se provede Gvaha analogicky.
Zavér pak bude platit na intervalu [zo — «, To + a].

Je ziejmé, Ze derivace 1. (t) existuje pro viechna t € [z, o + @] mimo body déleni
D, tedy az na koneénou mnozinu. Déle pro ¢ € (tx—1,tx), K = 1,...,n, plati s ohledem
na (15.10)

|p2(t) = f(t, e () | = | Fltr—1,¥e(ti—1)) — F(L,0=(1) | <&,
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protoZe |tx—1 —t| < dc a

|e(th—1) = Pe(t) | < | Pe(tho1) = Ye(ti1) — F(th—1, e (tr1))(t —tr—1) | =
= | flte-1,e(te-1))| |t —toor| S Mo/ M =62

analogickd uvaha pro interval [zo — «, xo] dava spolu s predchazejici Gvahou zévér:
funkce 1. je e-ptibliznym FeSenim rovnice (15.3) na intervalu [ 2o — a, o+ ], spliiujicim
pocateéni podminku e (xo) = yo. O

Odhadneme piiristek | 1. (¢') — e (t) | pro t,¢' € [xo — o, zo+ ], t # t'. Necht nap¥.
t < t'. Body t, t' a viechny body u € (t,t'), ve kterych neexistuje . (u), uréuji déleni
intervalu [t,t']. Aplikujeme-li na intervalech tohoto déleni odhad pomoci Lagrangeovy
véty, dostaneme po secteni

t/
el =) = | [ vl du | < arpe . (15.11)
t
Déle pro vSechna ¢ € [zo — «, 2o + o] dostaneme pomoci (15.11) odhad

| e () [ <[ e () =te(wo) |4| Ye(wo) | S M |t = mo [+]yo | < Ma+|yo], (15.12)

ktery plati pro kazdou funkci ¥.. VS§imneme si podstatné véci, tykajici se zavislosti na
parametru e: oba odhady (15.11) a (15.12) plati pro ¥, at je € > 0 jakékoli. Odtud plyne,
ze systém F funkci {1 ; € > 0} je tvofen podle (15.12) funkcemi stejné omezenymi, které
splituji Lipschitzovu podminku (15.11); proto jsou tyto funkce i stejné spojité.

Dalsi krok (K3) je jednoduchy: zvolime posloupnost kladnych ¢isel €, konvergujici
k 0 a ke kazdému z téchto cisel sestrojime podle Lemmatu 15.2.3 €,-pfiblizné reseni,
které ozna¢ime 1,. Pro vSechna n € N plati pro v, vztahy analogické (15.12) a (15.11),
takze funkce systému {1, ; n € N} jsou stejné omezené a stejné spojité. Mizeme pouzit
dtisledek Ascoliho véty z Tvrzeni 13.3.34 a tak lze bez jmy na obecnosti predpokladat
(museli bychom jesté prejit k vybrané posloupnosti), ze existuje funkce ¢ definovana na
intervalu [zo — a, zo + ] tak, ze

Yn =@ na [zo — a,x0 + .

Tim jsme provedli soucasné kroky (K3) i (K4) a zbyva krok posledni: dokazeme, zZe ¢ je
fesenim studované pocatecni tlohy. Tim bude diikaz Peanovy véty dokoncen.

Diikaz Véty 15.2.1. Dokazeme, Ze funkce ¢ na intervalu [zo — a, zo + «] vyhovuje inte-
gralni rovnici (15.5), tj. rovnici

p(x) = yo + /m f(t, (1)) dt .

Poznamenejme nejprve, e 1, je zobecnénou primitivni funkci k funkci 9,,, a %e nésle-
dujici rovnost plati v§ude v intervalu [z — o, o + ] (v téch bodech ¢t koneéné mnoziny,
ve kterych neexistuje 9, (t), derivaci dodefinujeme hodnotou 0):

Yn(x) = Yo +/ Wi (t)dt .
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Pocitejme dale: jednoduchymi tipravami dostaneme

x

() = yot / (F(t () + [0 (8) — £ (1, (1)) ]) dt =

zo

ot | (P o0+ (7050 (0) = F(8 90 |+ 000~ £t () ) . (15.13)
zo
Protoze ¥y, je e,-ptibliznym fesenim, lze absolutni hodnotu vyrazu ve druhé hranaté
zdvorce v integrandu posledniho integralu v (15.13) stejnomérné odhadnout ¢islem e,
(v bodech, kde neni vyraz v zédvorce definovan, ho dodefinujeme hodnotou 0). Je tedy

/x |04 ()~ F(t 6n () | At < encr,

z ¢ehoz plyne, Ze tento integral konverguje pro n — oo stejnomérné k 0 vzhledem k pro-
ménné x € [xo — «, To + a].

Ukézeme jesté, ze | f(t,¢¥n(t)) — f(t,(t))| =2 0 na [20 — a, o + a]. Zvolme € > 0;
ze stejnomérné spojitosti f na A vyplyva existence § > 0, pro které plati

(ly1 — 2l <0) = (If(x,y1) — fz,y2)| < €).

Zvolme déle vzhledem k 1, = ¢ na [zo — @, 2o + ] k tomuto ¢ ¢islo k € N tak, aby pro
vSechna n > k bylo | ¢ — ¢ | < J; dostaneme tak

(n = k) = (If(t¢n(t) = F(E,0(1)] <e)

pro v8echna t € [zo — a, zo + a]. Odtud dostdvame vzhledem k proménné z

x
[ 1) ftp®) |46 =0 na (20,0 +al.
z0

Limitnim pfechodem pro n — oo dostaneme z (15.13) rovnost (15.5), ¢imz je dikaz
Peanovy existencni véty dokoncen. O

Poznamka 15.2.4. Uvedena Peanova véta nezarucuje jednoznacnost FeSeni rovnice
(15.3) ani lokalné. Jestlize si ¢tenaf pfipomene Piiklad 10.3.3, snadno nahlédne, Ze na
libovolné malém otevieném intervalu obsahujicim bod xo mohou existovat dvé rtizna fe-
Seni (dokonce i nekoneéné mnoho) rovnice (15.3), splitujici podminku (15.4). Jiz v r. 1925
byl dokonce sestrojen piiklad takové rovnice tvaru (15.3) se spojitou funkci f, ze dokonce
kazdym bodem [z0,yo] € G prochézeji alespori dvé FeSeni, kterd nesplyvaji v zadném
okoli bodu zg.

Historicka poznamka 15.2.5. Je na misté pfipojit kratky historicky komentar. Jiz
v r. 1694 JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748) pouzival pfiblizné Feseni rovnice (15.3).
Popsand metoda konstrukce priblizného feSeni, kterou v podstaté pouzival jiz Euler, je
z r. 1768, av8ak historicky prvnim tvrzenim o existenci (a dokonce i o jednoznaénosti
feSeni, ovSem za silngjsich pfedpokladil) bylo tvrzeni, které dokézal Louls AUGUSTIN
CAUCHY (1789 — 1857) r. 1824. Kompaktnost mnoziny spojitych funkci na intervalu
studovali CESARE ARZELA (1847 — 1912) a GiuLio AscoLl (1843 — 1896), jejich tvrzeni
je vsak pouze jednou z moznych cest k diikazu vysSe uvedeného Peanova tvrzeni. Viz dale
komentar v Historické poznamce 15.4.3.
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15.3 Véta o existenci a jednoznacnosti

Seznamime se jesté s podobnou dilezitou vétou, v niz se o funkci f predpoklada vice
a kterd dava i (lokdlni) jednoznac¢nost FeSeni popsané pocateéni tlohy. Peanova véta
z predchozi ¢4sti ilustruje uziti kritéria kompaktnosti v prostoru C([a, b]) a stejnomérné
konvergence, nebyva vSak soucésti zakladniho kurzu analyzy. Dikaz v nasledujici ¢asti
uvedené frekventovanéjsi véty je zalozen na uziti Banachovy véty o kontrakci. Budeme
postupovat zcela nezavisle na predchozi ¢asti a proto nékteré uvahy zopakujeme.

Véta 15.3.1 (Picard 1890, Lindelsf 1894). Necht 6 > 0 a necht
I = (x0—20,x0+20) X (yo — 28,90 + 20) .
Predpokldadejme, Ze v rovnici (15.3)
y' = f(2,y), (15.3)

je funkce f spojitd v intervalu I a Ze existuje kladné ¢islo K takové, Ze pro vSechna
x € (zo — 28,20 + 20) a pro viechna yi,y2 € (yo — 20, yo + 26) plati

[f(z,y1) = f(z,y2)| < Kly1 — y2|

(strucénéji Tikdme, Ze f(xz,-) jsou pro x € (xo — 20,x0 + 28) (stejné) lipschitzovské
v proménné y € (yo — 20,yo + 26)). Potom plati:
(a) Euzistuje interval (c,d) a Teseni ¢ rovnice (15.3) na intervalu (c,d) takové, Ze je
zo € (¢,d) a p(x0) = yo, tj. TeSeni vyhovuje pocateéni podmince (15.4).
(b) Jestlize feseni w1, @2 spliuji podminku (15.4), ezistuje okoli bodu xo, na kterém
tato Tesent splyvaji.

Diikaz. Z kompaktnosti intervalu [zo—d, zo+3d ] X [yo—3, yo+9 | plyne existence takového
éisla M € (0, +00), Zze na tomto intervalu je | f| < M. Nejprve pfevedeme FeSeni popsané
ulohy pomoci Lemmatu 15.1.5 na FeSeni jiné ulohy (misto diferencialni rovnice budeme
pracovat s integrdlni rovnici). Zvolime interval [ ¢, d] tak, aby zo € (¢, d) a byly splnény
soucasné dvé podminky:
(1) M(d—c)<3d a (2") ¢:=K({d-¢)<1.

Smysl této specidlni volby bude zfejmy dale.

Ozna¢me C, = Cp([ ¢, d]) podmnozinu vSech funkei ¢ prostoru C([ ¢, d]), vyhovujicich
podmince

le(x) —yo| < M|z —xo|, =€ [cd]. (p)

Pro vSechna z € [¢,d] je zfejmé (vyuzivime podminku (1%*))
| o(z) —yo| < M|z —x0| < M(d—c) <9; (15.14)
definujeme-li nyni zobrazeni A : ¢ — Ay vztahem

(Ap)(@) = yo + / fte@)dt, g eCy(ed), (15.15)

je integrand v integralu na pravé strané (15.15) korektné definovéan a je to spojita funkce
na [c,d]. Resit rovnici (15.3) s podminkou (15.4) je ekvivalentni s problémem fesit
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pravé strana rovnosti (15.5) spojita funkce na [c,d].
Podminka (1*) dava

(@) —wol=| [t o@)a|< [ 1fp0)]dr <arle— o]

takze A(Cp) C Cp. Mnozina Cp, je uzavienou podmnozinou metrického prostoru C([ ¢, d]),
a tedy podle Tvrzeni 13.2.7 jeho uplnym podprostorem. Na mnozinu C, a na zobrazeni
A p — Ap pouzijeme Vétu 13.2.18 o pevném bodu. Diive vSak musime jesté ukazat,
7e A je na Cp se ,supremovou® metrikou p(p,9) = || — ¥||eo kontrakce.

Vime, ze v I je splnéna vyse uvedend lipschitzovska podminka

[f(z,y1) — fz,y2)| < Kly1 — yol

pro vSechna z € [¢,d] C (zg — 28,20 + 26), y1,y2 € (Yo — 26, yo + 28). Pro operator A,
pro ¢, ¢ € Cp, a pro kazdé z € [¢,d] plati odhady (nyni uzivdme podminku (2%))

(@) - av@)| = | [ reema - [“feowya] <
< / "1 (hp(®) — ()| dt < / K () - ()| dt <
SK/””@_det < K(d— )| g oo < qllp— Dloo-

Prejdeme-li jesté vlevo k supremu pfes vSechna z € [¢, d], dostaneme

| Ap — Adlleo < qllp — Plloo

kde || || je ,supremova® metrika v iplném metrickém prostoru C, = Cp([c,d]) a ¢ < 1.
Volbou intervalu [ ¢, d] dostateéné malé délky ve smyslu podminky (2*) jsme tedy dosahli
toho, ze A je kontrakce. Tim jsme ovérili predpoklady Banachovy véty.

Pro pevny bod ¢ operatoru A na prostoru C, ziejmé plati ¢ € Cp a
o) =w+ [ ftp@)d, e (o), (15.16)
Jzo

¢imz je diikaz tvrzeni dokonéen; funkcee ¢ je dokonce z prostoru C*((c, d)), nebot vyhovuje
pfedchézejici integralni rovnici. Banachova véta dava zaroven (lokdlni) jednoznacénost
FeSeni ¢ rovnice (15.15), a tedy i pocatecni tlohy z Véty 15.3.1: pokud by existovala
FeSeni ¢ a 1) pocatecni tlohy, jejichz restrikce na interval [ ¢, d] zvoleny v priibshu dikazu
by byly rizné, fesily by ¢ a 1 rovnici (15.16) a muselo by platit

0 <l =tlloo = [[Ap = Adlloc < qllp = Plloo

s 0 < ¢ < 1, coz vede ke sporu. |
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15.4 Rovnice vyssich radu

Pripad slozitéjsi rovnice
n n—1
y( ) = f(x7y7 y/7"'7y( ))

miuzeme forméalné upravit. Polozime-li
y@) = @), y'@) =), .., y" V@) =yal2),

prejdeme k ekvivalentni tloze feSit soustavu rovnic 1.tadu

yi:y27 yé:y37"'7 y’il:f(x7y17y27"'7yn)'

Bez zjevného zvyseni obtiznosti 1ze vySetfovat soustavu tvaru

yi :fl(%yl:y%---’yn):
yé :fz(%yl:y%---’yn):

y':z = fn(137y17y27. <. 7yn) .

Struénéjsi zapis této soustavy vyuzivad vektorového oznadeni: y' = f(z,y). Vektorova
funkce

y=y" ")
zobrazuje interval [a,b] na realné ose do R™. Funkce f = (', f2,..., ") je definovéna
na oblasti G C R™™! a zobrazuje G do R". Pro funkci g = (¢%,4°%,...,9") na [a,b] se
spojitymi slozkami ¢* definujeme
19 llo = max {sup{| g"(t)|; t € [a,b]}, k=1,...,n}.
Mnozinu v8ech takovych funkci ozna¢ime "C([a,b]); jde tedy vlastné o kartézsky souéin
n prostort C([a,b]). Zformulujme vétu obdobnou pfedchozi véte:

Véta 15.4.1. Necht § > 0 a necht
I = (zo— 26,20 +268) x (y5 — 20,y5 +26) x -+ X (y§ — 28, y5 + 26).
Nechf y = (y*,...,y™) a f = (f*,..., f"). Piedpoklddejme, Ze v rovnici
Y = fla,y) (15.17)

je zobrazeni f spojité v intervalu I. Ddle predpokladame, Ze existuje kladné cislo K
takové, Ze pro viechna (z,y,), (z,y,) € I plati

1 (@ y1) = F(2,95) loo < K lly1 — 2 [0,
takZe f je (stejné) lipschitzovskd vici y pro vSechna x v (xo — 28, xo + 25). Potom

(a) existuje Teseni @ rovnice (15.17) na intervalu (c,d) obsahujicim wzo takové, Ze

plati
w(x0) =vyy, (po slozkdch: ©"(x0) =y, k=1,...,n), (15.18)

tj. Teseni @ vyhovuje predchdzejici pocdtecni podmince;

(b) reseni je urceno lokdIné jednoznacné, tj. kazdd dvé takovd TeSend splyvaji na néja-
kém okoli xg.
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Diikaz predchézejici Véty 15.3.1 lze skoro ,,okopirovat®, je vSak technicky slozitéjsi. Popi-
Seme proto jen strucné jeho hlavni kroky. Z dtvodi snazsiho chapani budeme vektorové
oznadeni nejprve rozepisovat po slozkach. Zvolime vhodné interval [c, d] vyhovujici ob-
dobnym podminkam (1*) a (2) a jako pii dikazu Véty 15.3.1 pfejdeme k ekvivalentni
integralni formulaci tlohy

wk(m):y§+/sz(t7so1(t)7---M"(t))dt7 k=1,...n.

Dale definujeme operdtor A na (metrickém) podprostoru "Cy, ([ ¢, d]) prostoru "C ([ ¢, d])
vsech funkci ¢ vyhovujicich podmince

l¢(@) = Yolleo < Mlz — 0|, =€ led], (p)

a to analogicky jako v pfedchazejicim dikazu, tj.
(Ap)f(z) :=y§ +/x e ot @),...,e"@)dt, zeled], k=1,...,n.
zo
Pii uziti vektorového zapisu ma tvar
Ap(z) =y, + /z Fft,e®)dt, ze€lcd]. (15.19)
z0

Podminka (2%) zarucuje volbu [¢,d] takovou, Ze operator A je kontrakci na prostoru
"Cp ([¢,d]). Analogicky spoéteme, ze pro kazdé z € [¢,d] (misto absolutni hodnoty
stoji nyni nalevo ,maximova“ metrika)

[Ap(z) — Ap(z) o S K (d =)o =¥ lloo < allp =% [loo -
Po tpravé levé strany, podobné jako v dikazu, ktery jsme jiz délali, posléze dostaneme
[Ap — AY[leo < qllp — Y|l

kde je 0 < ¢ < 1. Zbytek je zfejmy.

Jako disledek predchéazejici véty dostaneme vétu pro pocatecni tlohu pro rovnici
n-tého fadu; uzijeme standardniho oznaceni, bézného v teorii obyc¢ejnych diferencidlnich
rovnic, a to i za cenu ztraty pfimé souvislosti s pfedchéazejicim oznacenim.

Véta 15.4.2. Necht § > 0, [0, 90, Y1, .., Yn—1] € R", a necht
I = (x0— 20,20+ 20) X (yo — 28,50 +26) X -+ X (Yn—1 — 20, Yyn—1 + 20) .
Necht ddle je funkce f v rovnici
v = f(@y,y, .,y (15.20)

spojitd v intervalu I C R™! q (stejné) lipschitzovskd pro kaZdé x vzhledem k poslednim
n proménnym. Potom plati:

(a) Euxistuje teSeni ¢ rovnice (15.20) takové, Ze je
pl@o) =m0, @(x0)=y, ..., & (20)=yn1,

tj. toto Teseni vyhovuje pocateéni podmince.
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(b) Jestlize dvé tesent 1, w2 spliiugi obé pocdteéni podminku, shoduji se na néjakém
okol? bodu xg.

Historicka poznamka 15.4.3. Cauchy dokéazal pouze ,slabsi Vétu 15.3.1%, pracoval
totiz se silnéjsim predpokladem spojitosti derivace funkce f podle proménné y. Teprve
pozdéji r. 1876 RUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ (1832 — 1903) oslabil tuto pod-
minku do formy, kterou jsme pouzili v této vété my. Jestlize generujeme posloupnost
postupnych aproximaci ®,4+1 = A(®,), ktera je skryta v dikkazu Banachovy véty o pev-
ném bodu, nazyva se tato posloupnost Picardova posloupnost postupnich aproximaci.
K ditkazu véty ji pouzil CHARLES EMILE PICARD (1856 — 1941) r. 1890. Tento néstroj byl
vSak jiz pouzivan dfive. Picardiav dukaz déle zlepsil r. 1894 ERNST LEONARD LINDELOF
(1870 — 1946). Viz [6], str. 146.

Vznika prirozena otazka, zda existuje né€jaké mazimdlns feSeni, které vyhovuje pod-
mince (15.4). Odpovéd na tuto otazku je kladna. Reseni, jejichZ existenci jsme dokézali,
se totiz ,daji slepit®.

Véta 15.4.4. Necht G C R™"! je oblast a necht funkce f v rovnici

Y = f(a,y), (15.17)
je v G spojitda a lokdlné lipschitzovskd vici y. Potom

(a) ezistuje interval (c,d) obsahugict bod xo a na ném definované mazimding feseni ¢
rovnice (15.17) takové, Ze plati

‘p(xo) =%Yo>»

tj. toto mazimdlni feseni ¢ vyhovuje pocdateéni podmince (15.18);

(b) toto maximdlni fesent je urceno jednoznacné.

Poznamka 15.4.5. NeZ predchazejici vétu dokdzeme, dodejme na vysvétlenou, Ze pred-
pokladame, 7e ke kazdému bodu [z,y] € G C R™"! existuje interval I C G, ktery tento
bod obsahuje a na kterém jsou splnény pro tento bod a I prfedpoklady Véty 15.4.1.
Protoze v takovém bodé se nemiize feSeni ,Stépit*, je tvrzeni intuitivné ziejmé.

Diikaz Véty 15.4.4. Necht ¢ a 1 jsou dvé feSeni (15.17), definovand na intervalech
(c1,d1) a (c2,d2), obsahujicich bod zo, a necht plati ¢(zo) = ¥ (z0) = y,. Oznaéme

(¢,d) :=(c1,d1) N(ca,d2), H:={x € (¢, d); p(x) = (x)}.

Potom z¢ € H, a tedy H # 0. Pouzijeme nyni Vétu 13.4.4, podle které je interval
souvislou mnozinou. Mnozina H je uzaviend v intervalu (c,d), nebot pro posloupnost
bodd z, € H, ., — 2 € (¢, d) plyne ze spojitosti funkci ¢, 1, ze

(¢ =) (@n) = (¢ —¢P)(z7) = 0.

Mnozina H je vSak i oteviend v (¢, d), nebot podle véty o lokdlni jednoznacnosti plyne
z p(x) = P (x) rovnost ¢ = 1 na n&jakém okoli U(x) bodu z. Proto je H = (c,d), a lze
tedy definovat ¢o™ na sjednoceni obou intervalt tak, Ze polozime

*

¢ = na (cr,di), "= na (ca,da).
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Avsak stejnym zpusobem lze definovat maximalni feSeni ¢, .. pomoci mnoziny vsech
feseni {¢,; o € A}, spliujicich podminku ¢, (z0) = y,. Je-li (¢ca,ds) definiéni obor
feSeni ¢, je Zo € (Ca,da). Polozime pro vSechna o € A

<pmax = <pa na (COUdOé);

definice je dle predchozi tvahy korektni, ¢, .. je hledané maximaélni FeSeni, pfiCemz
c:=inf{ca; a € A} a d:=sup{da; a € A}. |

Poznamky 15.4.6. 1. V Piikladu 10.3.3 lze za G z pfedchazejici Véty 15.4.4 volit ob-
lasti G1 := {[z,y]; y > 0} nebo G2 := {[z,y]; y < 0}, nebot to jsou mazimdini oblasti,
v nichz jsou splnény predpoklady Véty 15.4.4. Ctenai by si mél znovu uvédomit, ze de-
finiéni obor (interval) kazdého maximélniho feSeni v G1 zévisi na pocateéni podmince,
tj. bodu [zo,yo ], ktery v G1 zvolime.
2. Je-li G mnozina z Véty 15.4.4, pak by se ¢tenaf mohl domnivat, Ze pro kazdé maximalni
FeSeni ¢ s defini¢nim oborem (c, d) existuje lim,_.q4— () a ze ,graf maximalniho FeSeni
konéi v néjakém bodé hranice G¥. Plati vSak jen mnohem méné: oznacime-li Gr(yp) graf
@, plati
dist(Gr(¢), R*\ G) =0,

tj. graf ¢ ,se neomezené blizi k doplitku R? \ G’ mnoziny G“.

Protoze je napr. [(1/x) sin(l/:c)], = (—1/2%)[(1/z) cos(1/x) + sin(1/z)], m4 rovnice

y' = (—1/:02)[(1/50) cos(1/z) + sin(1/z)]

v G ={[z,y]; z > 0} maximélni FeSeni p(x) = (1/x)sin(1/z), x € (0,00), které se vSak
k doplitku G ,,blizi“ velmi komplikovanym zpisobem.

Jako dusledek Veéty 15.4.4 dostaneme tvrzeni o existenci maximalniho Ffeseni pro
rovnice n-tého fadu.

Dusledek 15.4.7. Necht G C R™"! je oblast, [0, Yo, ..,yn—1] € G, a necht funkce f

V TOUNICE

y ™ = fla,y,y, . y™Y) (15.20)

je v G spojitd a lokdlné lipschitzovskd vici poslednim n proménnym. Potom
(a) ezistuge interval (c,d) obsahugict bod zo a na (c,d) definované mazimdlni vesend

¢ rovnice (15.20) takové, Ze plati

@ (20) = Yo,

e(xo) =yo, ¢'(x0) =91, ..., @
tj. toto mazimadlni Teseni ¢ vyhovuje predchdzejicim pocdtecnim podminkam;

(b) toto mazimdlni feseni ¢ je urceno jednoznacné.

15.5 Linearni diferencialni rovnice

V dalsim se budeme zabyvat linedrni diferencidlni rovnici fadu n. Jeji jednotliva feSeni
budeme odliSovat indexy yi, y2, atd., proto zménime oznaceni piedepsanych hodnot
v pocéateéni podmince. Ctendfi doporucujeme, aby si piipomenul jednoduché tvrzeni
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z Kapitoly 10. Budeme pracovat s pevné zvolenym intervalem (c, d); funkce a1,...,an,b
jsou spojité funkce na (¢, d). VySetfovana rovnice je tvaru (déle v8ak oznaceni proménné
2 budeme vynechavat)

L(y) ==y +ar(@)y™ V4 Fan(@)y=bz), € (cd). (15.21)

Stejné jako v pripadé rovnice prvniho fadu i zde snadno nahlédneme, Ze feSenim rovnice
(15.21) je funkce z prostoru C™ ((c, d)). Terminologie souvisi s tim, 7e levé strana rovnice
(15.21) je linedrni zobrazeni prostoru C(")((c7 d)) do C((c,d)): je z¥ejmé, Ze pro y, y1, Y2
z tohoto prostoru a a € R plati

L(yr +y2) =L(y1) + L(y2) ,
L(ay) =aL(y) .
Kromé rovnice (15.21) budeme je$té uvazovat rovnici
Ly) =y™ +ar(2)y" Y+t an()y =0, (15.22)

coz je pritazend rovnice k (15.21) s nulovou pravou stranou; nékdy se uziva i nazvu
pritazend homogenni rovnice. Nas postup je zalozen stejné jako v pfipadé rovnice 1.7adu
opét na myslence nalézt vSechna feSeni rovnice (15.21) pomoci vSech feSeni rovnice
(15.22).

Funkce a1, ...,an jsou spojité na (c,d) a tedy i lokdlné omezené. Prava strana rov-
nosti
v (@) = b(x) — an(@)y(x) = — ar(2)y" V(@)
uvazovand jako funkce proménnych x, y, ...y("fl), vyhovuje predpokladim Dtsled-

ku 15.4.7: Je-li totiz U(x) okoli bodu z, které lezi i se svym uzavérem v (c,d), pro
vSechna t € U(z) je

[b(t) — an(t)ur — -+ — a1(B)un — (b(t) — an(t)vr — - - — a1(t)vn)| <
<sup{lax(t)|; k=1,2,...,n, t eU(@)}(Jur —v1| + - + |un — vnl) .

Lze dokézat, Ze maximalni FeSeni rovnice (15.21) jsou definovana na intervalu (c,d) a
jsou jednoznacné urcena pocatecnimi podminkami. Poznamenejme, Ze pro rovnici 1. fadu
jsme maximélni feseni jednoduse pfimo spocetli.

Zcela analogicky jako v pripadé rovnice prvniho fadu se dokazi nasledujici jednodu-
ché tvrzeni (dtkazy vynechame):

Lemma 15.5.1. Je-li y1 7eseni rovnice (15.21) na (v,d) a y2 feSenim rovnice (15.22)
na (v,9), pak je soucet y1 + y2 TeSenim rovnice (15.21) na (v, d). Specidlné to plati pro
mazimdlni resent.

Lemma 15.5.2. Jsou-li y1, y2 dvé TeSent rovnice (15.21) na intervalu (v,9), pak je je-
gich rozdil y1 —ya2 TeSenim rovnice (15.22) na (y,0). Specidlné to opét plati pro mazimding
resent.

Véta 15.5.3. Obecné Fesent rovnice (15.21) obdrzime jako soucet jednoho mazimdiniho
TeSent rovnice (15.21) a obecného Tesent rovnice (15.22). Jinak tedeno, je-li y1 mazimdl-
nim tesenim rovnice (15.21), pak pro kazdé mazimdini feSeni y rovnice (15.21) existuje
mazimdlng fesent y2 rovnice (15.22) tak, Ze plati

Yy=y1+Yy2.
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Tvrzeni 15.5.4. Vsechna mazimalniteseni rovnice (15.22) tvori linedrni prostor.

ProtoZe nas tento linearni prostor (podprostor C™((¢,d))) zajima, budeme nejprve
studovat linedrni nezévislost diferencovatelnych funkci.

Definice 15.5.5. Necht y1,...,y, € C" Y ((c,d)). Potom funkci ') definovanou na
(¢, d) predpisem

Y1 (37)7 L) Yn (1})
! !
Y1 (‘T: ’ yn(m)
W[yh.‘.,yn](m) := det : : ’ $6(07d)7
W@, @)
budeme nazyvat podle jejiho objevitele JOZEFA MARIT HONE-WRONSKIHO (1776 — 1853)
Wrorniskiho determinantem funkciya, ..., yn, resp. kratce, avsak nespisovné, wronskidnem

funkei y1,...,Yn.

Tvrzeni 15.5.6. Necht y1,...,yn jsou linedrné zdvislé funkce z C"~Y((c,d)). Potom
W[yl,,yn](fr) =0, z€ (Cvd)v
tj. wronskidn téchto funkci je roven identicky 0.

Dikaz. Pokud jsou funkce y1, ..., yn linedrné zavislé, existuji konstanty ci, ..., cn, které
nejsou vesmeés rovny 0 tak, ze plati

c1y1 + -+ cnyn =0

(jde o rovnost funkei na (¢, d)!). Zderivujeme tuto rovnost (n — 1)-krét, ¢imz dostaneme
pro vSechna z € (c, d)

ayi(z) + -+ cayn(z) = 0,
ayi(z)  + -+ cayn(r) = 0,
. . (15.23)
ay" @)+ o+ e V(@) = 0.
Pro kazdé r ma tato soustava linearnich rovnic s nezndmymi ci, c2, ..., ¢, netriviadlni

feSeni, a to dokonce nezavislé na x. Odtud ale plyne, Ze matice soustavy musi byt sin-
guldrni pro kazdé z € (c,d), a proto plati

W[y17,yn](x):07 l’G(C,d)-
Tim je dikaz dokoncen. O

Pfipominame Ditisledek 15.4.7 (pozor na zménu oznaceni!), z néhoz plyne existence
a jednozna¢nost maximalniho feSeni rovnice (15.22) pro xg € (¢, d) a kazdou pocateéni
podminku tvaru
y(zo) =20, ..., y(nfl)(mo) = Zp_1.

1) Stejné byva nazyvan i determinant v néasledujici rovnosti na pravé strané.
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Zvolime-li nyni postupné napft.

y(@o) =1, y'(z0)=0, ..., y" () =0,
y(0) =0, y'(zo)=1, ..., y" () =0,
: (15.24)

y(z0) =0, y'(z0) =0, ..., y" D) =1,

pak tomuto systému n pocatecnich podminek odpovida n linedrné nezavislych reseni
Y1, - .-, Yn rovnice (15.22), protoze W{yi,...,yn](zo) # 0.

Tvrzeni 15.5.7. Necht y1,...,yn jsou linedrné nezdvislé funkce z C'™((c,d)), které
jsou FeSenimi rovnice (15.22). Potom plati pro viechna x € (c,d)

W[y1,...,yn](x) 7{0

Diikaz. Necht existuje néjaké zo € (c,d) tak, ze
W[y17“' 7y7l] (:CO) =0.

Potom ma soustava (15.23) pro x = xo netrividlni feSeni (ci,. .., ¢, ). Polozme
Yy i=cyrt o+ ol

Z¥ejmé je y*(zo) = 0. Jestlize vSak jsou yi,...,yn FeSeni (15.22), je i y* FeSenim (15.22)
a
Y (w0) =0, () (z0) = 0,...,(y")" V(wo) = 0;

podle véty o jednoznacénosti je y*(z) =0, tj. y* je nulové FeSeni. Je tedy
ayr+---+cenyn =0

a tato rovnost plati vSude v (¢,d). Odtud plyne, ze W[y1,...,yn]| nemlze nabyvat
hodnoty 0 v zddném bodé x € (¢, d), pokud jsou feSeni yi,...,yn nezavisla. O

Poznamka 15.5.8. Neni-li wronskian funkci y1,...,yn 2 C("fl)((c7 d)) identicky roven
0, jsou tyto funkce linedrné nezavislé, coz plyne z jiz diive dokdzaného tvrzeni. Pfedchozi
tvrzeni ukazuje, Ze pro yi,...,yn € C™((c,d)), které jsou fesenimi (15.22), nastava
pravé jedna z moznosti:

1. Wlyi,-..,yn](z) = 0 pro vSechna x € (¢, d), nebo

2. Wly1,-..,yn](z) # 0 pro vSechna z € (¢, d).
Poznamka 15.5.9. Tvrzeni podstatné zavisi na vété o jednoznacnosti: jsou-li y1, ..., yn
pouze (dostatecné hladké) funkce, pro které je wronskidn nulovy, pak neplyne z pod-

minky 1. jejich linearni zavislost. Doporucujeme ¢tenéfi, aby se pokusil nalézt vhodny
ilustrativni priklad.

Tvrzeni 15.5.10. Dimenze prostoru vsSech mazimdlnich TeSeni rovnice n-tého vadu
(15.22) je prdvé n.
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Duikaz. Vime jiz, jak lze napf. pomoci (15.24) nalézt n linedrné nezéavislych maximalnich
FeSeni rovnice (15.22). Nyni dokdzeme, Ze tato Feseni tvoii bazi linedrniho prostoru vsech
maximalnich FeSeni rovnice (15.22): Jestlize je y libovolné feseni rovnice L(y) = 0, pak
zvolme zo € (c,d) a ozna¢ime

Z0 = y(x()) ; R1 = yl(xo) yeeey An—1 1= y(nil) (.'L'()) i

Nyni ze soustavy rovnic

ayi(ze) + -+ cayn(wo) = 20,
ay" ze) + o 4 ey (@) = zna
urcime koeficienty ci, ..., c,. Matice soustavy je totiz zfejmé regularni, takze koeficienty
Ci,...,Cn jsou urCeny jednoznac¢né. Potom je

y() = c1ya(®) + -+ +cayn(z), =€ (c,d),

protoze leva i pravé strana jsou maximélnimi feSenimi (15.22) se shodnymi poc¢ateénimi
podminkami v bodé xo. |

Rovnice (15.22) ma tedy prévé n linedrné nezavislych maximalnich feSeni, kterd tvori
bazi prostoru vSech maximélnich feSeni (15.22); je vhodné si vSak uvédomit, ze pouze
vime, Ze tato feSeni existuji, ale nemame obecné zadnou metodu, jak je spocitat.

Definice 15.5.11. Kazd4 n-tice linedrné nezavislych feSeni rovnice (15.22) definova-
nych na intervalu (7, §) se nazyva fundamentdlni systém tesent rovnice (15.22) na (v, 9).

Ulohu Fesit rovnici (15.22) jsme pfevedli na tlohu nalézt jeji fundamentalni systém
mazimdlnich FeSeni; potom lze kaZdé feseni rovnice (15.22) vyjadFit jako restrikci vhodné
linedrni kombinace funkci z tohoto fundamentalniho systému. Obecné feSeni rovnice
(15.22) je tedy tvaru

y=cyi+ -+ ca¥n,

kde {y1,...,yn } je néjaky fundamentdlni systém maximalnich feSeni rovnice (15.22)
aci,...,cn jsou libovolné (redlné) konstanty.

Pfi hledani obecného Feseni rovnice (15.21) postupujeme analogicky jako v pfipadé
rovnice 1. fadu, podle tvrzeni z Lemmat 15.5.1, 15.5.2 a Véty 15.5.3. Odtud ihned plyne
prakticky navod: Obecné FeSeni rovnice (15.21) je souétem obecného feSeni rovnice
(15.22) a jednoho libovolné zvoleného FeSeni rovnice (15.21); tomuto FeSeni se opét fika
partikuldrni Tesent.

Urceni obecného feseni rovnice (15.22) neni v obecném piipadé lehké. Tak napf. pro
rovnice prvniho fd4du umime tlohu zredukovat na hledédni vhodné primitivni funkce.
Umime-li néjaké partikularni feSeni rovnice (15.21) uhodnout, lze feSeni nékdy prevést
na FeSeni rovnice nizsiho fadu. Nékdy je rovnice (15.22) specidlniho tvaru, a pak ji lze
diky tomu rovnéz vytesit. Tyto metody nebudeme podrobnéji rozebirat a ctenaie, pokud
by se tyto metody chtél nauéit, odkazujeme napt. na [3], [11], [15] a dalsi ucebnice.

Zname-li obecné Feseni rovnice (15.22), existuje metoda, pomoci niz lze uréit po-
tfebné partikularni feSeni rovnice (15.21). Je zobecnénim metody, se kterou se ¢tenafr
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setkal v Poznamce 10.1.13 a kterd je zaloZena na predpokladu, Ze se toto partikularni
feSeni da vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace fundamentalniho systému feSeni s koefi-
cienty, které jsou funkcemsi na (c,d), tj.

y(@) =ca(@)yi(z)+ -+ en(@)yn(z), =€ (¢, d). (15.25)

Historicka poznamka 15.5.12. Tato metoda se objevuje v jednoduché verzi v sou-
vislosti se studiem specilni rovnice 2. fadu poprvé u LEONHARDA EULERA (1707 — 1783)
r. 1739. V obecnéjsi podobé ji pfi systematickém studiu linedrnich diferencialnich rovnic
(s nekonstantnimi koeficienty) pouzil pozdéji JOSEPH LoUIs LAGRANGE (1736 — 1813);
ten se patrné inspiroval starsimi metodami vypoctt v astronomii. Viz [6].

Provedeme nyni nasledujici vypocet: derivujeme y ve tvaru (15.25) a ve vyjadfeni
1y’ polozme soudet ¢lenti obsahujicich i, ..., ), roven 0; pak poé¢itdme 3" a postupujme
obdobné, atd. Klademe vyrazy ve druhé az predposledni rovnici zcela vpravo v zavor-
kéch, obsahujici derivace ci,...,c,, vidy rovny 0, ¢im% dostaneme (n — 1) rovnic pro
neznamé c, ..., c,. Formalni tprava davé dobrou piedstavu o podstaté véci, pro struc-
nost vynechavame proménnou z:

y=ciyir+- -+ cn¥yn,

Y =cavi+- -+ et + (i + -+ )

y' =yl +- +cayn + (i1 + -+ can)
v =y e+ (G ),
y(n) _ C1y§”) 4. _|_Cny51n) + Ciyinil) T +c;y7§"*1),

Upravme predchéazejicich (n + 1) rovnic tak, Zze vyndsobime prvou rovnici funkci an,
druhou rovnici funkci a,—1 atd. Pfedposledni rovnici ndsobime funkci a;. Vsechny takto
ziskané rovnice v¢etné posledni neupravované secteme. Protoze yi, ...,y jsou fesenimi
(15.22), dostavame po snadné upravé s prihlédnutim k (15.21)

L(y) = ca1L(y1) + -+ enL(yn) + "™ + o 4y =0,
Prvych n s¢itanci se zifejmé anuluje; dostaneme tak posledni, tj. n-tou rovnici
Ay 4y = b,

Nalezené soustava

Cllyl + - + Clnyn = 0 5
adyi 4+ -+ = 0,
ay"t + e+ Y = b,
pro neznamé funkce ci,...,c, mé reguldrni matici, proto se problém redukuje na na-

lezeni n primitivnich funkci k n spojitym funkcim, ¢imz ziskdme potfebné partikularni
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feSeni. Podotykame, Ze zde uzivame Cramerovo pravidlo znamé z algebry, pomoci kte-
rého vyjadfujeme ci, ..., c;, ve tvaru podild spojitych funkci (délime wronskidnem fun-
damentélniho systému Feseni).

Popsana metoda se nazyva metoda variace konstant. Jeji aplikace na konkrétni pii-
pady muze byt velmi pracnda, zejména pokud ji provadime ,rucné“.

15.6 Pripad konstantnich koeficientti

Vratme se k problému uréeni fundamentélniho systému feSeni rovnice (15.22). Ve spe-
cidlnim prfipadé, kdy mé rovnice (15.21), resp. (15.22), za koeficienty a1, ...,a, kon-
stantng funkce na (¢, d), mizeme pievést tlohu nalézt fundamentalni systém Feseni rov-
nice (15.22) na ryze algebraickou tlohu. Zdiraznéme, ze nasim cilem je najit pro ptripad
takové rovnice (15.22) s koeficienty as,...,an € R redlné funkce (na R), tvofici funda-
mentalni systém Feseni (15.22).

Predpokladejme, ze rovnice (15.22), tj. L(y) = 0, ma FeSeni tvaru

y(z) = e, (15.26)

a pokusme se nalézt podminky charakterizujici volbu takovych «. Po zderivovani a do-
sazeni do (15.22) obdrzime

L(e*) = e (a" + a1a" " + -+ + a,a’) = 0. (15.27)
Staci tedy nalézt o € R, které je kofenem tzv. charakteristické rovnice pfislusné k (15.22)
P() —a"4+aa” 4+ +a,=0. (15.28)

a mame jedno (realné) feseni tvaru (15.26). Timto zptisobem pfifazujeme operatoru L
charakteristicky polynom P.

Avsak rovnice (15.28) nemusi viibec mit rediné kofeny: Zakladni véta algebry o
existenci kotfene kazdé algebraické rovnice tvaru P(z) = 0, kde P je polynom stupné
st(P) > 1, nam jako disledek dévé pro rovnici stupné n, n > 1, existenci prdvé n
obecné komplexnich kotent, pocitanych vcetné jejich nasobnosti.

Vznikaji pfirozené otazky:
1. Je-li charakteristicka rovnice pfifazend operatoru L z rovnice (15.22) tvaru
P(a) =0, (15.29)
pak jeji vicendsobné kofeny déavaji pouze jedno ,prirozené feseni“; jak lze nalézt
cely fundamentalni systém FeSeni rovnice (15.22)7

2. Co délat s komplexnimi kofeny rovnice (15.29) v pfipadé, ze hledame redlny fun-
damentalni systém (P je polynom s redlnymi koeficienty)?

Vysledky jsou pruhlednéjsi, interpretujeme-li je z hlediska komplexnich funkci redlné
proménné. Jsou-li a,...,a, (obecné komplexni) kofeny (15.29) a jsou-li tyto kofeny
navzajem ruzné, jsou funkce
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FeSenimi (15.22) a jsou navzdjem nezavislé, tj. tvoii fundamentalni systém. Pro jejich
wronskian dostaneme snadnym vypoctem

1 1 1
s s PN
aq Q2 Qp
W[ealz,...,eanz] :e(&lJﬁm‘Fan)z . ’ ’ 7 s
n—1 n—1 n—1
@ Qg y eeey Op

pricemz determinant vpravo je tzv. Vandermonduv determinant; jeho hodnota je rovna
sou¢inu vsech dvojélenti (a; — ar) pro 1 < j < k < n, a je tedy nenulova. Jsou-li tyto
kofeny vesmés realné, ziskame tak fundamentalni systém slozeny z n realnych funkci.

Poznamka 15.6.1. M4&-li charakteristicky polynom P v (15.28) pouze rediné koeficienty
ai,...,an, pak s kazdym kofenem o ma téz kofen « (¢islo komplexné sdruzené). Je-li
totiz P(a) = 0, je také

0=Pla)=a"4+aa" '+ +a,=(@" " +a(@" "+ Fan. (15.30)

Kdyz nékteré kofeny charakteristické rovnice nejsou realné, dostavame feseni rovnice
(15.22), ktera jsou vSak komplexnimi funkcemi redlné proménné. Ta jsou nad R nezavisla.
Je-li @ = B+ i7, jsou FeSeni tvaru

& B
e’ ( “(

cosyx +isinyz), e (cosyx —isinvyzx) .

Piejdeme k jejich vhodnym linedrnim kombinacim, které daji redlnou a imaginarni ¢ast:

e’ cosyz, €*Tsinyx.

7 predchazejici ivahy nebo pfimym vypoctem snadno ovéfime, ze jsou to linedrné ne-
zéavislé funkce: Z rovnosti

B

c1e”” cosyx + coe”

“sinyr =0
dostaneme délenim e%® # 0 a pak zderivovanim a délenim ~ # 0 dvojici rovnic:

cicosyr +cesinyr = 0,

—ci1sinyx + cacosyr =
Tato soustava ma pouze trivialni feSeni ¢; = c2 = 0.

Poznamka 15.6.2. Zbyva vytesit pripad vicendsobnych kofenti. Motivaci ndm bude
avaha: Jsou-li oy # a2 redlnd cisla, kterd jsou kofeny (15.29), je

ajr ea2:v eazx (e(a1*a2)x _ 1)
= x
o1 — as (a1 —a2)z

e

rovnéz feSeni (15.22). Piedstavime-li si, ze dvojnasobny kofen vznika ,splynutim“ dvou
kofenti, miizeme provést experiment: P¥i vy — a2 mé zlomek vpravo ziejmé limitu ze®2”.
To nés vede k domnénce, ze tato funkce je rovnéz fesenim (15.22) a Ze toto FeSeni je
s ostatnimi ,zfejmymi“ linedrné nezavislé. Ovéreni spravnosti domnénky, ke které jsme

N
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Tvrzeni 15.6.3. Jsou-li a1, ..., ar navzdjem rizné kofeny rovnice (15.29) s ndsobnost-
mi Si,...,Sr aje s1 +sa2+---+ s, =n, pak
eoq:v7 xealz7 o xslflealca
eag:r7 xea2x7 o $5271ea2:c7
(15.31)
eakz7 xeak17 o xsTflea,,‘z

tvort fundamentadlni systém fesent (15.22).

Pokud md charakteristicky polynom P redlné koeficienty, lze prechodem k vhodnym li-
nedrnim kombinacim teseni prislusnych komplexné sdruZenym kotenum dosdhnout toho,
Ze vznikly fundamentdlni systém je tvoren pouze redlnymi funkcems.

Pro dtkaz Tvrzeni 15.6.3 je vhodné si pfipravit nékolik jednoduchych lemmat.

Lemma 15.6.4. Necht operdtor v rovnici L(y) = 0 md charakteristickou rovnici
Q(a) =0 s kofenem ap = 0 ndsobnosti s, tj.

Qo) =a" + bia™ 4 bp_sa® =0,
kde bp—s # 0. Pak md rovnice L(y) = 0 linedrné nezdvisld fesent
1, z,...,x

Dikaz. Dosazenim se snadno presvédéime, ze funkce jsou feSenimi rovnice. Stejné snadno
zjistime, ze wronskidn téchto funkei W1, z, ..., 1‘371] # 0; jde totiz o determinant troj-
thelnikové matice, na jejiz hlavni diagondle jsou vesmés nenulové prvky. Proto jsou tato
feSeni linedrné nezavisla. O
Lemma 15.6.5. Necht operdtor v rovnici L(y) = 0 md charakteristickou rovnici

Q(a) = 0 s obecngm kotenem o ndsobnosti s. Potom md rovnice L(y) = 0 Tefent

-1
1.e%7 ge®® .., 2% "e®".

(o3

Dikaz. Hledejme feSeni y rovnice L(y) = 0 ve tvaru souéinu: y(z) = z(z) e*°%; promén-

nou z budeme u funkce 2z pro zestru¢néni zapisu vynechavat. Je

takze po dosazeni dostaneme L(y) = L(ze%°") = e*°*M(z), kde M je linearni di-
ferencialni operator s konstantnimi koeficienty. Najdeme charakteristicky polynom Q1
operatoru M. Z (15.27) dostavame

L(e*) =e""Q(a). (15.32)
Dale plati
e Q1(a) = M(eaz) , tedy Qi(a)=—=
Odtud snadno spocéteme

ax azx ooT (atap)z
Quey = M) M) L) Gfatan),

ear e eaz elatag)z
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z ¢ehoz vyplyva: Méa-li charakteristicky polynom @ kofen o nasobnosti s, mé cha-
rakteristicky polynom (): kofen 0 néasobmnosti s. Podle Lemmatu 15.6.4 jsou funkce
1,z,...,2z° ! feSenimi rovnice M(z) = 0, takze funkce

[eTox 4 [eTok 4
1.7 ze™% ..., x

-1
s—1 a0
jsou FeSenimi rovnice L(y) = 0. a

Tim jsme ziskali ,stavebni prvky* pro systém (15.31). Nyni dokdzeme platnost tvr-
zeni, které je samo o sobé zajimavé, a pomoci kterého jiz dikaz snadno dokonc¢ime.

Lemma 15.6.6. Necht a1, o, ..., ar jsou libovolnd navzdjem riznd (komplezni) cisla.
Jestlize polynomy Hi, Ha, ..., H, vyhovuji rovnict

> e Hy(z) = 0,
k=1

potom jsou Hy identicky nulové polynomy pro vsechna k =1,2,... 7.

Diikaz. Nejprve si povSimneme, ze je-li u € C, u # 0 a H # 0 je polynom stupné m, pak
(" H(z)) = " puH(z) + "* H'(z) = " (H'(z) + uH (x)) = " K (),

kde polynom K ma rovnéz stupen m. Déale postupujeme ,konec¢nou“ indukci vzhledem
k r: Dokazeme, ze vzdy vSechny K a tedy i Hy jsou identicky nulové. Pro r = 1 je
tvrzeni zfejmé, protoze exp nenabyva nikde hodnoty 0, a tak musi platit H; = 0. Dale
ukazeme, ze pokud plati tvrzeni pro r — 1 > 1, plati i pro r: z rovnosti

T r—1
Z e " Hi(z) =0 plyne H.(z)=— Z eler=am) = ()
k=1 k=1

Nyni derivujeme posledni rovnost tolikrat, abychom dostali (poprvé) vlevo identicky
nulovou funkci; obdrzime tak rovnost

r—1
0="> el K (x),
k=1
pricemz stupné kazdych dvou polynomi Hy a Kj jsou pro k = 1,2,...,r — 1 stejné.

Vzhledem k tomu, Ze exponenty v exponencidle jsou vSechny rtzné, je podle indukéniho
predpokladu K =0 a také H, =0prok =1,2,...,r—1. Odtud plyne, ze také H, = 0,
¢imz je tvrzeni lemmatu dokazano. |

Dikaz Tvrzeni 15.6.3. Protoze linedrni kombinace FeSeni ze seznamu (15.31) mé for-
malné tvar kombinace

Z easzk:(x) = 07
k=1

kde Hy je polynom, ktery ma stupen sx—1, k = 1,2,...,r, dostavame odtud, ze funkce
v seznamu (15.31) jsou linedrné nezavislé a tedy (15.31) je popis fundamentalniho sys-
tému FeSeni rovnice (15.22).

Pokud m4 charakteristicky polynom P rovnice L(y) = 0 vSechny koeficienty realné,
postupujeme jako v Poznamce 15.6.1 a z ,,parovych“ komplexnich feSeni vytvotrime reseni
realna. Tim je dikaz Tvrzeni 15.6.3 dokoncen. O
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Piiklad 15.6.7. Pro linearni diferencidlni rovnici 2. ¥adu
Li(y):=vy" -3y +2y=0 (15.33)

mé jeji charakteristické rovnice tvar A2—3A+2 = 0. Jejimi réiznymi kofeny jsou é&isla 1 a 2,
proto je fundamentalni systém FeSen{ tvoFen funkcemi e® a € a jeji obecné Feseni obvykle
zapisujeme ve tvaru y = Cre” + Cae?®, O, C2 € R, coZ je popis prvkil dvojrozmérného
prostoru generovaného funkcemi e* a e2*. Podobné v piipadé dvojnisobného korene
charakteristické rovnice pro rovnici

La(y):==y" =2y +y =0 (15.34)
je tvoren fundamentalni systém Feseni funkcemi e a xe”. Konecné pro rovnici
Ls(y):=vy" +4y' +13y =0, (15.35)

jejiz charakteristické rovnice A% 4+ 4\ + 13 = 0 m4 dvojici komplexné sdrpien}']ch korent
—243i a —2 — 3i, dostaneme jim odpovidajici komplexni funkce el ~2H3)z 5 o(—2-3D)z
Ziejmé je

e(*ZiBi)z 721(

=e cos3x £ isin3z).

Obé komplexni funkce realné proménné maji (az na znaménko) shodnou redlnou a imagi-
néarni ¢ast e 2% cos 3z a e 2% sin 3x; tyto funkce rovnéz tvori fundamentélni systém Feseni
rovnice (15.35). O spravnosti téchto jednoduchych tvrzeni se lze piesvédcit pfimym vy-
poctem.

Existuje ,,jednoduchy trik“, ktery umoziiuje snadno, bez pouziti dalsi integrace, kte-
rou bychom provadéli pfi uziti variace konstant, nalézt partikularni feseni rovnice (15.21)
pro specialni pravé strany. Je vhodné si pamatovat jeho ,komplexni verzi“, ze které
snadno plyne postup v ,redlném ptipadé“. JestliZe je pravd strana b(z) rovnice (15.21)
tvaru

flw)e™,
kde f je polynom stupné r (s kompleznimi koeficienty) a A € C, pak klademe k = 0 pro
pripad P(\) # 0, respektive k =,nasobnost kofenu A charakteristického polynomu P ¢,
a rovnice (15.21)

md partikuldrni vesent tvaru

ZCk g(ZC) e)uc
kde g je polynom (s komplexnimi koeficienty) téhoZ stupné r jako f. Ostatni ptipady
pravych stran typu f(z)cosz, resp. f(z)sinz apod. jsou v tomto pfipadu zahrnuty,
Ctendr si je vSak musi samostatné promyslet. Jelikoz pfi aplikaci metody zarovenn ové-
fujeme, ze predpoklddané feSeni je skuteéné partikuldrnim feSenim (15.21), nebudeme
tento trik nijak teoreticky zduvodiiovat; viz [11], str. 128, [8], str. 52, nebo [15], str. 244.
Praktickou ukazku poskytuje nasledujici priklad.

)

Priklad 15.6.8. Navazeme na predchazejici Ptiklad 15.6.7. ReSme rovnici

Li(y) =y" = 3y' +2y =22 +3. (15.36)
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Koteny piislusné charakteristické rovnice pro (15.33) jsou ¢isla 1 a 2, prava strana (15.36)
mé tvar %% (224 3) a 0 nent kofenem charakteristické rovnice. Protoze 2z + 3 je polynom
stupné 1, hledame partikulérni feseni rovnice (15.36) ve tvaru e°®(az +b) = ax + b, kde
a,b € R. Po zderivovani a dosazeni do (15.36) dostaneme rovnici

0—-3a+2(ax+b)=2x+3,

ze které snadno spo¢teme a = 1, b = 3. Timto zptisobem jsme snadno urcili partikularni
feSeni y1 = = + 3 rovnice (15.36), a proto je jeji obecné FeSeni tvaru

y=Che” + Coe®® + 1+ 3.

Pro rovnici L; (y) = 2%e** je situace nepatrné slozit&jsi, protoze 2 je (jednoduchym) ko-
fenem charakteristické rovnice pro (15.33); v tomto pfipadé hleddme partikuldrni feseni
ve tvaru
2z, 3 2
y1 =e"(ax” + bx” + cx) .

Koneéné pro rovnici Li(y) = e® cos2z uvazime, Ze jeji pravd strana je redlnou Casti
funkce e 2D 4 protoze komplexni ¢islo 1 + 2i neni kofenem charakteristické rovnice
pro (15.33), hleddme v tomto piipadé partikuldrni feseni ve tvaru

y1 = ae” cos 2x + be” sin 2z,

kde a,b € R. Podobné pro rovnici Lz(y) = e”(x +3) hleddme partikularni feseni ve tvaru
y1 = e° (aalc3 + me), protoze cislo 1 je dvojndsobnym korenem charakteristické rovnice
pro (15.34). Kone¢né pro rovnici Lz(y) = x°e™>® sin 3z hleddme partikularni feseni ve
tvaru

y1 = (az® + bz’ + cx) e ** cos 3z + (dz® + fz* + gx)e >

¥ sin 3z,
kde a,b,c,d, f,g € R, protoze komplexni ¢isla —2 + 3i jsou jednoduchymi koreny cha-
rakteristické rovnice pro (15.35).

Poznamenejme, Ze je pak jiz jen zalezitosti pocetni praxe odhadnout, zda je vyhod-
néjsi pouzit variaci konstant nebo ,hadani“ tvaru feseni. Pokud se zbavime nutnosti
hledat primitivni funkce, neznamena to zdaleka, Ze jiny postup je ¢asové méné vyhodny.

Podrobny vyklad metody nalezne ¢tenar napf. v [11], str. 128.

Piiklad 15.6.9. Dostatek praktickych pfikladd na uziti rovnic vyssich fada poskytuje
napf. fyzika. Rovnice

y// + 2ay/ + wzy _ 0
sw > 0 asa=0 jerovnice tzv. harmonického linedrniho oscilatoru. Jejim netrividlnim
obecnym fesenim (cf + ¢3 > 0) jsou funkce

y(t) = c1coswt + casinwt, tER. (15.37)
Polozime-li C' = (¢} + ¢3 )1/2 > 0, pak existuje to € R tak, ze je
y(t) = C'sin(wt + to) .

Cislo C je tzv. amplituda a to fdze. Jestlize je a > 0, pak povaha Feseni rovnice (15.37)
zévisi na vztahu w a a. Refeni popisuji silné tlumené (a > w), kriticky tlumené (a = w)
¢ slabé tlumené (a < w) kmity. Viz napf. [10], str. 76 a nésl. V téchto skriptech nalezne
¢tenar mnoho piiklada aplikaci teorie (obyé¢ejnych) diferencidlnich rovnic.
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15.7 Systémy linearnich diferencialnich rovnic

Budeme se jesté kratce zabyvat systémy diferencidlnich rovnic. V této ¢asti budeme
uzivat jesté hlubsi poznatky z algebry. Nasledujici vyklad ukazuje jejich vyuziti. Ilustra-
tivni piiklad ndm ukéaze, Ze se budeme moci omezit, podobné jako jiz dfive, na systémy
(soustavy) rovnic prvniho fadu.

Priiklad 15.7.1. Mechanickou konfiguraci, v niZ je na pruziné o tuhosti k1 zavéSeno
zavazi o hmotnosti m1, na kterém je na pruziné o tuhosti k2 zavéseno zavazi o hmotnosti
me, popisuje systém

miyy =mig — kiyy + k2(y2 — y1),

"

maysy = mag — ka(y2 — y1).
Predpokladame, ze kromé gravitacni sily neptisobi na systém zadna dalsi vnéjsi sila.
Funkce y1 a y2 popisuji vychylky zavazi od rovnovazného stavu. Pomoci substituce
y1 = (1/m1)ys, ya = (1/m2)ys dostaneme systém prvniho fadu

y1 = (1/ma)ys,

yo = (1/ma2)ya,

ys = mig — kiyr + k2(y2 — 1),
ya = mag — ka(y2 — y1).-

Predesly priklad lze snadno zobecnit: kazdy podobny systém lze analogicky pievést
na systém prvniho fddu. Déle ukdzeme, jak ve specidinich pripadech Fesit systém (sou-
stavu) diferencidlnich rovnic prvniho fadu

yi = f1($7y17y27. <. 7yn)7
!
Yz = f2($7y17y27 ce 7yn) )

y;L = fn(x7y17y27- .- ,yn),

ktery jsme zkracené zapisovali ve tvaru

Yy =7 (z,y),

a pro ktery jsme odvodili ,lokalni“ existencni Vétu 15.4.1. Chceme-li systém prakticky
Tesit, jsou zjednoduseni nutna: omezime se proto na linedrni systémy. Obecné jde totiz
o slozity problém, avsak, stejné jako vysSe, pro specidlni pfipady je k dispozici pomérné
jednoduchd teorie. Budeme se tedy zabyvat systémem

y1(z) = ann(x)y1 + ar2(2)yz + - - - + arn (@) yn + b1 (),

Y2 (x) = az21(x)y1 + azz(2)y2 + - - - + a2n(x) yn + b2(x),

: (15.38)
Yn(T) = an1(2)y1 + an2(T)y2+ -+ + ann(T)yn + bu(x),
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X

ktery budeme zapisovat ,maticové” ve tvaru
Y = A(x)y +b(2);

zde y a b chapeme jako sloupcové n-rozmérné vektory, A je étvercova matice typu n X n,
jejimiz prvky jsou (realné) funkce. Pfitom budeme predpokladat, Ze aji a b; jsou spojité
funkce na otevieném intervalu I C R. V tomto p¥ipadé pro kazdy bod [zo,y°] € T x R™
existuje podle Véty 15.4.4 pravé jedno feSeni ¢ = (p',..., ™) definované na intervalu
I, spliujici podminku ¢(zo) = y°.
Neni prilis prekvapujici, ze budeme uvazovat opét dva systémy rovnic, a to jednak
systém
y = A(z)y + b(z), (15.39)
a pak systém
y =Ax)y. (15.40)
Postupné odvodime tvrzeni, ktera budou obdobna jako v pfipadé linearni diferenci-
alni rovnice n-tého radu.

Lemma 15.7.2. Vsechna teSeni systému (15.40) definovand na tomtéz intervalu tvors
linedrni prostor. Specidlné to plati pro vSechna mazximdlni resend.

Dikaz. Pro fFeSeni y,, y, systému (15.40) a c1, c2 € R zfejmé plati
(c1y; + e2yy) = 1 A(2)y, + 2 A()y, = A(z) (a1, + c29)
coz dokazuje tvrzeni. O

Nyni ukdzeme, ze tento prostor ma dimenzi n. Nejprve budeme fesit dilezitou

otazku, kdy jsou n-rozmérné vektorové funkce g, (z) = (gi(x), g7 (z),..., g1 (x)), = € I,
k=1,...,n, linedrné nezavislé na intervalu I C R. Jsou-li linearné zavislé, pak musi
existovat netrividlni linearni kombinace téchto vektoru s koeficienty ¢ = (017 €2,...,Cn)

tak, ze (vektorova) funkce
Clgl(x) +oeee C”gn(x) = 07

tj. tato kombinace je n-rozmérnym nulovym vektorem v kazdém bodé z € I. K tomu
je nutné, aby determinant matice, jejiz sloupce tvofi vektorové funkce g, (x),...,g,(x),
x € I, byl na I nulovou funkci. Determinant funkéni matice, jejiz sloupce tvoii fun-
kee g,(x),...,9,(z), © € I, ma analogické vlastnosti jako dfive zavedeny Wrdiiskiho
determinant. To ndm bude voditkem pro dalsi postup.

Pomoci Véty 15.4.4 o jednoznac¢nosti najdeme n linedrné nezavislych reseni

Y1 = WY YD) o Yo = Uns Yo Um) s
ktera splituji rovnici (15.40) a pro néjaké xo € I podminku
yu(zo) =€, k=1,...n; (15.41)
vektor e” je standardni soufadnicovy vektor (OLO’ ...y 1,...,0), ktery mé k-tou soufad-

nici rovnou 1, zatimco ostatni jsou rovny 0. ResSeni jsou opravdu linearné nezavisla,
protoze z Y, _, cxy;, = 0 plyne dosazenim o rovnost

Z ey (xo) = Z e =0.
k=1

k=1
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Protoze €*, k = 1,...,n, jsou linedrné nezévislé, plyne odtud ¢; =ca =--- = ¢, = 0.

Lemma 15.7.3. Vsechna mazimdlni feseni systému (15.40) tvori linedrni prostor di-
menze n.

Diikaz. Z predchozi tivahy vyplyvéa, Ze dimenze tohoto prostoru je alesponi n. Je-li y* li-
bovolné feseni systému (15.40), je y* (z0) = h = (h',h%,...,h") ay*(x0) = > r_, hFe.
Pak podle véty o jednoznacnosti je y*(z) = > p_, h*y, (x) pro vsechna z € I. O

Jsou-li funkce g,4,...,g,,, resp. jejich slozky g;-“, g,k =1,2,...,n, funkcemi z C*(I),
je i jejich determinant funkci z Ck(I ). Pfitom je pro linedrné zavislé funkce roven 0
vsude v I. Ukazeme, ze v pfipadé vektorovych funkci y,,y,,...,y,,, které jsou resenimi
systému (15.40), plati alternativa v ,silnéjsi“ podobé: je-li determinant matice (yf)
ruzny od 0 alespon v jednom bodé intervalu I, je nenulovy ve wvsech bodech I. Je-li
totiz nulovy v néjakém bodé zg € I, existuje netrividlni linedrni kombinace takova, ze
1y (xo) + -+ + cny,, (o) = 0. Pak podle véty o jednoznacénosti je

1y (@) + -+ ey, (2) = 0

pro vSechna z € I. Jestlize srovname dosud nalezené poznatky s tim, co jsme odvodili
pro linearni rovnici n-tého fadu, vidime, ze je ucelné i v tomto pfipadé zavést pojem
fundamentdlniho systému tesent.

Definice 15.7.4. Mnozinu kazdych n linedrné nezavislych feseni systému (15.40) na
intervalu (¢, d) nazyvame fundamentdlni systém feseni soustavy (15.40) na (¢, d). Matici,
jejiz sloupce tvori fundamentalni systém maximalnich feSeni soustavy (15.40), nazyvame
fundamentdlni matici soustavy (15.40). Budeme ji znacit Y := Y (z). Je tedy

Yy Y2 - Yn
Y(z):=| . . (15.42)
yroyr . Yn

Dausledek 15.7.5. Determinant fundamentdlni matice systému (15.42) je na I vSude
riuzny od 0.

Oznaéime-li ¢ = (c1,c2, ..., cn) sloupcovy vektor, mizeme zkracené zapisovat obecné
feseni jako maticovy soucin y(z) = Y (z) c. Snadno nahlédneme, Ze i v tomto pfipadé
plati analogickéd tvrzeni jako pro linedrni rovnici n-tého fadu; jejich dikaz by byl jen
opakovanim tuvah, které jsme jiz jednou provadéli a které maji elementarni charakter.
Shrneme tyto poznatky do jediného tvrzeni:

Tvrzeni 15.7.6. Obecné teseni systému (15.40) obdrzime jako mmnoZinu vSech linedr-
nich kombinact fundamentdlniho systému Tesent soustavy (15.40); zdvisi tak na n para-
metrech, kterymi jsou koeficienty této linedrni kombinace. Rozdil kaZdych dvou reseni
systému (15.39) je fesenim (15.40). Proto obecné feseni systému (15.39) obdrZime jako
(mnozinovy) soucet obecného Teseni systému (15.40) a (jednoho) partikuldrniho tesent
systému (15.39).
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Jestlize zname fundamentalni systém FeSeni systému (15.40), miZeme pro urceni
partikularniho feseni systému (15.39) uzit metodu variace konstant. Pii jejim odvozeni
pouzijeme s vyhodou maticovy zapis.

Budeme hledat feseni systému (15.39) ve tvaru

y(z) =Y (z)c(z),

kde sloupcovy vektor ¢(z) je (vektorovou) funkct na intervalu I a Y (z) je fundamentélni
matice systému (15.40), kterd je tedy reguldrni v kazdém bodé = € I a jejiz prvky jsou
spojité funkce na I. Pro toto feSeni dostaneme

)e(@) + Y (2) €' (2) = (Y(2) e(x) = A(2) Y (2) e(x) + b(z).

Y'(z
Protoze Y'(z) = A(x) Y (z), porovnanim vyrazi stojicich vlevo a vpravo vyplyva, Ze
Y(z)c'(z) =b(z), x € I, a tedy

c(z) =Y Y(z)b(x).

Inverzni matice Y~ je regularni v kazdém bodé z € T a jeji prvky jsou spojité funkce na
I; to plyne z vlastnosti Y a ze vzorce pro vypocet prvku inverzni matice. Proto na pravé
strané predchézejici rovnosti stoji spojitd vektorova funkce. Integraci posledni rovnosti
(v mezich zo a x) dostaneme pro kazdé x € I vzorec

c(z) = ce(xo) + /r Y (t)b(t)dt .

Véta 15.7.7. Jestlize jsou maticovd funkce A a vektorovd funkce b spojité na otevieném
intervalu I C R a je-li xog € I, md Cauchyho poldtecni iloha pro systém

y' = A@)y +b@), ylzo)=1y",

pravé jedno feseni na I pro kaidy bod y° € R™. Toto Fesent je popsdno vzorcem
y(x) =Y (@)Y (z0) y° + Y(m)/ Y '(#)b(t)dt, zel. (15.43)

Dukaz. Pro dukaz spravnosti vzorce si sta¢i uvédomit, ze vyraz vpravo je v bodé xo
roven vektoru y°. |

15.8 Systémy rovnic s konstantnimi koeficienty

Zarazeni této ¢asti ma pomeérné ziejmy charakter. V pfedchozi ¢asti jsme poznali, Ze jsme
schopni nalézt metodou variace konstant obecné feseni soustavy linearnich rovnic, pokud
zname jeji fundamentdlnilsystém teseni. Ten vSak obecné nalézt neumime. Ukézeme si
vsak, jak je to mozné v pripadé, ze jde o soustavu linedrnich rovnic s konstantnimi
koeficienty.

V této ¢asti musime vyuzit pomérné hlubokych poznatkt z linearni algebry. Doporu-
Cujeme ¢tenafi, aby si tuto partii pfecetl napf. v [2], kde je vyloZzena pravé jako aplikace
ptislusnych poznatkt z linearni algebry.



460 KAPITOLA 15. Diferencidlni rovnice

Nejprve se seznamime s tzv. eliminacn? metodou. Budeme feSit systém rovnic
") (@) = any' +aiy’ + -+ + arny” +b' (2),
?) (x) = a2y’ + assy” + -+ + azny” + b (2),
(15.44)
(") (2) = amy" + an2y’+ - + anny” + 0" (2),

ve kterém jsou koeficienty aji konstantni a b® jsou spojité (redlné) funkce na intervalu
(¢,d). V maticovém tvaru zapisujeme systémy, se kterymi budeme pracovat, takto:

y =Ay+b, (15.45)

y = Ay. (15.46)

Posledni systém se Casto nazyva autonomni systém linedrnich diferencidalnich rovnic a
uziva se k popisu fyzikalnich nebo technickych problémi, jejichz prvky nejsou zavislé na
Case.

PopiSme nejprve nékteré mozné pristupy k FeSeni systému (15.44). Jsou-li funkce
b e ¢ Y((c,d)), zvolme jednu z rovnic, napi. prvni a zderivujme vyrazy na obou
jejich stranach. Obdrzime rovnici

(¥")"(2) = an(y") +a2(y®) + - +am(y") + () (@),
do které dosadime za (y*)’, (v*), ..., (y™)’ ze systému (15.44). Rovnici upravime na tvar
(") (@) = dary’ + daoy® + -+ + dony” + 5% ().
V dalsim kroku zderivovanim dostaneme
(") (@) = da1(y") + doa(y®) + -+ + d2n(y") + (67) (),

do které opét dosadime za (y'), (v?), ..., (y") ze systému (15.44). ObdrZenou rovnici
upravime na tvar

(y")"(x) = ds1y' + das2y” + -+ + dany” + 6 (2).
Po kone¢né mnoha krocich dostaneme rovnici
") " (@) = dmay' + dn2y® + -+ + duny” +6"(2) .

Ziskali jsme tak soustavu rovnic pro (y'), (y1)”,..., (x")™, ktera je tvaru (v prvni
rovnici (yl)’(:c) = any1 + a12y2 + 4 ay™ + bt (z) jen formalné zménime oznaceni
koeficientit)

") (z) = diy' + dioy® + - + diny" + 6" (),
(yl)ﬂ(w) = dz1y1 + dzzy2 +o A dany" + 52(x) 7

: (15.47)
") (@) = dury’ + du2y®+ - + duny” + 5"(2) .
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7 téchto rovnic postupné vyloudime y2,...,y", a to tak, Ze napf. z prvni rovnice vy-
poéteme y? a dosadime do zbyvajicich rovnic. Dostaneme tak (n — 1) rovnic, které jiz
neobsahuji y2. Tak postupné sniZzujeme pocet rovnic i neznamych, a7 dospé&jeme k jediné
rovnici n-tého fadu pro y'. Vypodéteme jeji obecné feseni (bude obsahovat n konstant
c',...,c"). Pak dosadime do systému (15.47) za (y*), (¥*)",..., ("™ a dopocteme
vy, . y" z algebraického systému n rovnic o n neznamych.

Z popisu metody vidime, Ze je sice pracnd, ale elementarni. Takto hladce vSak ne-
vede vzdy k cili. MiZe se stat, ze nedojdeme az k systému (15.47), ale po mensim poétu
kroktl se na pravé strand viechny neznamé y2,...,y" zrudi. Dostaneme tak pro y' li-
nearni rovnici s konstantnimi koeficienty nizsiho fadu nezli n. Jeji obecné feseni bude
zéviset na méné nezli n konstantich. Pak lze dosadit ' do (15.44) a ze vzniklého sys-
tému vytvorit novou diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty pro y? analogickym
postupem, ktery jsme uzili pro y'. Tato situace miiZe nastat nékolikrat za sebou. Tak se
feseni systému n rovnic mize prevést na feSeni né€kolika linedrnich rovnic s konstantnimi
koeficienty fadid nizsich nez n (soudet jejich Fadu je n); viz napt. [7].

V dalsich odstavcich si pfipomeneme nékolik pojmu z linearni algebry. Doporucujeme
Gtenafi, aby si pfislusnou latku eventualné prostudoval v [2]. Tento text obsahuje totiz
i kapitolu, v niz ¢tenaf nalezne aplikaci teorie na feSeni systému diferencidlnich rovnic
s konstantnimi koeficienty tvaru (15.40).

Definice 15.8.1. Je-li A matice typu n x n, jejimiz prvky jsou realné ¢isla, tj.

aill a1 - an1
ai2 a2 cee Gn2

A - . . . )
A1n a2n - Ann

nazyvame polynom (symbolem E zna¢ime jednotkovou matici typu n X n)

ail — A a1 . anl
a2 a2 — A - an?2
P(\) = det(A — AE) = det
ain azn cee Gpp — A

charakteristickym polynomem matice A?). Jeho kofeny se nazyvaji vlastni ¢isla nebo
vlastni hodnoty matice A, rovnice P()\) = 0 je charakteristickd rovnice pfislusnd k A.
Mnozinu v8ech vlastnich ¢isel matice A nazyvame spektrum matice A a znac¢ime ji o(A).

Piiklad 15.8.2. Matice

1 -1 4
A=(3 2 -1 (15.48)
2 1 -1

2) Pokud se zavadi charakteristicky polynom pomoci matice (AE — A), dostaneme stejné
vysledky; odpovidajici teorie se lisi jen nepodstatné.
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ma charakteristicky polynom

PO)=—(1+N1-A)(2-A)+2+12— 82— N+
=N -31+N =1 -NA-3)A+2)
a jeji spektrum je tedy o(A) = {1, 3, —2}.

Definice 15.8.3. Je-li A vlastni ¢islo matice A, nazyvame kazdy nenulovy vektor v vy-
hovujici rovnici Av = Av vlastnim vektorem matice A prislusngm k vlastnimu cislu .

Poznamka 15.8.4. Vlastni vektory hraji duleZitou roli v mnoha aplikacich. Je-li A
vlastni ¢islo matice A, pro vlastni vektor v pfislusny k A\ je Acv = Acv, takze A
transformuje podprostor generovany v na tentyz podprostor, ktery je proto invariantni.
V predchézejici definici vlastniho vektoru jsme se omezili na nenulové vektory. Pro nulovy
vektor v je Av = Av pro kazdé A € C, coz je nezajimavy pfipad. Na druhé strané
pripoustime, ze jak vlastni Cisla, tak i vlastni vektory mohou byt komplexni. Budeme
pracovat i s komplexnimi funkcemi v roli feSeni, i kdyZ je nasim cilem vyjadfit obecné
feSeni pomoci redlnych funkeci.

Piiklad 15.8.5. Nyni navazeme na P¥iklad 15.8.2. Potom je vlastni vektor®) v; = v,

v = (v17v27v3), matice A odpovidajici vlastnimu ¢islu A1 = 1, netrividlnim feSenim

soustavy (A — 1E) v = 0, neboli soustavy

0 -1 4\ /ot
3 1 -1 2] =o0.
2 1 =2 03

Jejim feSenim obdrzime v = (v',v? v?) = ¢(—1,4,1), c € R, ¢ # 0, coZ je popis viech
vlastnich vektori odpovidajicich vlastnimu ¢islu A1 = 1.

Podobné dospéjeme k vyjadieni vSech vlastnich vektor odpovidajicich vlastnimu
gislu A2 = 3, které jsou tvaru ve = v = (v',v?,0%) = d(1,2,1), d € R, d # 0, a viech
vlastnich vektori, které odpovidaji poslednimu vlastnimu c¢islu A3 = —2 a které jsou
tvaru vz = v = (v', 0%, 03) =e(-1,1,1), e € R, e £ 0.

Je vhodné si nyni ukazat, k c¢emu nam vlastni ¢isla a vlastni vektory budou. Poz-
namenejme, ze u linedrni rovnice n-tého fadu jsme hledali Feseni ve tvaru y(z) = e
a timto obratem jsme prevedli problém na feSeni algebraické rovnice stupné n. Nyni
budeme hledat Feeni ve tvaru (je to vektorova funkce!) y(z) = e** v, kde v je vektor
s konstantnimi slozkami. Dosazenim do vySetfovaného systému dostaneme

Ao =y (z) = Ay(z) = Ae™v,
coz nds privadi ke hledéani ¢isel A a (netrividlnich) vektort v, pro které plati Av = Awv,

a tedy i (A —AE)v = 0. V pfipadé, Ze se ndm podafi takto najit n linedrné nezavislych
feSeni, je tim problém nalezeni obecného feseni systému y’ = Ay vyiesen.

3) P¥i vypoétu by se nam dvoji indexy mohly plést, uzivaime proto zjednodusené oznadeni
a pamatujeme si, Ze pocitame vektor v; prislusny k vlastnimu ¢&islu A\j. Tak postupujeme i pfi
vypoctu dalsich vlastnich vektora.
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Lemma 15.8.6. Nechf vi,va,...,v,, 1 < k < n, jsou nezavislé vlastni vektory, pri-
slusné (ne nutné razngm) vlastnim &islim A1, Az, ..., A\ matice A. Potom
Yy (z) = Moy, yy(z) = vy, ., Yp(z) = Moy,

jsou linedrné nezdvisld resens systému y’' = Ay.

Dikaz. Ovéfme jesté jednou, ze takto dostavame reseni systému: je
A A A A
Y (x) = Mpe™ vy = Mg = e T Avy = Ae Ty = Ay, .

. k p L . S
Polozme j=1¢j¥; = 0. Dosazenim z = 0 do linearni kombinace feSeni y; dostaneme

k k k
_ T — oy —
E c]yj(x)’ = E cjeity; = E cjv; =0.
=0 x=0 X
Jj=1 Jj=1 Jj=1
S ohledem na nezavislost vi,v2,...,vr dostavame ¢1 = ¢c2 = -+ = ¢ = 0 a tedy i
nezavislost feseni y,,¥ys, ..., Y- O

Priiklad 15.8.7. Pro rovnici
0 1 1
y=|10 1|y (15.49)
1 1 0
ma4 rovnice P(\) = A% — 3\ — 2 = 0 kofeny A1,2 = —1 a A3 = 2. Dvojndsobnému kofeni
odpovida soustava rovnic ekvivalentni s jedinou rovnici pro slozky vlastniho vektoru
vt ot 0 = 0,

takze lze volit dva linedrné nezavislé vlastni vektory odpovidajici vlastnimu ¢islu —1,
napt. v1 = (1,—1,0) a v2 = (0,1, —1). Snadno zjistime, Ze k vlastnimu ¢islu Az = 2 lze
zvolit vlastni vektor vz = (1,1,1) a nalézt tak obecné feseni rovnice (15.49) ve tvaru

1 0 1
ylz)=cre " | —1] +cze”” 1] +ese® (1], c,eo,c3 €R, z€R.
0 —1 1

Naproti tomu jiz u jednoduché rovnice

, (31
Yy = _1 1 Y,

jejiz charakteristickd rovnice A> — 4\ + 4 = 0 mé dvojnasobny kofen A2 = 2, exis-
tuje pouze jediny linearné nezavisly vektor odpovidajici tomuto kofeni a ktery ma tvar
v = (¢, —c), ¢ # 0. To signalizuje mozné obtize p¥i vyskytu vicenasobnych vlastnich ¢isel.

Povsimneme si, zZe problém nenastava v pripadé, kdy vlastni ¢isla A\g, Kk =1,...,n,
jsou navzijem rtzna. Plati totiz nasledujici

Tvrzeni 15.8.8. Viastni vektory vi,va, ..., vk, 1 < k < n, prislusné k riznym vlastnim
cislim A1, A2, ..., A\x, matice A jsou linedrné nezdvislé.
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Dikaz. Budeme postupovat indukci. Pro k& = 1 je platnost tvrzeni ziejmé z definice
vlastniho vektoru. Predpokladejme tedy, ze tvrzeni plati pro (kK — 1) a odvodme jeho
platnost pro k. Jestlize pro ci,c2,...,cx € R je

1V 4 cava+ -+ v =0, (15.50)
pak také plati
A(civi+cova+ - +cpvg) =0;
Protoze jsou v; vlastni vektory pfislusné k vlastnim éislim A, j = 1,..., k, plyne odtud
c1 v+ c2love 4+ Apvr =0. (15.51)

Vynésobime rovnici (15.50) ¢islem A, a vzniklou rovnost odec¢teme od (15.51). Dosta-
neme tak vztah

c1( A1 — M) v +ca(Ae — Ap) v+ -+ co—1(Ae—1 — Ag) ve—1 = 0.

Podle indukéniho predpokladu jsou vektory vi,va,...,vr—1 linedrné nezavislé; protoze
jsou vlastni ¢isla A1, A2, ..., Ay navzajem vesmés ruznd, plyne z predchazejici rovnosti
c1=cy =---=cg—1 = 0. Odtud dostavame i ¢, = 0 a tvrzeni je dokazano. O

Priklad 15.8.9. Navazeme na predchazejici Priklad 15.8.5, ve kterém jsme nalezli tvar
vlastnich vektort pfislusnych k jednotlivym vlastnim ¢&islim. Zvolme ¢ = d = e = 1; pak
vektor v1 = (—1,4,1) p¥islusi k A\; = 1, vektor vz = (1,2,1) vlastnimu ¢islu A2 = 3 a
vy = (—1,1,1) vlastnimu ¢islu A3 = —2.

Mame-li tedy fesit soustavu, zapsanou v maticovém tvaru

1 -1 4
y=[3 2 -1]u, (15.52)
2 1 -1

ve kterém matici na pravé strané rovnice jsme vysetfovali v Ptikladech 15.8.5 a 15.8.2,
Ize jeji obecné feSeni zapsat ve tvaru

-1 1 —1
y(x) =c1e” A+ | 2] +c5e ™ 1], ci,c2,c3€R, zeR. (15.53)
1 1 1

K feSeni pocatecni tlohy neni tieba dalsi vyklad, uvedeme proto jen jednoduchy ilustra-
tivni priklad:

Piiklad 15.8.10. Reste rovnici s danou poc¢ateéni podminkou
r (1 4 (2
y = (1 1) O (3) : (15.54)

Snadno zjistime, ze vlastnimu éislu A1 = —1 odpovidé napt. vlastni vektor v1 = (—2,1) a
vlastnimu éislu A2 = 3 odpovid4 nap¥. vlastni vektor v2 = (2, 1). Dosp&jeme tak k rovnici

1o (=2 02 2
we (D (1)=6)
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jejimz feSenim vzhledem k nezndmym c1, ca obdrzime hledané feseni pocatecni tlohy

ylz)=e " (_f) +2€% (f) z €R.

Situace je vSak ponékud slozitéjsi, jestlize méa charakteristicky polynom P obecné
komplexni kofeny. Hledame totiz feseni vyjadiené pomoci realnych funkci. Jsou-li prvky
matice A realna ¢isla, mé i P realné koeficienty. Postupujeme pak analogicky jako v Po-
znamce 15.6.1. Kofeny P, které nejsou realné, se vyskytuji v parech a jsou komplexné
sdruzené. Necht tedy jsou A = 8+ 1y a A = 3 — iy vlastni éisla matice s redlnymi koefi-
cienty A. ProtoZe pro vlastni vektor v pifslusny k A je Av = Av, dostavame rovnosti?)

Av=Av =)v=)\v,

takze v je vlastni vektor prislusny k vlastnimu &islu A Tyto vektory jsou podle Tvr-
zeni 15.8.8 linearné nezavislé. Oznacime-li Rev = v1, Imv = w2, ma rovnice y’ = Ay
nezavisla reseni

Bar(

y,(z) = €”F(cosyz + isinyz)(vy + ivs),

ya(2) =

cosyz — isinyz)(v1 — iva),
a tedy i nezavisla redlnd fesent (1/2)(y, + ys), (1/21)(y; — y2), tj.

el (v1cosyz — v2sinyz), el (v1sinyz + v2 cosyzx) .

Tak muzeme nalézt ke kazdému paru komplexné sdruzenych (rtznych) vlastnich ¢isel
dvojici linearné nezavislych redlnych feseni; pfi vypoctu pak jiz staci k jednomu z kom-
plexné sdruzenych riznych vlastnich ¢isel najit vlastni vektor a ze ziskaného komplexniho
feseni vzit jeho redlnou a imaginarni ¢ast.

Piiklad 15.8.11. Urdete obecné feseni rovnice

!

10
y=1[3 1 —2|uy, (15.55)
2 2 1

Snadno uréime charakteristickou rovnici (1 — A)(A% — 2\ +5) = 0 a jejim feSenim kofeny
A1 =1, A2,3 = 1 £ 2i. Pro A\: snadno spocteme, Ze lze za piislusny vlastni vektor volit
napf. v1 = (2,—-2,3). Pro A2 = 1 4 2i dostaneme

—2i 0 0 vl
3 —2i -2 v? ] =0,
2 2 -2 03

takze za vektor, pfislusny k A2 1ze volit vo = (0,1, —i). Jemu odpovidé komplexni FeSeni

0
y(x) = "7 [ 1] = e"(cos 2z + isin 22)((0,1,0) +i(0,0, 1))

—i

4) Prouzek zde znaéi u vektorii prechod ke komplexné sdruzenym &isliim ,po slozkach.
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a prechodem k jeho realné a imaginarni ¢asti dostaneme dvojici redlnych feSeni

0 0
yy(z) =e" | cos2z | , ys(z) =e” | sin2x
sin 2z —cos 2z

Nyni jiz snadno napiSeme obecné feSeni rovnice (15.55):

2 0 0
y(x)=¢e" |1 | =2 +c2 | cos2z | +c3| sin2z , wT€R, (15.56)
3 sin 2z —cos2x

kde c1, c2, ¢3 jsou redlné konstanty (konstantni funkce).

Maé-1i matice A nésobné vlastni éisla, je situace Casto jesté slozitéjsi: K jednomu
takovému vlastnimu ¢islu se ndm nemusi podafit popsanym postupem najit dostatecny
pocet linearné nezavislych vlastnich vektorid; viz Priklad 15.8.7. Nasledujici postup je
motivovan fesenim jednoduché rovnice ' = ay, kde a € R. Jejim feSenim je kazd4 funkce
y(z) = e*®c s ¢ € R. Vedeni analogii mtiZzeme se pokusit hledat feSeni rovnice y' = Ay
ve tvaru y(z) = e4®v, kde v je libovolny prvek R™. K tomu vsak potiebujeme dalsi

pojmy.
Definice 15.8.12. Je-li B libovolna matice typu n x n, kde n € N, definujeme

B 1 1., 1 4 _ «— B*
k=0
Ptfedchozi definice vyZzaduje komentai: nekoneény soucet matic chdpeme ,,po prv-
cich“, jde tedy o matici, jejimiz prvky jsou soucty fad. Tyto fady konverguji, protoze
pro
B = (bjk )j, k=1,..,n

a takové M € (0,00), ze |bjr| < M pro j, k = 1,...,n, jsou absolutni hodnoty prvka ma-
tice B* odhadnuty pro vSechna k € Ny shora &islem n*~'M*. Odtud plyne konvergence
fady, kterd je prvkem matice e® srovnavacim kritériem; fada, se kterou srovnavame, mé

tvar
oo

nFt MR

k!
k=0

a jeji konvergenci snadno ovérime napt. podilovym kriteriem. Podle definice dostaneme
Az r s — 2" k
=B+ A+ A +"':ZHA : (15.58)
k=0
Povsimnéme si, ze pracujeme s matici, jejiz prvky jsou funkce, které jsou soucty moc-

ninnych fad. Odtud plyne legitimnost nasledujicich tprav.

Derivovanim (matice) e*® podle proménné = dostaneme z (15.58)
2 3
Any/ T g2 gT a8 4T e
(e )—A+22!A +33!A HAT A=

2 3
_ z T A24 % A3 ...) = AeA"
_A(E+1!A+2!A + 5 AT+ ) Aeh” (15.59)
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Odtud vidime, Ze pro libovolny vektor v € R" je y(z) = e%p feSenim systému y’ = A y.
Pro praktické vyuziti tohoto poznatku je vsak nutné umét néjakym jednoduchym zpiiso-
bem uréit matici eA®. Obecné je tézké matici e v konkretnim piipadé uréit, nicméné
ve specialnich pripadech to mozné je. Pro nas problém je dtlezité to, ze vzdy lze urcit
n linedrné nezéavisljch vektorti v tak, ze fada (15.58) lze ve vyjadieni e se&ist. Déle
ukazeme, jak muzeme e4? exaktnd uréit, pokud zname n line4rné nezavislych reseni
rovnice (15.46).

Pro matice, jejichz néasobeni je komutativni, tj. pro néz je AB = BA 5), snadno
obdrzime (vyuzivime stejnomérné konvergence mocninnych fad pro zaménu poradi s¢i-
tani)

@
kS
+
o]
Il
Ie
=)~
N
_|_
o
=
Il
bl
I8
=)~
1=
N
3 >
N—
>
w
T

takze pro né dostaneme

efAz

odtud vyplyva, ze je e® =e? = E, a také rovnost

(eAz)*l — efA:v )

Tak napt. vzorec (15.43) z Véty 15.7.7 pro konstantni matici A nabude pfehlednéjsiho
tvaru .
y(z) = eAET0)y0 +/ ACDp(4) dt . (15.60)
0
Vzhledem k tomu, Ze jiz vime, Ze eA® je feSenim rovnice y’ = Ay, lze uréit e jako
fundamentalni matici Y (z) ze sloupcovych vektora feSeni y,(x), odpovidajicich poca-
te¢nim podminkdm (15.41). Z véty o jednoznacnosti vyplyva, ze tak (ponékud pracné)
dostaneme matici e%. K tomu se jesté vratime. Protoze

A

z, _ (A=AE)xz MEx
& vV =¢e€ e

v
a tpravou vyjadieni e*®v snadno obdrzime

A2g2 A A2?

\Ez . A _ Az
e vf<E—|—FE+TE+---)U*E<1+F+T—Hn)vfe v,
vyplyva odtud ey = e*®e(A=AE)T 4 geho s piihlédnutim k Definici 15.8.12 obdrzime
Ax Az xz :C2 2
ATy = e (E+F(A—AE)+§(A—AE) +~~~>v. (15.61)

Povsimneme si, ze pfi (A — AE)™v = 0 pro né&jaké pevné m € N a v € R" je pak i pro
vSechna | € Ny

(A-—AE)" v =(A-AE)'[(A-AE)"™v] =0.

5) P¥ipominame, %e nasobeni matic obecné nens komutativni.
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Odtud vSak plyne, ze pii (A — AE)™v = 0 pro néjaké m € N je soucet ve vyjad¥eni
(15.61) konecny, tj. ze v rozvoji
m—1

A LI

jsou ¢Eleny, odpovidajici mocnindm (A — AE)* s k € N, k > m, rovny 0.

esz:eM<E+%(A—)\E)+---+

v pfipadé, Ze nasobnost nékterého vlastniho ¢isla A je vétsi, nezli je dimenze prostoru
FeSeni rovnice (A — AE)v = 0. Pak muzeme pracovat s tzv. zobecnéngmi vlastnimi
vektory, kterymi doplnime jiz nalezené nezavislé vlastni vektory na bézi (vlastni vektory
povazujeme zaroveii i za zobecnéné vlastni vektory).

Je-1i A vlastni ¢islo matice A nésobnosti k, ke kterému je tfeba doplnit dalsi zobec-
néné vlastni vektory, budeme postupovat takto: nalezneme nejprve vlastni vektory v,
které jsou linearné nezavislymi feSenimi rovnice

(A=AE)v=0.

Neni-li téchto vektoriu jiz k, budeme hledat vSechny linedrné nezavislé vektory v, pro
které plati (A — AE)?v = 0, ale (A — AE)v # 0. Potom pro kazdy takovy vektor je

ATy = P TATAE)T, A2 (v + %(A . )\E)v)

dalsim FeSenim rovnice (15.46). Analogicky pokrac¢ujeme déle. Z toho vyplyva tento
algoritmus:

1. Nalezneme v8echny vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A. Jestlize ma A celkem
n linedrné nezavislych vlastnich vektorti, ma rovnice 4y’ = Ay odpovidajicich n
linedrné nezavislych Feseni tvaru e*”v. Viimnéte si, ze pak nekone¢nd fada pro
eA=2E)7y ¢ vlastnim &slem A a vlastnim vektorem v obsahuje jediny nenulovy
clen.

2. Predpokladejme, ze A ma celkem r, r < n, linedrné nezavislych vlastnich vektora.
Odtud dostaneme pouze r linedrné nezévislych feseni tvaru e*®v. Vyberme vlastni
¢islo A, pro které je pocet ptislusnych vlastnich vektorti mensi nez jeho nasobnost
a najdeme vsSechny linedrné nezavislé zobecnéné vlastni vektory v takové, zZe je
(A —XE)?>v = 0, ale (A — AE)v # 0. Z nich dostaneme dalsi feSeni rovnice
y' = Ay tvaru

e (v + %(A - )\E)’U) .
To postupné udélame se vsemi odpovidajicimi vlastnimi ¢isly A.

3. Nedostaneme-li tak jiz vSech n potfebnych feseni, hleddme déale pro pfislusna A
vSechny dalsi linedrné nezévislé zobecnéné vlastni vektory v takové, ze sice je
(A — \E)v = 0, avak (A — AE)?v # 0. Pro kazdy takovy vektor je

2
x x x
e (v + F(A —AE)v + E(A — )\E)Zv)

dal$im fesenim rovnice y’' = Ay.
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4. Analogicky postupujeme déale, dokud takto neziskdme ocekavanych n linedrné ne-
zévislych feseni y' = Ay.

Nasledujici ,algebraické“ tvrzeni, které nebudeme dokazovat, ukazuje, ze pravé po-
psany algoritmus vede k nalezeni n linearné nezavislych reseni vysetfované rovnice. Za-
rovenl nam poskytuje i horni odhad poctu kroki, které timto algoritmem musime udélat,
abychom dostali potfebnych n linedrné nezavislych feseni vysetfované rovnice.

Lemma 15.8.13. Necht charakteristicky polynom P pro rovnici y' = Ay md r navzd-
jem ruznych koteni A1, A2, ..., A s ndsobnostmi ki, ke, ..., k., takZe

PO) =c(A =) (A= A2)"2 - (A= A",

kde ¢ # 0 je redlné cislo. Predpoklddejme, e A md pro néjaké j € {1,2,...,7} pouze
l; < kj linedrné nezdvislych vlastnich vektord prislusnych k Aj. Potom ma rovnice
(A — X;E)*v = 0 alespori £; + 1 nezdvisljch Fesend.

Obecnéji, ma-li rovnice (A — \;E)™v = 0 celkem m; < k; nezdvislych teseni, pak
md rovnice (A — \; E)™ v = 0 alespori m; + 1 nezdvislijch resend.

Z Lemmatu 15.8.13 plyne existence takového dj, d; < kj, pro néz ma rovnice
(A= )\;E)%v =0 alespoti k; linedrné nezévisljch feSeni (zobecnénych vlastnich vek-
tord). Tak lze ke kazdému vlastnimu éislu A;, j = 1,2,...,7 nalézt k; linedrné nezavis-
Iych feseni rovnice y' = Ay. Vsechna tato feSeni maji tvar
xdi

@ -1

-1

y(:c):esz(v+%(A_>\E)v+...+ A_/\E)drlv»

Timto zptsobem lze ke k-nasobnému vlastnimu ¢islu A nalézt k linedrné nezévislych
feseni. Dale lze ukazat, ze vSechna takto ziskana ki + ke 4+ - - - 4+ k,» = n TeSeni rovnice
y' = Ay jsou linearné nezavisla.

Za zminku stoji, ze v piipadé hermitovské matice, tj. matice, pro kterou transpono-
vana matice k A je rovna A, jsou vSechna vlastni ¢isla matice A realnd. Specidlné to
plati pro realné symetrické matice. Navic nasobnost kazdého vlastniho ¢isla A\ je rovna
dimenzi prostoru feseni rovnice (A — AE)v = 0, takze takova matice je jednoducha.

Priklady 15.8.14. (1) Vsimneme si jevu, ktery ndm pfi feSeni systémil pisobi obtize.
Jestlize fe$ime systém y’ = Ay s matici

-2 1 -2
1 -2 2|,
1 -1 1
ma charakteristicka rovnice této matice jediny trojnasobny nulovy bod A = —1. Soustava
(A + 1E)v = 0 ma matici s hodnosti 1, a tedy dimenze prostoru Feseni je 2 a je ostie
mensi nez ndsobnost vlastniho ¢isla A = —1. Vlastni vektory v = (v1, v2,v3) vyhovuji

jediné rovnici v1 — v2 + 2v3 = 0; snadno nalezneme dva nezévislé vlastni vektory (1,1, 0)
a (0,2, 1). Ctenaf miize porovnat efektivitu jednotlivych postupt nalezeni fundamentalni
matice.
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(2) Na nasledujicim jednodussim piikladu ukdzeme pouziti metody zobecnénych vlast-
nich vektort a najdeme obecné feSeni systému

W) = 179" + 9y°,
(y*)' = —25y" —13y°.
Charakteristickd rovnice mé tvar
det(A —AE) =X -4 +4=(1—-2)>=0.
Pro vlastni vektory dostaneme rovnici (A — 2E)v = 0, tj. systém
150" + 9? =0,
—25v" —150° = 0.

Staci tedy nalézt feSeni jedné z rovnic (jsou linedrné zavislé): dostaneme tak obecné feseni
v = (v', v?) = (=3¢/5, c) a dosazenim ¢ = 5 dostaneme vlastni vektor v = (-3, 5). Nyni
nalezneme zobecnény vlastni vektor z = (2, 2?) feSenim soustavy

1521 + 92 = -3,
—252' — 152 = 5.

a dostaneme (2!, 2%) = (—(1 4 3d)/5, d), takze pro d = 3 dostaneme z = (-2, 3).
Fundamentalni systém obsahuje feSeni

_ 2z . 2z -3 2z 2z —3r — 2
y(x)=e"v=¢e (5)7 ys(x) =e"(zv+2z)=e (5:c+3)7

takze obecné feseni y = (y',y?) rozepsané po slozkich mé tvar

y' = —3c1e® — (3z + 2) c26”"
' = 5ce’ + (5x + 3) cae® .

Priklad 15.8.15. (viz [3], str. 325) Reste pocateéni problém

2 1 3 1
y=10 2 —-1]uy, y0)=1|(2]. (15.63)
0 0 2 1
Charakteristicky polynom matice
2 1 3
A=10 2 -1
0 0 2

je P(A\) = (2 — \)3, takze jedinym vlastnim &islem matice A nésobnosti 3 je A1 = 2.
1,2

Kazdy vlastni vektor v = (v', v?,v®) matice A p¥isluiny k A; = 2 vyhovuje rovnici
0 1 3\ /o
(A-2Ew=[0 0 —1|(*]|=0.
00 o \
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2

Odtud vyplyva, ze v2 = v = 0 a za v! lze volit libovolné nenulové &islo. Proto

1
Y, (z) =e* 10
0
je jednim netrividlnim Fesenim rovnice y' = Ay. Matice A tak ma jediny linedrné
nezavisly vlastni vektor prislusny k A1 = 2. Hledejme proto Feseni rovnice
01 3\ /01 3 0 0 -1\ /o' 0
(A-2E)*v=|0 0 —1|(0 0 —-1]wv=(0 0 o][|*]=]0
00 o/\0o o0 o0 00 o \* 0

Odtud dostavame v® = 0, pficemz v' a v? lze volit libovolné. Vektor
0
v=|1
0

vyhovuje rovnici (A — 2E)?v = 0 a pfitom (A — 2E)v # 0. Proto

yz(‘r) _ eAac 1 _ e2xe(A72E)m 1 _
0 0
. 0 01 3 0
:e21<E+F(A—2E)> 1| =e*|E+z|0 0 -1 1] =
‘ 0 00 0 0
0 1 T
=% 1|+z(0 = |1
0 0 0

Tak jsme ziskali druhé FeSeni rovnice y’' = Ay, avSak rovnice (A — 2E)2’U = 0 mé pouze
dvé linearné nezavisla feseni; budeme tedy postupovat podle vyse uvedeného algoritmu
dale. Budeme hledat vSechna feSeni rovnice

1

0 0 -1\ /0 1 3 0 0 0\ [v 0
(A-2EPv=|0 0 0|0 0 —-1]v=(0 0 o)[*]=10
000 0

00 0/\0o 0O O 03

Kazdy vektor v € R? je feSenim nalezené rovnice. Jestlize zvolime napf. v = (0,0,1), je
(A —2E)?v # 0. Proto

y3(£C) _ eAac 0 _ eZme(A72E)ac 0 _
1 1
T z2 0
— e (E+ﬁ(A—2E)+§(A—2E)2) ? -
0 3 2 [—1 3z —%a°
_ a2z L _ 2z
=e O|4+x|-1]+— 0 =e —x
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je tieti linedrné nezavislé feSeni. Obecné feSeni rovnice y’ = Ay je popsdno rovnosti

1 T 3z — % z?
yx)=e e [0 ] +e2 1| +es —x ,
0 0 1

kde ci1,c2,c3 € R. Uzitim pocateéni podminky ur¢ime hodnoty ci, c2,c3 dosazenim do
ptredchézejici rovnice a obdrzime tak rovnici

1 1 0 0
2l =c1 |0 ) 4+c2| 1| +e3| 0]
1 0 0 1

jejim YeSenim dostaneme c; = 1, c2 = 2 a c3 = 1. Reseni pocatecni tlohy je tedy tvaru

1+5x—%:c2
y(z) = e** 2—x
1

Je-li fundamentalni matice pro rovnici ¥y’ = Ay klicem k feSeni rovnice, d4 se ode-
kévat, ze znalost feSeni, pfipadné fundamentalni matice, kterou jsme zavedli v Defi-
nici 15.7.4, ndm miiZe pomoci k uréeni matice eA®. K dikazu tvrzeni o jejich souvislosti
budeme potiebovat nékolik jednoduchych lemmat:

Lemma 15.8.16. Matice Y je fundamentdini matici soustavy y' = Ay, prdvé kdyz je
Y'(z) =AY (z) a det(Y(0)) #0.
Dikaz. Necht y,,vy,,...,y, jsou sloupcové vektory matice Y. Ziejmé je

Y'(2) = (y1(2), y2(2), ..., yn(2)), = €R,

a také

AY (z) = (Ay,(z), Ay,(z),..., Ay, (z)), z€R. (15.64)
Vidime, zZe splnéni n rovnic y)(z) = Ay, (z), z € Ra k =1,2,...,n, je ekvivalentni se
splnénim jediné ,maticové“ rovnice Y'(z) = AY (x). Prvni é4st podminky tedy zajis-
tuje, ze sloupce matice Y (z), z € R, jsou tvofeny feSenimi rovnice. Druhd ¢ast zajistuje
jejich nezavislost: podle Disledku 15.7.5 je podminka det (Y(O)) # 0 ekvivalentni s pod-
minkou det (Y(x)) #0, x € R, a tedy i s nezavislosti sloupcti matice Y. O

Lemma 15.8.17. Maticovd funkce e je fundamentdlni matici soustavy popsané rov-
nici y' = Ay.

Dukaz. Tvrzeni popisuje obsah rovnosti (15.59), kterou jsme jiz dokazali. O

Lemma 15.8.18. Necht Y a Y™ jsou fundamentdlni matice soustavy popsané rovnict
y' = Ay. Potom ezistuje konstantni matice C, pro kterou je

Y (z)=Y(@)C, zeR.
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Diikaz. Sloupce y,,Ys,,--.,Yy, matice Y jsou nezavisld feSeni rovnice y' = Ay. Proto
kazdé z feSeni y7,ys,. .., Yy, je linedrni kombinaci
Y; =ciiyy Yy + ot ey, j=1,2,...,n. (15.65)

Necht C je matice (¢1,¢2,...,¢n), kde
Cj1
=1 :1;:
Cjn
pak n rovnic (15.65) je ekvivalentnich maticové rovnici Y*(z) = Y (z) C, = € R, ¢imz

je lemma dokazano. O

Véta 15.8.19. Necht Y = Y (z) je fundamentdlni matice systému popsaného rovnici
y'(z) = Ay(z), x € R. Potom

e =Y (2)Y '(0), z€eR, (15.66)

tj. soucin libovolné fundamentdini matice Y rovnice y' = Ay s matici k ni inverzni
Ax

vycislenou v bodé 0 davd vidy matici e””.
Diikaz. Ozna¢me Y fundamentéalni matici rovnice ' = Ay. Potom existuje podle Lem-
mat 15.8.17 a 15.8.18 konstantni matice C tak, ze je

Dosadme do této rovnosti = 0. Z E = Y (0) C vyplyva, ze C = Y ~*(0), coz jiz dava
dokazovanou rovnost. O

Az

Dalsi metody pro vypocet matice e nalezne ¢tenaf napt. v knize [8]. Ukazeme si

aplikaci dokazaného tvrzeni.

Piiklad 15.8.20. Reste diferencialni rovnici s po¢ateéni podminkou

1 1 -1 0
y=Ay=(-1 2 -1]y, y0)=|1
2 1 4 0

Nejprve urcime charakteristickou rovnici soustavy:

1-Xx 1 -1
PN =] -1 2-Xx -1 |=(A-2*\X-3)=0.

Resenim rovnice
-2 1 -1 vl
-1 -1 -1 v ] =0,
2 -1 1 03
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kterou snadno upravime na ekvivalentni systém dvou nezavislych rovnic
—20 4+ ¥ = =0
3v° 4+ =0
uréime jeden (nezavisly) vlastni vektor v = (v', v, v?) piislusny k vlastnimu &slu A = 3:
v = (2, 1,—-3). Pro dvojnisobné vlastni ¢islo A = 2 dostaneme rovnici

-1 1 -1 vl
-1 0 -1 v ] =0,
2 -1 2 03

ze které ziskdme ekvivalentni systém rovnic

1 2 3
—v 4+ v —0v"=0

— ot —v¥=0
s jedinym dal$im linedrné nezavislym feSenim v = (1, 0, —1). Musime tedy sdhnout
k hledani zobecnéného vlastniho feseni: budeme fesit rovnici
-1 1 -1\ /-1 1 -1 vt -2 0 -2 vt
-1 0 —-1|[-1 0o -1 v ]l=1-1 0 -1 v ] =0.
2 -1 2 2 -1 2/ \® 3 0 3/ \*

S touto rovnici ekvivalentni soustava se redukuje na jedinou linearni rovnici

v +v3:O

s dalsim linedrné nezavislym fesenim v = (1,1, —1). Pfejdeme od nezavislych zobecné-
nych vlastnich vektort k linedrné nezavislym fesenim rovnice y’ = Ay. Dostavame

2 1
y,=e| 1], y,=e*[ 0],
-3 -1
1 0 0 -1 1 -1 1
ys=e |0 1 o) +2z[-1 o0 -1 1| =
0 0 1 2 -1 2 -1
l—-x =z —x 1 1+
= | —2 1 —z 1] =e* 1
2z —x 142z -1 —1—z
Fundamentalni matice ma tvar
2e3:c e2z (1 4 l’) e2z
e3cv 0 e2cv
_3e3x _eZ:C _(1 + m) eZ:c

Vypocteme jeji hodnotu v bodé 0 a k takto vzniklé matici spocteme matici inverzni:
-1 0 -1
2 -1 1
1 1 1
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Dosadime do vzorce (15.66), ¢im# dostaneme e®

formé nekonec¢né rady:

v ,uzavieném tvaru“, tedy nikoli ve

—2e* 4+ (34 x)e®®  2e®™ -2 4 (24 1z)e™
e — _631 + e21 e2cv _e31 + e2cv
3e3" — (3+x)e*™  —xe®® 33 — (2+12)e*

Toho muZeme vyuzit k dofeseni ulohy (srovnejte s prvnim ¢lenem ve vzorci (15.60)):
hledané feseni y vyhovujici dané pocatecni podmince je popsano rovnosti

0 xe®®
y(-’f) — eAz 1 _ e21
0 —ze?®

K tomuto prikladu se jesté jednou vratime; pro srovnani ho spocteme jinou metodou.

Poznamka 15.8.21. ProtoZe jsme prevadéli FeSeni linedrni rovnice n-tého radu na re-
Seni specidlniho systému 1.fadu, lze tusit, Zze mezi obéma problémy je tzka souvislost.
To lze vyuzit i pfi vipoctu fundamentalni matice eA®. Vysledek uvedeme pro informaci
bez dikazu:

Véta 15.8.22. Necht A je matice typu n X n a necht
A+ a N 4t an A an =0
je jeji charakteristickd rovnice. Necht y je Teseni diferencidlni rovnice
vy +ay" V4 a1y Hany =0
splniugict pocatecni podminky
WO =y/(O) ==y V(@) =0, 4" V() = 1.

Potom plati
e = 21 (2)E + za(z) A+ - + 2, (z) A"

kde zy, = zi(x) obdrZime z Teseni y = y(x) transformact

Z1 an-1 Qn-2 ... a1 1 Y
22 pn-2 Qp-3 ... 1 0 Y
Zn 1 0 . 0 0 y("fl)

Staci tedy umét feSit jen rovnice n-tého fadu a znat tuto vétu. U systému rovnic je
situace v pfipadé nasobnych kofend charakteristické rovnice ¢asto komplikovanéjsi nez
u jediné rovnice vyssiho fadu, kde je vysledek relativné jednoduchy.

Pro fesen{ rovnice y' = Ay lze uzit také Jordanova kanonického tvaru matice A. To
je vyhodné vzhledem ke znalostem ziskanym eventualné jiz diive v ramci studia algebry.
Jak bylo jiz zminéno, tato partie je s mnozstvim piikladi zpracovana v [2], omezime se
proto jen na zakladni popis metody, kterd je tam detailné popsana. Poznamenejme, ze
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trochu odlisny tvar Jordanovych bunék (s jednic¢kami ,pod diagonalou®) neni podstatny.
Pfipomenme, Ze dvé ¢tvercové matice A, B se nazyvaji podobné, existuje-li regularni
matice C tak, ze plati

A=C'BC.

Mezi vSemi maticemi podobnymi matici A hraje vyznamnou roli jeji Jordaniv kanonicky
tvar. Pfipomenme, ze ¢tvercova matice tvaru

A1 0 0 0
O x 1 ... 00
00X ... 00
0 0 O Al
0 0 O 0 A

se nazyva Jordanova burika. Diagondlni blokova matice, bloky na jejiz diagondle jsou
Jordanovy buiky, se nazyva Jordanova matice. Je znamo, ze kazda matice s redlnymi
prvky je podobnd jisté Jordanové matici, avSsak nad télesem komplexnich ¢isel. Tato
Jordanova matice je urcena az na poradi Jordanovych bunék na diagonéle jednoznacné.
Zkracené fikame, ze kazda takova matice ma Jordantv kanonicky tvar. Metoda nalezeni
Jordanova kanonického tvaru matice A a piislusné transformacni matice C je soucdésti
latky probirané v zakladnim kursu linearni algebry.

Resime-li rovnici 3y’ = Ay, nalezneme Jordantv kanonicky tvar J matice A spolu
s matici C, pro kterou J = C 1 AC, resp. CJC ! = A. Polozime-li z = C 'y, je pak
rovnost ¥y’ = Ay ekvivalentni s rovnosti

c 'y =ctcicHyy=JCcy,

a tedy s rovnosti 2’ = Jz. Rovnice se tak rozpadne na mensi systémy, které odpovidaji
jednotlivym Jordanovym buiikam. Tyto soustavy jiz snadno fesime. Tak nap¥. Jordanové
burice

A1 0 O
0 X 1 0
0 0 X 1
0 0 0 A
odpovida systém rovnic
zi = Az1 + 22,
25 = Az2 + 23,
Zé = )\ZS + 24 )

/\24 )

N\
N
I

jehoz FeSeni je, jak se snadno presvédéime pfimym vypocétem, tvaru (Fesime zde ,0d-
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zadu®)

Az
z4a = ae”"

z3 = (az + b)e*”,
2

zz:<%—|—balc—&—c)em7
3 2
_ [ax bx A
21—< 5 + 5 +cm+d>e .

Pro obecnou Jordanovu bunku si ¢tenar snadno feSeni predstavi. Tak postupné nalez-
neme FeSeni, odpovidajici vS§em Jordanovym bunkam a sestrojime tak feSeni z. Tim
ovSem TeSeni systému nekonci, musime jesté provést ,zpétnou transformaci“ a prejit tak
od FeSeni systému z’ = Jz k Fefeni systému y’ = Ay. Protoze z = C " ly, je y = Cz.

Priklad 15.8.23. Vratime se nyni k tloze, kterou jsme fesili v Piikladu 15.8.20 a spo¢-
teme matici e4® jinak, pomoci pfevodu na Jordanuv tvar. Pfipomerime, Ze matice A
byla dana ve tvaru

1 1 -1
A=|-1 2 -1
2 -1 4

a ze jsme urcili jeji vlastni ¢isla A\ = 3 s nasobnosti 1 a A = 2 s nasobnosti 2; vlastnimu
¢islu 2 odpovida jediny nezavisly vlastni vektor. Jordantiv tvar J matice A pak je (pofadi
bunék na diagondle si muzeme zvolit, avSak to ovlivni transformacni matici C, kterou
musime uréit %)
2 1 0
J=10 2 0
0 0 3

Tento tvar jsme urcili snadno téz diky rozmeéru matice (viz [3]), potfebujeme vSak jesté
transformaéni matici C a také i C~'. Z rovnice

c11 ci2 cCi13 1 1 -1 2 1 0 c11 ci2 C13
C21 C22 C23 -1 2 —-1)] = 0 2 0 C21 C22 C23
C31 C32 C33 2 —1 4 0 0 3 C31 C32 C33
ur¢ime Gpravami zndmymi z algebry
3 0 2 1 0 -2
c=|11 1], ct=(0 1 -1
1 0 1 -1 0 3
Protoze
X ze¥® 0
e =1 0 e%® 0
0 0 e3®

6) Pokud zname vlastni ¢isla matice, nelze z nich u rozmérnégjsich matic uréit tvar matice
J. Proto je dobré transformacni matici ur¢ovat soubézné s pfevodem na Jordaniv tvar.
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plyne odtud

1 0 -2 e ze® 0 3 0 2
e = 0 1 -1 0 e 0 11 1] =
-1 0 3 0 0 & 1 0 1
—2e* + (3+x)e®®  2e®™ 265 4+ (24 1z)e™
x

_e3x +eZ:c eZ:c _eS:c +e2

3¢3 — (3+x)e*™  —ze®™™ 3% — (24 )™

Ctenéf si mutZze jen stézi udélat obrazek o pracnosti jednotlivych uvedenych postupt
z nékolika malo prikladi, které jsme uvedli. Volba téchto postupt je vzdy podminéna
tim, co TeSitel ulohy lépe ovlad4. Radu fesenych piikladii lze nalézt napi. v [14].

Vyfesili jsme systém y’ = Ay+b(x) pro specialni piipad b(z) = 0 a mame k dispozici
metodu variace konstant, pomoci niz mtizeme fesit systém i v pripadé obecné vektorové
funkce b spojité na intervalu I C R. AvSak tento postup muze byt velmi pracny; v pfipadé
linedrni rovnice n-tého ¥adu jsme pro specidlni tvar ,pravé strany® rovnice b(x) pouzili
¢asto méné pracnou metodu porovnavani koeficienti, kterd navic ,,obchézela“ integraci.
I zde je takovy postup mozny a je analogicky, i kdyz nepatrné slozitéjsi. Plati toto
tvrzeni: Jestlize jsou slozky vektoru b = b(x) polynomy stupné nejvyse r-tého a jestlize
0 je k-nasobnym kotenem charakteristické rovnice matice A, pak existuje partikuldrni
resent systému

y = Ay +b(x), (15.67)

jehoZ slozky jsou polynomy stupné nejvyse (r + k)-tého. Poznamenejme, ze k = 0, pravé
kdyz determinant det(A) matice A neni roven 0. Proti pfipadu jedné linearni rovnice
n-tého radu se mohou ve slozkach feseni vyskytovat s nenulovymi koeficienty i mocniny
stupné mensiho neZ k. Rovnéz neni bez zajimavosti, ze tvrzeni plati i pro ,komplexni
pripad“.

Nebudeme uvadét specialni tvar partikularniho fesSeni pro pfipad, ze slozky vektoru
b obsahuji polynomialni nasobky goniometrickych funkci a zformulujeme vysledek jen
pro ,komplexni piipad“: Necht v rovnici (15.67) je vektor b tvaru b(z) = e**Q. (),
A € C, kde slozky vektoru Q,. jsou (obecné komplezni) polynomy stupné nejvyse r-tého.
Potom existuje feseni y systému (15.67) tvaru

y(@) = e Royi(),

kde R,y je matice, jejimiz proky jsou polynomy stupné nejvyse (r+k)-tého a kde k je
ndsobnost ¢isla X\ jakoZto kotene charakteristického polynomu matice A. Poznamenejme
koneCné na zavér této Casti, ze i v tomto pripadé mizeme vyuzit princip superpozice
k rozkladu b na takové vektory, na které lze aplikovat predchazejici tvrzeni na kazdy
zvI14st.

15.9 Autonomni systémy

V tomto odstavci se budeme kratce zabyvat stabilitou feSeni, avsak pouze pro tzv. au-
tonomni systémy. Jsou to systémy tvaru (15.17), v nichz prava strana nezavisi na pro-
ménné z. I v pripadé, Ze je neumime fesit, existuji moznosti, jak se o chovani jejich
feSeni alespon ve specialnich pfipadech nékteré véci dozvédét.
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Budeme tedy studovat autonomni systém

Yy =71(y). (15.68)

Pro potieby tohoto zavérecného odstavce dale predpokladame, ze vSechna feseni, se
kterymi pracujeme, jsou spojité rozsifena do bodu 0 a jsou to tedy funkce definované na
neomezeném intervalu [0, +00). PopiSme otazky, které nas zajimaji:

(A) Existuje konstantni feSeni, které reprezentuje rovnovdznyg stav systému, tj. takové
y° € R", pro které je y(z) = y° pro viechna z > 07?

(B) Necht y, je feSenim rovnice (15.68) a necht y, je takové feseni (15.68), pro které
je v bodé 0 norma rozdilu ||y, (0) —y5(0)|| ,maléd“. Bude y,(z) také ,blizko“ y, (z) i pro
vsechna x > 07

(C) Pokud feseni (15.68) existuje na néjakém intervalu (0,+o0), jak se chové pro
x — +oo ? Existuje napi. néjaky rovnovazny stav y° tak, Ze pro viechna feSeni y systému
(15.68) je limy— 100 y(z) = y° ?

Otézka (A) neni t&7kd. Ma-li y(z) = y° byt fesenim systému (15.68), pak je y’ = 0,
a tedy: y° je rovnovdingm stavem systému (15.68), prdavé kdyz je

f@’)=o0.

Otéazka (B) je slozitéjsi. Vyzaduje pfedevsim presnéjsi popis problému, ktery posky-
tuje nasledujici definice:

Definice 15.9.1. Rekneme, Ze feseni y* systému (15.68) je stabilni, jestlize ke kazdému
€ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vSechna feSeni y systému (15.68) a vSechna z > 0 plati

(y(0) =y (0)[| <6) = (ly(z) -y (2)[| <e).

Reseni, které neni stabilni, se nazyva nestabilni.

Pro autonomni systém
y' = Ay (15.69)

s konstantni matici A lze dokazat nésledujici vysledky (viz napt. [12]):

Véta 15.9.2. (1) Jsou-li realné édsti vSech vlastnich éisel matice A zdporné, je kazdé
reseni autonomniho systému y' = Ay stabilni.

(2) Md-li alespori jedno vlastni ¢islo matice A kladnou redlnou cdst, je kazdé tesent
systému (15.69) nestabilni.

(3) Necht maji vsechna vlastni ¢isla matice A zdpornou nebo nulovou redlnou ¢dst a
necht \; =1iv;, j = 1,...,m, jsou viechna vlastni ¢isla matice A s nulovou redlnou ¢dsti.
Necht vlastni &isla A\; magi ndsobnost k;, j = 1,...,m. Potom je kaZdé teseni systému
(15.69) stabilni, ma-li matice A pro kazdé j celkem k; linedrné nezdvislych vlastnich
vektoru prislusnych k X;.

Podstatné je, ze existuji metody, jak jednoduse zjistit, ze popsana situace nastava,
aniz je nutno hledat vlastni ¢isla matice A; staci pouze znat jeji charakteristicky poly-
nom. Napft. tzv. Hurwitzovo kritérium umoznuje relativné jednoduse zjistit, zda vSechny
kofeny charakteristického polynomu maji zdporné realné casti.
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Také pro (C) uvedeme jednu potfebnou definici. Otazka (C) je pro Feseni systému
(15.68) slozit&jsi nezli pro systém (15.69), ale definici poddme i pro systém (15.68).

Definice 15.9.3. Budeme fikat, ze feSeni y* systému (15.68) je asymptoticky stabilni,
jestlize je stabilni, tj. ke kazdému € > 0 existuje 6 > 0 tak, Zze pro vSechna FeSeni y
systému (15.68) a vSechna x > 0 plati

(ly(0) =y (0) [ <9) = (ly(z) -y (@) [l <e)
a zdroveri je ||y(z) —y*(z) | — 0 pro z — +oo.

Maji-li v pfipadé systému (15.69) vSechna vlastn{ ¢isla matice A zapornou redlnou
Gast, ,blizi se* zfejmé vSechna FeSeni k 0, tj. plati tvrzeni (viz napt. [12]):

Véta 15.9.4. Resent systému (15.69) je asymptoticky stabilni, prdve kdy# maji viechna
vlastni ¢isla matice A zapornou redlnou édst.

Historické poznamky 15.9.5. V této kapitole jsme pouzili mnoha poznatkt z alge-
bry. K oblasti studia linearnich rovnic polozil zaklady GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ
(1642 — 1727) pracemi z r. 1678 a r. 1693. Metoda FeSeni soustav rovnic o dvou, t¥ech a
GtyFech nezndmych pochazi z r. 1729 od COLINA MACLAURINA (1698 — 1746), byla vsak
publikovana po jeho smrti r. 1748. Svycar GABRIEL CRAMER (1704 — 1752), po ném% se
dnes postup (Cramerovo pravidlo) nazyvé, ho popsal r. 1750.

Vyznamnym algebraikem byl ALEXANDER-THEOPHILE CHARLES AUGUST VANDER-
MONDE (1735 — 1786). Pro prace z oblasti teorie fesitelnosti algebraickych rovnic vyssich
stupiit byva oznacovan jako predchidce NIELSE HENRIKA ABELA (1802 — 1829). Ne-
sporné je vSak tvircem teorie determinanti, ve které mu nalezi fada vysledk.

Obycejné diferencidlni rovnice (ODE) tvoii vyznamnou partii matematiky, kterd je
vzhledem k Cetnym aplikacim velmi dilezita. Velmi podnétné jsou v tomto sméru uceb-
nice [3] a [6]. U vét o existenci a jednoznacnosti jsme se o hlavnich protagonistech vyvoje
jiz kratce zminili. Neprobirali jsme typy rovnic, které lze bez vétsi namahy vyloZzenym
nich resSeni.

Rovnice druhého fadu byly v souvislosti s fyzikalnimi problémy studovany jiz r. 1691.
Studovali je JAcCOB BERNOULLI (1655 — 1705) i JOHANN BERNOULLI (1667 — 1748).
Jednim z takovych problémt byl popis kmitani strun. Zde Johann Bernoulli navazal
na BROOKA TAYLORA (1685 — 1731). Dalsi vysledky v této problematice ziskali Euler
r. 1728 a DANIEL BERNOULLI (1700 — 1782) r. 1733, ktefi dospéli nejen k zakladni frek-
venci kmitani struny, ale i k vyssim harmonickym. Daniel Bernoulli r. 1734 jiz Gspésné
fesil rovnici fadu 4. R. 1739 informoval Euler Johanna Bernoulliho o feseni obecnych
linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Poznamenejme, Ze o stafi poznatki z této
oblasti svéd¢i napt. to, ze pojmy charakteristicky polynom nebo charakteristickd rov-
nice pochazeji patrné jiz od Eulera. Tato etapa vyvoje ODE spocivajici, zhruba feceno,
v hledani obecnych metod integrace rovnic, trvala do r. 1775, pak doslo ve studiu této
problematiky na dlouhou dobu k jistému ttlumu.

V pripadé komplexnich funkci komplezni proménné je feseni diferencidlnich rovnic
rovnéz rozvinutou partii matematické analyzy; poznamenejme alespon to, ze feseni lze
napf. hledat ve tvaru mocninné fady. Témito fadami se budeme jesté jednou zabyvat
v Kapitole 16.
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Priklad, ukazujici moznou nejednoznacnost feseni, jsme uvedli jiz v Kapitole 10.
Tzv. Lipschitzovu podminku zavedl poprvé Lipschitz r. 1864 pfi vysetfovani Fouriero-
vych fad. Poznamenejme konecné, ze jedine¢nym zdrojem poznatkt z oblasti historie
ODE je kniha [6].

Poznamenejme jesté, ze studium problémil, vedoucich na systémy diferencidlnich
rovnic, lze stopovat az k IsAACU NEWTONOVI (1642 — 1727). V tomto sméru tvoril
hlavni objekt studia pohyb vzajemného gravitacniho ptisobeni dvou a vice téles.

Otéazek stability jsme se pouze dotkli, avsak i ony patii ke klasickym partiim teorie
ODE. Jednim z téch, ktefi vyznamné prispéli ke studiu stability, byl rusky matematik
ALEKSANDR MICHAJLOVIC LJAPUNOV (1857 — 1918). Zabyval se praktickym problémem
existence rotujicich elipsoidalnich kapalnych ttvara pfi malych zménéach rychlosti rotace.
Popularné lze ideu stability popsat takto: Rovnovazny stav systému (15.68) je stabilni,
jestlize kazdé fesSeni, které je v case t = 0 ,blizko”“ rovnovazného stavu bude ,blizko“
i v libovolném budoucim okamziku.
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Kapitola 16

Mocninné rady podruhé...

V této kapitole se vracime k mocninnym fadam. Mutze byt castecné chapana jako tvod
do teorie funkci komplexni proménné: Budeme pracovat v C a to, co dokazeme, tvoii
zéklad pro pozdéjsi budovani této teorie, nebof v ni jsou mocninné fady duleZzitym
nepostradatelnym nastrojem.

16.1 Uvod

Pripomenme, ze jsme v Kapitole 8 ukazali, ze mocninna fada o stfedu zp s koeficienty
ak, k € Np, tj. fada

> an(z —20)", (16.1)

ma v komplexni roviné C jednoduché konvergencéni chovani. Je-li R polomér konvergence
fady (16.1), ozna¢me

K(z0,R) ={z;|z— 20| <R}, C(z0,R)={z;|z—20]=R}. (16.2)

Je-li R > 0, fada (16.1) absolutné konverguje pro vSechna z € K(zo, R) a diverguje pro
vSechna z € C\ K(z0, R). Mnozinu K(zo, R) nazgvame kruh konvergence fady (16.1).
V pripadé, ze pro polomér konvergence R plati 0 < R < 0o, nazyvame mnozinu

C(z0,R) ={z; |z — 20| = R}

konvergencéni kruznici fady (16.1). Pro body této kruznice nelze o konvergenci mocninné
fady (16.1) obecné nic Fici. Na rozdil od U(zo,r) := Ur(z0), 7 > 0 (viz Definice 8.2.2),
symboly K(zo,R) a C(z0, R) budeme uzivat jen ve spojeni s polomérem konvergence
mocninné fady. Poznamenejme jesté, ze kazda mocninna fada konverguje ve svém stfedu
B

Pro tuto kapitolu uzavieme zjednodusujici umluvu. Budeme vynechavat meze u su-
macnich znakt v pripadé, ze se s¢itd od 0 do +00; proménna z probiha vzdy podmnoziny
C, kdezto oznaceni pomoci x uzivame v pripadé, ze tato proménna probiha podmnoziny
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R; to by mélo ¢tenafi usnadnit orientaci pri ¢teni textu, zadnou jinou magickou roli to
nema.

V Definici 8.2.2 jsme zavedli limitu, spojitost a derivaci v komplexnim oboru, a to
analogicky jako v R. Pfipomeneme pouze definici derivace f'(z) funkce f v bodé z:

)t L) =)

w—z w—z

)

kde w a z jsou z C. Vysi derivace f”, resp. f®, f®, ... definujeme opét rekurentné,
tj. D = (™Y n e Ny, pFicemz klademe f(© = f.

Poznamka 16.1.1. Vzhledem k tomu, ze nékteré vlastnosti fady (16.1) zaviseji pouze
na koeficientech fady a jeji absolutn{ konvergence nebo divergence v bodé z € C (mimo
téch bodu, které lezi na konvergenéni kruznici) zévisi pouze na vzdalenosti |z — zo|
nebo rozdilu z — 2o, Casto se v dalSim omezime na fady o stfedu zo = 0. Véty budeme
vyslovovat vzdy pro fady v obecném tvaru (16.1), avSak dokazovat je budeme pro pripad
zo = 0, tj. pro fadu

> anz". (16.3)

Tim se zapisy zkrati a forméalné trochu zjednodusi.

16.2 Zakladni vlastnosti

V této Casti na zacatku zminime jiz probrana tvrzeni z Kapitoly 8, ale podstatné je
doplnime a prohloubime. U jiz probranych tvrzeni uvadime stru¢ny dtkaz, ¢asto s vy-
uzitim poznatkid z kapitol obsazenych v tomto dilu. P¥ipomenme nejprve tvrzeni Lem-
matu 8.3.4:

Lemma 16.2.1 (Abel 1826). Necht mocninnd tada (16.1) konverguje v bodé ¢ € C.
Potom (16.1) konverguje absolutné pro kazdé z € C, pro néz plati

|z — 20| <|(—20]. (16.4)

Dikaz. Pro ( = 2o se fada zredukuje na jediny s¢itanec, takze absolutné konverguje;
tento samoziejmy fakt neni obsahem tvrzeni. Necht je tedy ¢ # zo a z € C vyhovuje
odhadu (16.4). Pak existuje 0 < M < oo tak, ze pro vSechna n € Ny plati

n
zZ— 20
¢ — 20

n
z — 20

|an(z = 20)"| = |an(C = 20)"| - 2

Existence M plyne z konvergence fady v (16.1) v bodé& ¢, protoze ¢leny konvergentni
fady tvoii omezenou posloupnost. Pro fadu (16.1) vy¢islenou v bodé z jsme tak nasli
konvergentni majorantu, kterou je geometricka rada. O

Toto tvrzeni je klicem k definici poloméru konvergence mocninné fady a k zakladnim
vlastnostem konvergence fady v kruhu konvergence; Cauchy-Hadamarduv vzorec pro
polomér konvergence mocninné fady, odvozeny pomoci obecného tvaru Cauchyho od-
mocninového kriteria ve Vété 8.4.15, je jistou ,kvalitou navic®.
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Lemma 16.2.2. Rada Y an(z — 20)™ konverguje ve svém kruhu konvergence absolutné
a lokdlné stejnomeérne.

Diikaz. Pripomenme predchozi amluvu, ze se v diikazu automaticky omezujeme na pri-
pad (16.3). Ptipad R = 0 je trividlni, necht tedy je R > 0. Absolutni konvergence
v K(0, R) je dusledkem Lemmatu 16.2.1 a definice poloméru konvergence (Definice 8.3.6).
Je-li 0 < |z] < |z1]| < R, pak lze (konvergentni) fadu ) |an 21| pouzit ve Vét& 14.3.5 jako
majorantni fadu pro ) |anz"|, takZze fada (16.3) konverguje na U(0,|z1]) stejnomérné
podle Weierstrassova M-testu, a tedy lokalné stejnomérné na K(0, R). |

Dusledek 16.2.3. Soucet tady (16.1) je spojitd funkce vjejim kruhu konvergence.

Poznamka 16.2.4. Ve shodés Umluvou 4.1.3 o defini¢nim oboru je — pokud neni feceno
néco jiného — vztahem

f(2) =) an(z—2)" (16.5)
definovéna funkce f : M — C, kde M C C je mazimdlni mnoZina, na niz fada (16.1)

konverguje. Zfejmé plati (zo, R) C M, avsak M muze navic obsahovat i nékteré body
konvergenéni kruznice fady (16.1).

Lemma 16.2.5. Md-li 7ada (16.1) polomér konvergence R € [0,00], maji tyz polomér
konvergence i Tady

n—1 an nt1
nz::lnan(z—zo) a ;n+1(z—zo) . (16.6)
Poznamka 16.2.6. Formalnim derivovanim nebo integraci fady (16.1) ¢len po ¢lenu
vznikaji tedy fady se stejnym polomérem konvergence jako mé fada (16.1). Je tu ale
rozdil: zatimco pro zop = 0 bychom mohli s odvoldnim na Vétu 14.6.5 a rozklad na
redlnou a imagindrni ¢ast psat f'(z) = Y oo, nanz" "', € (=R, R), podobny vzorec
pro f na K(zo, R) budeme muset dokazat.

Dikaz Lemmatu 16.2.5. Tvrzeni dostaneme snadno ze vzorce pro polomér konvergence
z Lemmatu 8.4.15 a z poznatku, ze W — 1 pfi n — +o0. |

Véta 16.2.7. Md-li fada (16.1) polomér konvergence R > 0 a je-li f jeji soucet, pak

pro funkce o

9(z) =3 nan(z —2)"", G(z)=Y (2~ 2)" (16.7)

n+1
n=1 n=0 +

plati g(z) = f'(2) a G'(z) = f(z) pro vdechna z € K(z0, R).

Diikaz. Tvrzeni budeme dokazovat jen pro zg = 0. Pak pro libovolné zvolené z € K(0, R),
r, |zl <r < R,aw € K(0,7), w# z, plati

OO o= S (= ™)
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Vyraz v zavorce budeme odhadovat. Pro n = 1 je roven 0 a pro n > 1 vyrazu, ktery
snadno dostaneme uzitim rozkladového vzorce:

(w”fl +zw" i 4 z”fl) —m oo =
= (wn*1 - z"fl) + z(w”f2 — 2”72) 4o "2 (w—2).
Dalsimi analogickymi Gpravami postupné dospé€jeme k vyrazu
P e 2T (w— 22w 4 2T
+(w—2)2"" 3w+ 2) + (w— 2)2" 2.

(w—2)(w

Po vytknuti (w — z) se vyraz dobfe odhadne, nebot plati |w| < r, |z| < 7, a soudty
exponenti mocnin o zékladech w a z déavaji stale (n — 2). Uzijeme-li jesté vzorec pro
soucet aritmetické posloupnosti 1+ 2+ -+ (n — 1), dostaneme

f(w) = f(2)

= nn—1) ,_»
_ < lw — L M=) 2 16.8
O CIEITRE ) L= (16.8

n=2

Protoze k fadé vpravo existuje majorantni fada 3 (n?/r?)|an|r", kterd s ohledem na to,
ze

lim sup((n?/r?)|an|r™)"™ = rlimsup(|a.|)"/" =r- (1/R) < 1,
konverguje ), je limita vyrazu v (16.8) vlevo pro w — z rovna 0. Plati tedy rovnost
J'(2) = g(2) pro vechna z € K(z0, R). Odtud plyne uzitim jiz dokdzané ¢asti tvrzeni na
f a G misto g a f i jeho zbytek. O

Dusledek 16.2.8. Je-li f(z) = an(z — 20)" a Tada vpravo md polomér konvergence
R > 0, pak md f v K(z0,R) derivace viech 7ddi, lze je vechny vyjddrit mocninnymi
radami a plati

F®(z) = Z nn—1)---(n—k+1)an(z—2)""", 2€K(20,R).

Dusledek 16.2.9. Za stejnijch predpokladi jako v Dusledku 16.2.8 plati
Klaw = f%(20), k=0,1,2,...,
a koeficienty a, jsou tedy ve vyjddient f v (16.5) jednoznacéné urdeny.

Poznamka 16.2.10. Typickym prikladem vyuziti pfedchazejici véty je jednoduché od-
vozeni vzorce pro rozvoj funkce arkustangens v mocninnou fadu o stfedu zo = 0, se
kterym jsme se setkali jiz v prvnim dilu tohoto textu v P¥ikladu 8.3.14. Pro z € (—1,1)
(a dokonce i pro z € C, |z| < 1) plati

e 2n-+1

x
arctgx = Z(—l)” ,
= 2n+1

(16.9)

coz jsme odvodili rozvinutim derivace arkustangenty v mocninnou radu a integraci této
fady ,Clen po Clenu“.

1) Uzivame konvence o nekoneénu z Lemmatu 8.4.15, tj. pro R = +oco klademe r/R = 0.
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16.3 Tayloruv rozvoj souc¢tu mocninné rady

Lemma 16.3.1. Necht {axi}, k,1 € No, je dvojnd posloupnost komplexnich cisel. Pla-

ti-li
akl Z Z akl -

0 k=0 1=0

> law| < oo, potom je >

k=0 1=0 1=0

]2

ol
Il

Diikaz. Pro nazornost si budeme predstavovat situaci ,maticové“. Zvolme prostou po-
sloupnost realnych éisel {z,}§°, n — ¥y, Tn # y, a definujme posloupnost funkci na
metrickém prostoru M := {zn; n € No} U {y} s eukleidovskou metrikou jako ,castec¢né
soucty po fadcich“: Hodnota fi v bodé z, je n-tym CasteCnym souctem prvnich ¢lent
v k-tém radku, tj.

fr(zn) = Z akr, fr(y) = Z aki - (16.10)
1=0 1=0

Polozme f(x) =Y 1o, fr(x), x € M. Protoze plati

oo

A=) law| 2 |fu(@)], z€M,

1=0

a Y A < oo, Fada Y fi konverguje podle Weierstrassovy Véty 14.3.5 stejnomérné na
M X funkci f. Déle plati fi(zn) — fx(y) pro n — oo, takze fi jsou spojité v y vzhledem
k M. Podle Véty 14.6.2, aplikované na posloupnost ¢asteénych soucétt fady > fx, plati
rovnéz f(xn) — f(y) pro n — oo. Podle definice z (16.10) a s ohledem na dokazanou
stejnomérnou konvergenci na M je

DD aw =Y fily) = f) = lim f(ea) = lim Y fien) =
k=0

n—o0 n—oo
k=0 1=0 —0 —
oo n n oo oo oo
= lim E E ap; = lim E E ag; = E E akl;
n—o0 n—o0
k=0 1=0 1=0 k=0 1=0 k=0

v ptredposledni rovnosti vyuzivame moznosti scitat konvergentni fady ,,Clen po ¢lenu“.
Tim je tvrzeni, kterému se nékdy rika velkd véta o zdméné, dokazano. |

Véta 16.3.2. Necht f(z) = an(z—20)", Tada vpravo md polomér konvergence R > 0
a necht wo € K(z0, R), wo # z0. Potom pro viechna z € C, pro néZ je

|z—wo| < R—|wo— 20|, (16.11)
plati
o~ £ (wo) n
f(2) :z:;)T (z —wo)™. (16.12)

Dikaz. Dikaz staci provést pro zo = 0. Pfipomenme si Priklad 7.4.28 a vztah binomické
véty a binomického rozvoje: pro n € N jsou binomické koeficienty rovny nule pro k£ > n.
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Pro vsechna uvazovana z plati

i i’ an (Z)wgfk(z - wO)k‘ = i i Ianl(z> lwo|™ |z — wol* =

oo
=Y lan - (2 = wo| + [wo])" < o0

n=0

Konvergence posledni fady je zaru¢ena piedpokladem (16.11). Pouzijeme Lemma 16.3.1
a dostaneme

Zan ((z = wo) + wo)" i L(i() gik(z_wo)k):

n=0 n=0 k=0

(S (7)o e =

k=0 n=k

poznamenejme, Ze jsme v souctech pridali a pak opét vypustili ¢leny, které jsou vesmeés
rovny 0. Formule (16.12) plyne z Véty 16.2.7 o derivovani, podle niz dostavame

F®(2) Znn—l (n—k+1)a,z" —(k!)~2an(2)z”k
n=k n==k

O

Poznamka 16.3.3. Véta iikd, ze fada (16.12) musi konvergovat alespoi pro ta z, kterd
vyhovuji (16.11); miZe vsak konvergovat i pro dalsi z, kterd tuto podminku nespliiuji.
Jinak Feceno, jeji polomér konvergence mtze byt vétsi nez R — |wo — zo|. Toho se vyuziva
k rozSitovani f metodou tzv. analytického pokracovdini. Za zdiraznéni stoji fakt, ze
funkce f, uréena jako soucet fady (16.5), ma v kruhu konvergence derivace viech Tddi,
je tedy z tiidy C(OO)(IC(sz)). D4 se dokazat i to, ze je-li G C C oblast a na ni je
definovédna komplexni funkce f takova, Ze existuje f’(z) pro vSechna z € G 2), pak
rovnéz plati f € C(oo)(G). Pritom je funkce f v okoli kazdého bodu w € G rovna svému
Taylorovu rozvoji v bodé w, coz je mocninnd fada o stfedu w a poloméru konvergence
R, pro ktery plati R > dist(w,CQ).

Pro operace, které s mocninnymi radami délame, je dtlezita nasledujici véta o jed-
noznacnosti.

Véta 16.3.4. Necht R > 0, fady > an(z — 20)" a D> bn(z — 20)" konverguji v kruhu
K(z0, R) a necht M je mnoZina viech z € K(zo, R) takouvych, pro néz plati

Zanz—zo Zb z—20)". (16.13)

Je-li M’ mnoZina vech hromadngch bodi M a M' N K(z0, R) # 0, plati an, = b, pro
vSechna n € Ng a rovnost (16.13) plati vsude v K(zo0, R).

2) Funkce s touto vlastnosti se nazyvaji holomorfni funkce v G.
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Dikaz. Polozme ¢, = an — bn, n € Ny, a definujme
F(2) = calz —20)".

Potom zfejmé plati f(z) = 0 pro vsSechna z € M. Mnozina M’ je dale podle Tvr-
zeni 12.4.37 uzaviena, takze N = M’ N K(z0, R) je podle Lemmatu 13.3.2 uzaviena
v K(z0, R); podle pfedpokladii je N # () a ze spojitosti f plyne, Ze f se anuluje i na N.
Dokazeme-li, ze N je zaroveri oteviena v K(zo, R), pak vzhledem k souvislosti K(zo, R)
dostaneme N = K(zo, R) a zaroveii téz f(z) = 0 na K(z0, R). Pak vsak je i f*)(2) =0
pro vSechna k € Ny a z € K(z0, R). Odtud plyne ¢, = 0 pro vSechna n € Np.

Zbyvéa proto dokéazat otevienost IN. Podle pfedchozi véty plati

f(2) = dn(z—wo)", 2z€K(wo,R— |wo— 2, (16.14)

kde wo je libovolné zvoleny bod N; fada (16.14) konverguje pro v8echna z, pro néz je
|z —wo| < R—|wo — zo| a pro taz z nastava (16.13). Pokud je d, = 0 pro v8echna n € N,
je f(z) =01 v okoli wo a dukaz je hotov.

Déle postupujeme sporem. Predpokladejme, ze existuje index m € Ny tak, ze dm # 0
a ozna¢me k nejmens? index m s touto vlastnosti. Definujme g(2) := >_7° di+1(z —wo)".
Pak vsak plati

F(2) = (2= wo)* > diyi(z — wo)' = (2 — wo)*g(2).

=0

Rada, definujici funkci g, konverguje alespoii pro vSechna z, |z — wo| < R — |wo — 20|
Je v8ak (z — wo) # 0 vSude kromé z = wo a také g(wo) = di # 0; ze spojitosti funkce
g plyne existence prstencového okoli P(wg) bodu wo, na némz je g(z) # 0. Proto je i
f(2) # 0 na P(wo), coZ je spor, nebot wo neni izolovany, ale hromadny bod mnoziny M.
Spor ukazuje, ze d,, = 0 pro vSechna n € Np, a proto se funkce f anuluje v okoli wo, coz
jsme méli dokazat. O

Poznamka 16.3.5. Konverguje-li fada > an(z — 20)" absolutné v bodé ¢, snadno na-
hlédneme pomoci M-testu, ze pak je jeji soucet f spojita funkce na mnoziné

{25 1z = 20l <1¢ = 20}
specidlné to plati i v pfipadé, ze bod ¢ lezi na konvergen¢ni kruznici C(zo, R). Ze stej-
nomérné konvergence na mnoziné {z; |z — zo| < |¢ — 20|} plyne spojitost souétu, a tedy

1 F(2) =3 an(C—20)" = f(0).

im
z—(, 2€K(20,R)

Plati vSak tato rovnost za predpokladu, ze ¢ € C(z0,R) a Y an({ — 20)" pouze kon-
verguje, avSak nikoli absolutné? NIELS HENRIK ABEL (1802 — 1829) dokdzal r. 1826,
ze odpovéd na tuto otdzku je kladnd, pokud se ,blizime k ( specidlnim zpisobem®.
Konverguje-li totiz mocninné fada v bodé ¢ lezicim na konvergenéni kruznici C(zo, R),
je tato konvergence vzhledem k tsecce spojujici ¢ se stfedem kruznice zp stejnomérna a
soucet fady (16.1) je vzhledem k této useéce spojity. Nyni se této problematice budeme
vénovat.
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16.4 Abelova véta a s¢itatelnost

Diikaz nasledujiciho dtlezitého tvrzeni lze zalozit na Vété 14.7.2, my ho vsak provedeme
nezavisle na této vété primo.

Véta 16.4.1 (Abel 1826). Necht ( # zo a fada Y an(¢ — 20)" konverguje. Oznacme
f(z) = Z an(z — 20)".

Potom plati
im f(z0 +2(¢ = 20)) = f(0) -

Dukaz plyne z nasledujiciho lemmatu. Zvolime-li v ném b, = an(¢ — 20)", je ziejmé, zZe
fada > b, konverguje, pravé kdyz konverguje > an(¢ — 20)" a

Fzo+ (¢ = 20)) = 3 an(@(C — 20))" = 3 bua™
Staci tedy predchézejici tvrzeni dokazat pro specialni pfipad.
Véta 16.4.2 (Abel 1826). Necht > b, konverguje. PoloZme
fl@)=> bz, z€(-11).
Potom je limz—1— f(z) = bn.

Diikaz. Polozme sy = bo + b1 + -+ + bg, k € Ng, s_1 = 0. Potom (srovnej s Abelovou
parcidlni sumaci z Lemmatu 8.5.2)

k k k-1
Z bpx" = Z(sn — Sp_1)x" = spx® 4+ (1—-2) Z Snx’ .
n=0 n=0 n=0

Pro kazdé z, |z| < 1, provedme limitni pfechod pro k — co. Protoze |sn| je konvergentni
a tedy i omezend posloupnost, je
k =)
fl@) = lim Y bpa" =(1-2)Y suz”, z€(-1,1). (16.15)

k—oo
n=0 n=0

Je-li s =limp oo Sn = ) by a € > 0, pak lze nalézt m € N tak, ze je |s — sn| < €/2 pro
v8echna n > m. Ze znalosti o geometrické radé dostavame

(l—x)ixnzl, z € (—-1,1).

n=0
Protoze limgz—1_(1 — ) > |sn — s| = 0, existuje takové 6 > 0, Ze pro vSechna z,
1 -6 <z <1, dostaneme odhad
oo m
@) =l = | =2) Y (sn = )" S (L =2) D [su — sl Jal " + /2 < e,
n=0 n=0

ze kterého jiz vyplyva tvrzeni. O
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Priiklad 16.4.3. V Poznamce 16.2.10 jsme pro arkustangentu pfipomnéli tvar Maclau-
rinova rozvoje (16.9). Dosadme do néj = 1. Dostaneme Leibnizovu fadu (jeji konver-
gence je diisledkem Leibnizova kriteria pro fady se stfidavymi znaménky)

n

o~ (=1
;271—4—1

Ze spojitosti funkce arctg na R a z Abelovy véty dostaneme rovnosti

2n+1"

N

% = arctg(1) = (16.16)

Il
<)

n

O tomto velmi starém vysledku jsme se zminili jiz v Kapitole 3 v Pfikladu 3.3.2.

16.5 Cauchyho soucin rad

Ve velmi pfirozenych situacich se setkdvame s problémem néasobeni fad. Tak nap¥. v Pii-
kladu 16.5.7 lze uréit rozvoj funkci cos® a sin? podle definice, ale pokud bychom uméli
najit fadu pro soucin sinu a kosinu, mohli bychom postupovat rychleji. Vénujme se tedy
problému néasobeni fad.

Nasobime-li konecné soucty, ziejmeé je

m n n m

(ia;&)(ébz) :ZZakbl:k Zakbl‘

k=1 =1 k=1

Zkoumame-li analogickou situaci pro ¢iselné fady, vynofi se pred nami rfada otazek. Jiz
samotna definice soucinu 7ad neni jednoduchym problémem: pro 7ady by mélo patrné
formalné platit cosi jako

(Zak><2bl>: S b (16.17)

[k,l]€ NgxNg

kde na pravé strané by se mélo n&jak séitat ,pres vSechny uspofddané dvojice [k, 1] ¢isel
z No X Ng a, samoziejmé, pres zadnou dvakrat“. Pokud obé fady budou konvergentni a
> akr =a, Y, b = b, bylo by zddouci, aby symbol vpravo byl interpretovatelny také jako
fada o souCtu rovném ab.

K cili vede vice cest: Problém definice souc¢inu fad spociva v ,souctu pres spocetnou
mnozinu®, tj. v definici symbolu
> aa (16.18)

acA
pro spocetnou, ne nutné uspofddanou, mnozinu A. My se spokojime s cestou, ktera je
nejstarsi.
Ta vede pfes praci s pfirozenym usporadanim dvojic v symbolu na pravé strané
(16.17) do posloupnosti tak, aby vznikla ,,obyGejna fada“.
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Budeme pracovat s pojmem tzv. Cauchyho soucinu tad. Jeho motivace souvisi s moc-
ninnymi fadami. Pokud budeme zachézet s mocninnymi fadami jako s polynomy ,ne-
kone¢né velkého stupné“, pak

(a0 + a1z + azx® + -+ )(bo + brx + baa® + -+ ) =
= ((aobo) + (aob1 + a1bo) x + (aobz + aiby + azbo) 2?4 ).

Tato pfedstava vede pfirozenym zptisobem k néasledujici definici (odpovidé pfedchézejici
rovnosti pro x = 1).

R
0/0/0/0/0
0/0/0/0/0
0/0/0/0/0

Obr. 16. 1.

Definice 16.5.1. Pro fady > ax a > b; je jejich Cauchyho soucinem fada > c,, kde

n

Cn = Z arbp—r = aobp + a1bn—1 + a2bp—2 + -+ anbo .
k=0

Poznamka 16.5.2. Piedstavime-li si souéiny ay b;, k,l = 0,1, ..., usporadané v ,neko-
necné matici“, odpovidaji ¢leny Cauchyho soucinu sou¢tim ,na diagonaldch® ¢tverco-
vych submatic typu n X n. Tomu odpovida jedno z pfirozenych usporddani dvojic [k, 1]
do posloupnosti, popsané zobrazenim v : Ng — Ny x Np, kde

{u(n)} = {[0,0], [0,1], [1,0], [0,2], [1,1], [2,0], ...}, ne€No,

Jiné takové usporadani (,,po étvercich®) popisuje zobrazeni v : No — No x Ny, kde
{v(n)} = {[0,0], [0,1], [1,1], [1,0], [0,2], [1,2], [2,2], [2,1], [2,0], ...}, n€No.
Obé tato usporadani schematicky znazornuje Obr. 1; levé schéma znazornuje usporadani
»po diagonalach“, pravé ,po ¢tvercich“. Pomohou nam snadno chapat odhady v nasle-

dujicim tvrzeni.

Tvrzeni 16.5.3. Cauchyho soucin absolutné konvergentnich tad je absolutné konver-
gentni Tada.
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Diikaz. Stadi dokazat, ze Cauchyho souéin konvergentnich fad Y ax, Y b; s nezdpornymi
¢leny konverguje. Budeme tedy odhadovat ¢asteéné soucty Cauchyho soucinu shora.
Oznacime-li po fadé jejich castecné soucty sn, tn a jejich soucty s, t, plati pro vSechny
Gastené soucty Cauchyho soudinu Y ¢i téchto fad odhad

n n k n n
ch zzzalbkfl < Zzakbl = sntn < st,

k=0 k=0 1=0 k=0 1=0
z néhoz jiz tvrzeni vyplyva. O

Véta 16.5.4. Necht tady Y ak, Y bi konverguji absolutné. Potom pro jejich soucty plati

Sen= (Y a)(Xn);

zde Y ¢ znadi soucet tady, kterd je Cauchyho soucinem tad Y ar, Y by.

Dikaz. Pokud konverguji obé fady absolutné, konverguji absolutné i rady, vzniklé uspo-
rfadanim clend ay b, ktera odpovidaji zobrazenim u, v z Poznamky 16.5.2. Jedna z druhé
vznika prerovnanim, maji tedy podle Véty 3.4.6 stejné soucty. Jestlize postupné ozna-
¢ime s, = Y1 _ Gk, tn = Y-, b1, pak pro hodnoty koneéného souctu st plati ziejmé
podle tvrzeni o posloupnostech
docr=lim Y N arhi= lm smtm = st,

0

k=0 I=
z Cehoz plyne zbytek tvrzeni. O

Priklad 16.5.5. Pouzijeme-li vzorec (7.26) z Kapitoly 7, snadno dostaneme pomoci
nasobeni fad rozvoj

oo

7(1—1:0)2 =1+2c0+32> +42° + - =Y (n+1)2",  we(-1,1); (16.19)

n=0

snéze ho oviem odvodime derivovanim rozvoje funkce (1 — x)~'. V obou piipadech
mame zaruceno, ze polomér konvergence vzniklé fady je alespon 1. Podobné dostaneme
napf. pro funkei f(z) = (z* — 32 +2)"" proxz € (-1,1)

11 1 _

J@) =51 —21=ap 2 fAte+a®+ )1+ 2/24 (2/2) + ) =
a1 (2° 20 42! 2042t +2° — (2" —1)
1 0 1 2 n

n=0

Piiklad 16.5.6. Ponékud slozit&jsi vyuziti véty o nésobeni fad vede k jinému dukazu
tvrzeni o binomickém rozvoji (Pfiklad 7.4.28). Podejme struény navod dukazu: oznac¢me



494 KAPITOLA 16. Mocninné fady podruhé

Potom pro vSechna z, |z| < 1, podle Véty 16.5.4 plati

S-S0 SO0 (0 ()

n=0

Dale 1ze pomérné elementarné dokazat vzorec

(@) ()62 == ()E)-(07)

Odtud dostaneme pro pevné zvolené z € (—1, 1) rovnost

fa(@) - fo(x) = fars(x).
Stejné jako prfi vySetfovani exponencialni funkce pomoci funkcionélnich rovnic dosta-
neme fo(z) = (f1(2)), a tedy fa(z) = (1 + z)®. Timto ponékud struéné popsanym
postupem se lze vyhnout pomérné namahavé praci se zbytkem, kterou jsme museli ab-
solvovat v Prikladu 7.4.28. Viz téz [7], str. 209.

Piiklad 16.5.7. Vratime se jesté k otdzce platnosti nékterych vzorcl pro goniometrické
funkce v komplexnim oboru a k vyuziti Véty 16.3.4 o jednoznacnosti. Dokazeme, Ze pro
vSechna z € C plati vzorec
cos2z = cos® z —sin® z.

Funkce cos a sin jsou vyjadfeny v C mocninnymi fadami o stfedu 0, které konverguji
absolutné na C. Protoze Fady pro cos? z a sin? z o stfedu 0 také konverguji absolutné pro
vSechna z € C, jsou v predchézejici rovnosti na obou strandch funkce, vyjadiené vsude
v C mocninnou fadou. Z realné analyzy vime, ze vzorec plati pro vSechna z € C tvaru
[2,0], z € R, a mnozina vSech t&chto bodi mé v C nekone¢né mnoho hromadnijch bodu
(zddny bod z [x,0] neni izolovany). Rovnost plati pro vSechna z € C.

Pro konvergentni rady, pokud nekonverguji absolutné, se situace dramaticky méni.
Jak se ukazuje, Cauchyho soucin konvergentnich fad nemus? byt konvergentni rada.

Priklad 16.5.8. Polozme

ak:bk:(—l)k k € Np.

N

Potom pro ¢leny ¢, Cauchyho souéinu snadno dostaneme

_ 1 n+1
enl = | (=)™ ‘z -1,
[enl ‘( ) kzz()\/k+1\/n—k+1 Vn+1lyn+1

takze neni splnéna nutnd podminka pro konvergenci ¢, — 0 a fada > ¢, diverguje.

Ukazuje se, ze v této situaci existuje zpisob, jak pracovat i s divergentnimi radams.
Jiz v Kapitole 2 jsme v Lemmatu 2.4.22 dokézali pro konvergentni posloupnost {zx}
realnych c¢isel implikaci

To+ 1+ -+ Tk )

—x ).
k+1

Ta je zédkladem jednoduché a Géinné scitaci metody: z posloupnosti ¢asteénych soudtu

{sn} Fady > ar vytvofime posloupnost postupnych priamért ¢lent a pak nalezneme jeji

limitu. Tato limita mize existovat i v ptipadé, ze soucet fady neni definovan.

(z — x) = <yk =
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16.6 Scitaci metody

V této Casti se sezndmime se dvéma zakladnimi sc¢itacimi metodami, nebudeme vsak
tuto obsahlou partii hloubéji rozvijet. Jedna z metod tizce souvisi s mocninnymi fadami,
druhé pfinesla historicky prvni vyznamnéjsi vysledek, souvisejici s nasobenim fad. Obé
metody jsou regularni: To znamenad, ze pro konvergentni fady déavaji ,normalni“ soucet
fady. Jsou pritom jednoduché, uzitecné a lze jimi ,secist* i nékteré divergentni rady.

Definice 16.6.1 (Cesarova séitaci metoda). Pro fadu Y ar komplexnich éisel po-

lozme s, := Z:o ak, n € Np, a definujme

s S0+ S1F -+ Sn
©-> ax = lim e : (16.20)
pokud existuje (v C) limita na pravé strané rovnosti. Jeji hodnotu nazyvame cesarovsky
soucet (téz (C)-soucet) Fady Y ak.

Priklad 16.6.2 (duleZity). Pfipomenime znovu Lemma 2.4.22, které v pravé zavedené
terminologii fikd: Konverguje-li fada Y an k soudtu s, je jeji cesarovsky soucet rovnéz
s. Vidime tedy, Ze popsana scitaci metoda je regularni. Doporucujeme ctenari, aby si
zminéné lemma znovu pifipomnél a aby si téz precetl Historické poznamky 2.4.24 a 3.4.9.
Pro divergentni fadu 3 (—1) plati s,, = (14 (—=1)*)/2 a dale je
So+ -+ 82,  n+1 S0+ +Soamyp1 n+1
n+1  2n+1’ PMTT ont2  2nt2”

jednim vzorcem muzeme y, popsat takto:
_et)+ 0+ ED/2 1 (A4 (D)
Yn = 2(n + 1) T2 4t 1)

Protoze pro n — +00 je yn — 1/2, plati (C)>(—~1)* = 1/2.

Yon = n € No;

Nyni ukdzeme, jak ndm Cesarova sc¢itaci metoda miize pomoci pii praci se souc¢inem rad.
Lemma 16.6.3. Necht {z.}, {yn} jsou konvergenini posloupnosti. Oznacéme jejich li-
mity © := lim, oo Tpn, ¥ := limy— 00 Yn. Potom pro

ToYn + T1Yn—1 + -+ TnYo
n+1 ’

Up = neN,

je limp— oo vy = xy.

Dikaz. Oznacme z, = ©, — x. Potom z, — 0. Déle je zfejmé, ze existuje K € R tak, ze
lyn| < K pro vsechna n € N. Protoze pro n — oo je

Z0Yn + 21Yn—1 4+ 2ayo | o 20l 4+ |2l
n+1 - n-+1

— 0,

dostavame s dalsim pfihlédnutim k Lemmatu 2.4.22 (pozor, nyni pracujeme s jinym
indexovanim!)

:myo+y1+-~~+yn +20yn+zlyn71+"'+zny0

Un n+1 n+1

— XY,

¢imz je tvrzeni dokéazano. O
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Véta 16.6.4 (Cesaro 1890). Necht > ar = a a Y. bx = b jsou konvergentni vady
a necht > ¢, je jejich Cauchyho soucin. Potom plati

(C)-Z cn =ab.

Poznamka 16.6.5 (dulezita). Predchazejici véta fika jingmi slovy to, ze Cauchyho
soucin dvou konvergentnich rad je vzdy scitatelny Cesarovou metodou aritmetickych
primért (prvniho ¥ddu) ke ,spravné“ hodnoté. Zaroven odtud plyne, ze pokud > ¢,
navic konverguje, pak konverguje k ocekdvané ,spravné“ hodnoté ab.

Dikaz Vety 16.6.4. Pii upravach budeme postupovat podobné jako jsme postupovali pii
dikazu Lemmatu 16.6.3; budeme uzivat i analogické znac¢eni. Ozna¢me s, = ZZ:O ak,
tn =Y p_o bk. PoloZme

k
Zcz = vk = Sobr + s1bg—1 + -+ + sibo,
1=0

z ¢ehoz tpravou snadno obdrzime
vo +v1 + -+ U = Sotn + S1tn—1+ -+ suto. (16.21)

Nyni délime vyrazy na obou strandch rovnosti (16.21) ¢islem (n + 1) a uvazime, Ze pro
posloupnosti ¢aste¢nych souctt plati podle Lemmatu 16.6.3

Vo+v1+- -+ Un )
— —ab),

(sn = a, thn = b) = ( o

¢imz je véta o cesarovské scitatelnosti Cauchyho soucinu dokazana. O

Poznamka 16.6.6. Uvazime-li pfipad fady > (—1)"z", pak plati

1 n_n
:1+:C:Z(_1)x7 l’e(—l,l),

f(@)

alimita lim,_.1— f(z) existuje (a je rovna 1/2). To nas spolu s Vétou 16.4.2 vede k definici
Abelovy séitact metody.

Definice 16.6.7 (Abelova séitaci metoda). Necht fada > a,z™ s komplexnimi ko-
eficienty konverguje v intervalu (—1,1) a pro jeji soucet f(z) existuje limg—1— f(z) v C.
Potom definujeme

(A)—Zan = lim f(x).

r—1—

Takto definované &islo se nazyva abelovsky soucet (téz (A)-soulet) fady > an.

Poznamka 16.6.8. Z Véty 16.4.2 vyplyva, ze pokud Y a, konverguje, je jeji soudet
shodny s jejim abelovskym souctem, takze Abelova séitaci metoda je regularni. Abe-
lovsky soucet je vSak pfifazen opét i nékterym divergentnim faddm, Poznédmka 16.6.6
ukazuje, ze (A)> (—1)" =1/2.

Nekdy sc¢itame &iselné fady takto: dokdZzeme, Ze Y. a, je konvergentni a urcime
jeji cesarovsky nebo abelovsky soucet s; pak samoziejmé i pro ,,obycejny* soucet plati

dSan =s.
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Tak napi. protoze fada 5.2 (—=1)""!/n = > (—1)"/(n+1) podle Leibnizova kritéria

n=1
konverguje,

2 LE3

_ z (_1)n n
log(l+z)==x 5 + 3 Zn—&—lx

alim,_1_ log(l+x) = log 2, dostdvame jinym zptisobem nez v Kapitole 7 v (7.25) soucet
alternujici fady pro log 2.

Jiz jsme ukéazali uzitecnost Cesarovy scitaci metody pro s¢itani Cauchyho soucinu
dvou konvergentnich, ale ne absolutné konvergentnich fad (viz Véta 16.6.4). Také Abe-
lova metoda dava obdobny vysledek, ktery nyni dokazeme.

Véta 16.6.9 (Abel 1826). Necht Y an =a, Y b, = b jsou konvergentni fady (obecné
s kompleznimi éleny) a necht fada Y, cn je jejich Cauchyho soucin. Potom plati

(A e =ab.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze obé fady konverguji, maji mocninné fady Y anz™, Y bpz™
polomér konvergence alespoii 1, a pro z € (0, 1) 1ze definovat funkce

f(z) = Z anz", g(z) == Z bz .

Obé fady konverguji pro tato x absolutné a pro h(z) := f(z)g(x) dostdvame

h(z) = Z cnz™

kde fada vpravo ma za koeficienty ¢leny Cauchyho soucinu obou fad. Podle Abelovy
véty (Véta 16.4.2) plati pro z — 1—

f(x) —=a, g(x)—0b, atedy h(z)— ab.
Je tedy (A)>_ cn = abd. a
Poznamka 16.6.10. Konverguje-li fada Y ¢, je nalezeny abelovsky soudet roven vzhle-
dem k regularité metody ,,obyéejnému® souctu fady > c,. Ctenéi by si mél uvédomit, ze
by dokonce stacilo, aby obé fady byly pouze abelovsky konvergentni. Neni vylouceno, ze

tento fakt poslouzil jako inspirace k dalsim vysledktim o divergentnich fadach (viz His-
torickd poznamka 16.6.13). Plati tedy dokonce pro fady > an a Y by a jejich Cauchyho

soudin ) c¢n
(O3 an) (O3 ) = (A e,

jakmile jsou fady vlevo abelovsky scitatelné.
Mame-li k dispozici dvé sc¢itaci metody, je pfirozené se ptat, zda poskytuji shodné
vysledky, nebo zda je néktera z nich ,silnéjsi“. Ukazme si to na piikladu Cesarovy a

Abelovy scitaci metody.

Véta 16.6.11 (Frobenius). Necht (C)> . ar = s*. Potom také (A)Y_ ar = s*.
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Duikaz. Pti dtikazu Abelovy Véty 16.4.2 jsme odvodili rovnost (16.15); ta pro ¢astecné
sou¢ty >.;_,ar = sn dava po prepsani

Zak b =(1- m)Zsk z* . (16.22)

(Nyni mtzeme nabidnout i alternativni postup odvozeni pomoci nésobeni fad: Je

T Lt = (L) (L art) = L',

coz davé (16.22) pro x € (—1,1), nebot pro vSechna x z tohoto intervalu konverguji obé
nasobené fady absolutné.) Oznaéime-li dale

L _sotsite s,
" n+1 ’

dostaneme nasobenim fad a jednoduchou tpravou podobné

1 . 1
(1—2)2 Zakx -1

a tedy pro z € (—1,1)

F=> (k4 1okt

darat =(1-2)?> (k+1)oxa”. (16.23)

Pro ar = 1, k € No, dostavame rovnost 1 = (1 — )3 (k + 1) z*, = € (—1,1); jejim
vynasobenim ¢islem s* a odectenim od (16.23) obdrzime

darat —sT=1-2)"> (k+1)(ox—s")a", xe(-1,1).
Nyni jiz sledujeme postup, ktery jsme uzili pfi dikazu Abelovy Véty 16.4.2: Protoze
plati | o) — s* | — 0, existuje pro kazdé € > 0 takové m € N, ze pro vSechna z € (0, 1) je

oo

1-2)°> (k+1)]ox—s 2" <

k=m

N ™

Déle je limy—1- (1—2)* > 7" ((k+1) |0k — s |2 = 0, lze tedy nalézt § > 0 tak, Ze pro
vSechna = € (1 — ¢, 1) plati odhad

‘Zakxk—s’ 1—x22k—|—1|0k—s||x| —|— <e,
k=0

coz jiz dava dokazované tvrzeni. |

Poznamka 16.6.12. Kazdou cesarovsky séitatelnou fadu (obecné ne nutné konver-
gentni!) 1ze abelovsky se¢ist ke stejnému souétu. Bez diikazu uvedeme, ze Abelova s¢itaci
metoda je silnéjsi v nasledujicim smyslu: Existuji fady, které jsou abelovsky scitatelné,
avSak nikoli cesarovsky séitatelné; viz napf. [10].
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Poznamky 16.6.13 (ke séitacim metodam). Podivejme se na séitaci metody v Sir-
Sich souvislostech. V predchazejicich kapitolach jsme se pokusili naznacit, ze cesta k poj-
mu konvergence fady byla velmi slozitd. O jednom aspektu jsme se vSak dosud nezminili:
divergentni fady se ukdzaly v nékterych ptipadech uziteéné. Dokonce i LOUIS AUGUSTIN
CAUCHY (1789 — 1857) napsal: Musel jsem vyjit z predpokladi zdanlivé trochu tvrdych,
napt. Ze divergentni tfady nemagi soucet. Abel napsal r. 1826 nejen zékladni praci o kon-
vergenci binomické rady, ale v dopise z Francie 16.1.1826 svému uciteli BERNDTOVI
MICHAELOVI HOLMBOEOVI (1795 — 1850) i téchto nékolik (Casto citovanych) radek:
Divergentni fady jsou ddbelskym vimyslem a je ostudné zaklddat na nich jakygkoli dikaz.
Pomoci nich lze odvodit jakygkoli potrebny zdavér, proto vedly k tolika klamnym vysledkum
a paradoxum. Stal jsem se k tomu vSemu abnormdlné pozornym, protoZe s vyjimkou
geometrické tady neexistuje v celé matematice snad jind Tada, jejiz soucet by byl ur-
pravda, Ze vysledky jsou vétsinou spravné, to je na tom nejdivnéjsi.

Zatim jsme se setkali prakticky s jedinou divergentni fadou > (—1)""! a zminili se
o tom, jak s ni matematici zachézeli. Tak napf. LuiGl GUIDO GRANDI (1671 — 1742)

dosazenim do rovnosti
B T (16.24)
1—-2x
za x = —1 pfisoudil této fadé ,soucet” 1/2. Euler rozeznaval konvergentni a divergentni
fady, uzival vSak v pestré smésici oboje. Tak napf. odvodil rovnosti

1/4=1-24+3—4+---, —1=1+42+4+8+---, (16.25)

pri¢emz postupoval stejné jako Grandi. Prvni rovnost dostal z (16.19) dosazenim = = —1,
druhou z (16.24) dosazenim x = 2. Euler si uvédomoval, Ze ,neSikovné zachdzeni“ s fa-
dami vede k rozporium, byl vsak pfesvédéen, ze pri¢ina nelezi v fadach samotnych, nybrz
v nedokonalosti metod séitdni. Jeho pfedstavy dolozime opét citdtem: (...) kaZdd Tada
must mit urcitou hodnotu. Abychom se vyrovnali se vsemi pri tom vznikajicimi obtiZemi,
nemeéla by se tato hodnota nazyvat soucet. K tomuto oznaceni se vdZe jeho chdapdni
jakozto vysledku skutecného scitdni, cozZ neni mozné u divergentnich rad. Eulerovym ide-
alem bylo prifadit kazdé radé jakysi zobecnény soucet a zdanlivé ,jabsurdni“ rovnosti
(16.25) jsou dusledkem jeho presvédéeni, ze soucet kaZdé Tady je hodnotou toho konec-
ného vyrazu, jehoZ rozvinutim prislusnd fada vznikd (1745). Toto je tzv. Fulerdv princip.
Analytické pokracovani lze interpretovat jako jistou realizaci tohoto principu.

Zachéazeni s divergentnimi fadami a ,podivné spravné vysledky“ si priblizime ukéz-
kou: V rovnosti (16.24) polozme z = e'* = cost+isint, t € (0, 27). Jednoduchou tipravou
z této schematicky rozepsané rovnosti

1

T (cost T TsmD) = (cost +isint)® + (cost +isint)' + (cost +isint)® + - --

dostaneme (uzivame Moivreovu vétu)

1 —cost sint
i = kt +1i in kt
2—2005t+12—2cost ZCOS —|—1Zsm

a porovnanim redlnych ¢4sti vyrazi na obou strandch rovnosti dostaneme pro t € (0, 2)
yrovnost® (prvni fada na pravé strané rovnosti diverguje dokonce pro vSechna t € R!)

1/2 = —cost —cos2t —cos3t — - - .
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V rovnosti provedeme zaménou t — 7 za t, ¢imz obdrzime
1/2 = cost — cos2t + cos 3t — - -

pro t € (—m, ). Integraci odtud dostaneme (integrac¢ni konstanta je rovna 0, nebot
dosazenim ¢ = 0 dostdvame rovnost)

sint sin2t  sin3t B

/2 = — —

/ 1 2 + 3

a dalsi integraci pak
12 —cost —cos2t —cosdt
— = — -4+ C 16.26
4 12 22 + 32 T ( )

kde je nutno urcit integracni konstantu C'. Vsimnéte si, ze vpravo v (16.26) je jiz fada,
ktera je dokonce stejnomérné konvergentni na intervalu [ —m, 7], a¢ jsme vysli od diver-
gentni fady. Z predchozi rovnosti dopoéteme C napi. dosazenim ¢t = 0 a tak dostaneme

ﬁ, 1—cost_1—c052t+l—c053t_

I = % 5 (16.27)

Zde je za C' dosazovana konvergentni fada o nAm neznamém souctu, nicméné po dosazeni
t = 0 se obé& strany rovnice (16.27) anuluji. Euler nyni dosadil ¢t = 7 a tak odvodil sprdvnyg
vysledek

> @k+1)7=x%/8.

Pokud odtvodnite nize naznacené operace (neni to tézké!), snadno jeho spravnost ovéfite
nezavisle na uziti divergentnich rad:

T P R L
12 ' 32 ' m2 12 1 92 ' 32 22 42 g2
:(1_1>.(i+i+i+”'>:§.7r_2:7r_2'
4 12 22 32 4 6 8

Pfedposledni rovnost vyplyva z Prikladu A.2, ktery je uveden v Apendixu; tam je (vcelku
elementarné) uréena hodnota souctu fady > k™2,

Podezfeni NICOLASE BERNOULLIHO (1687 — 1759) z r. 1743, Ze by taz éiselnd tada
mohla vzniknout z podstatné odlisnych vyrazt, posilovalo nedtvéru k Eulerovu principu,
Euler vsak takové podezieni odmital. Pozdéji se vSak nasel i priklad

1—2™ l1+z+4+---+2"!
1—zn  14z+---Fan-!

— 1_:1;711_4_:1;71_21;11«%'/77,_'_:1;271_.”7

ktery ,dava“ podle Eulerova principu dosazenim x = 1 do druhé rovnosti hodnotu pro
S (—1)* kazdé z &isel m/n (to vysvétlil pozdéji JosEPH Louts LAGRANGE (1736 — 1813)).
Obecné lze vSak fici, ze existuji séitaci metody, které do jisté miry Eulerovu mys$lenku
naplnuji: lze jimi ,secist“ mocninnou fadu i v bodech, kde diverguje. To vsak vyzaduje
hlubsi znalost teorie funkci komplexni proménné a pfesahuje znacné ramec tohoto textu.
Dulezitym momentem je fakt, Ze Euler pracoval s mocninngmi fadami a ne s libovolnymi
funkénimi fadami, pro které by analogicky princip nemél nadé&ji na exaktni vyjadreni:
jednoduché priklady ukazuji, ze analogické tvrzeni neplati.
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Novy zajem o divergentni fady nevznikl okamzité s uverejnénim Abelovy prace. Tr-
valo to az do r. 1880, kdy se podafilo GEORGU FROBENIOVI (1849 — 1917) ukazat, ze
Abelova véta plati i v modifikované podobé, nahradime-li ,,obycejny* soucet fady ce-
sarovskym zobecnénym souc¢tem. Jeho vysledek dale zobecnil o dva roky pozdéji OTTO
HOLDER (1859 — 1937), ktery studoval dals? iterované praméry posloupnosti ¢asteénych
souctt fad a definoval pomoci nich s¢itaci metody (H, k). Ponékud strohy popis oztej-
mime na piikladé (je vhodné si ho podrobné promyslit): Casteéné soucty prvni z fad
v (16.25) zfejmé diverguji; tvofi posloupnost

{1,-1,42,-2,...}.
Jejich aritmetické priameéry tvori posloupnost
{1,0,2/3,0,...},

kterd opét diverguje, a proto (H, 1)-soucet uvazované fady neexistuje. Utvoiime dalsi
primeéry, tj. prameéry clentt predchozi posloupnosti, ¢imz dostaneme posloupnost

{1,1/2,5/9,5/12,...},

kterd konverguje k 1/4, tedy k ,,Eulerovu vysledku“. Zaroven vidime, ze (H, 2)-metoda
dvakrat opakovanych pramérd je ,silnéjsi“ nez (H,1)-metoda. Pozdéji zavedl Cesaro
metody (C,1), (C,2), ..., o kterych KONRAD KNOPP (1882 — 1957) r. 1907 a WALTER
SCHNEE (1885 — 1958) r. 1909 dokazali, Ze jsou ekvivalentni s Holderovymi metodami,
tj. ze plati (C,1) = (H,1), (C,2) = (H,2), (C,3) = (H,3),.... To znamena, ze metody
(C,k) a (H, k) splyvaji pro k =1 apro k € N, k > 1 jsou rozdilné, ale s¢itaji tytéz fady
ke stejnym zobecnénym souctim.

Cesaro dokézal nejen variantu Tvrzeni 16.6.9 pro (C, k)-soucty (pro vSechny t¥i uva-
zované fady s vlastnimi (C, k)-soucty), ale obecné&ji ukézal, ze je-li fada > a, séitatelna
(C, k)-metodou a fada Y b, podobné (C,l)-metodou ke koneénym souctim a,b, pak je
jejich Cauchyho souéin sc¢itatelny (C, k + ! 4+ 1)-metodou k hodnoté ab.

Definitivné prolomil panujici nedtavéru ke séitacim metodam r. 1903 LEOPOLD FEJER
(1880—-1959), ktery dokézal, ze Fourierova tTada kazdé spojité 2m-periodické funkce je
séitatelnd (C,1)-metodou k této funkci vSude, i kdyz mize v mnoha bodech divergovat.
Poznamenejme, ze s¢itacich metod je mnoho a jsou ,rdzné silné“. Holderuv vysledek
napt. ika, ze plati implikace

((HJC)-ZQH :5*) = ((A)-Z:an = s")

pro kazdé k € N, tedy Abelova metoda je ,silnd“. V monografii [17] je v prehledné
tabulce uvedeno 99 scitacich metod.

Historické poznamky 16.6.14. Dopliime jesté poznamkami latku této kapitoly. Kruh
konvergence byl znam v podstaté jiz Cauchymu vcetné metody vypoctu jeho poloméru,
avSak dukaz vzorecku nebyl korektni a prodélal dalsi vyvoj. Proto se vzorec spojuje
s letopoctem 1892 a jménem Hadamard. Jeho pouziti pro dikaz véty o derivovani a
integraci mocninné fady Clen po ¢lenu neni nezbytné nutné, predstavuje vsak jeho ele-
gantni vyuziti.

Abeluv vysledek o spojitosti vzhledem k tisec¢ce spojujici bod na konvergenéni kruz-
nici se stfedem kruhu konvergence zlepsil pozdé&ji r. 1875 OTTO STOLZ (1842 — 1905).
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Ten dokazal, ze tvrzeni Véty 16.4.1 plati pro limitu nejen vzhledem k tusecce 2o(, ale
i k oblasti, kterd vznikne jako nejmensi konvexni mnozina (konvexni obal) obsahujici
U(z0,7) s 0 <1 < |¢—20]| a{C}. Abelova séitaci metoda ziskala jméno pravé diky jeho
vété o spojitosti vzhledem k tseéce, nebot ji lze interpretovat také jako tvrzeni o regu-
larité této metody. D¥ive ji v8ak pouzil napf. SIMEON DENIS PoIssoN (1781 — 1840) pro
s¢itani Fourierovych fad. Dokonce lze vystopovat jeji kofeny k LEONHARDU EULEROVI
(1707 — 1783) a jesté déle ke GOTTFRIEDU WILHELMU LEIBNIZOVI (1646 — 1716).

Rozvoj sou¢tu f mocninné fady s kruhem konvergence K(zo, R), 0 < R < +o0,
v Taylorovu fadu o jiném stfedu je také dlouho zndm. Uvedend Véta 16.3.2 zarucuje
minimalni velikost poloméru konvergence rozvoje, ta vSak miize byt obecné vétsi. Je
proto mozné, Ze existuje mocninna fada se stifedem ¢ € C(zo, R) tak, Ze jeji soucet f1
splyvd s f na K(zo, R). Na tom je zaloZzena mySlenka analytického pokracovani, které
sehralo zasadni roli v teorii funkci komplexni proménné. D4 se ukéazat, Ze alespon jeden
bod konvergené¢ni kruznice tuto vlastnost neméa. Dalsi studium mocninnych fad vede
smérem k teorii funkci komplexni proménné.

Vétu o jednoznacnosti ve slabsi formé, tj. pro pfipad, Ze M je interval v R, dokézal jiz
r. 1827 Abel. Ve formé, ve které jsme ji uvedli, ji patrné prvni dokdzal CARL THEODOR
WILHELM WEIERSTRASS (1815 — 1897). M4 zasadni vyznam, nebot napf. ukazuje, ze
rozsifeni elementarnich funkci z R do C neni ,ndhodné“, ale jediné, pokud pozadujeme
jeho diferencovatelnost (v oblasti lezici v C). K tomu je vSak jeSté zapotiebi trochu
hloubéji rozvinout teorii funkci komplexni proménné.

Ucebnic teorie funkci komplexni proménné (ve star$i literatufe nékdy jen ,teorie
funkci, coz je vliv némeckého uzivani terminu ,Funktionentheorie“) existuje obrovské
mnozstvi. Tento text s mnoha historickymi komentéfi je stylem blizky textim [12] a
[13], do kterych se za¢tou radi i specialisté z oblasti teorie funkci komplexni proménné,
nebot kromé hezkého vykladu poskytuji i mnozstvi informaci o vyvoji této discipliny.
Mym zdmérem bylo poskytnout ¢tendfi v tomto sméru dostateéné solidni zaklady tak,
aby nepocitoval u nds tradi¢ni ostrou hranici mezi redlnou a komplexni analyzou.
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V této casti je nékolik riznorodych informaci, které doplnuji pfedchazejici text a lze je
po rozpracovani pouzit k referattim na seminafich. Tykaji se pfevazné ruznych aspekt
zachéazeni s fadami a také nekoneénych soucini, které jsou pouzity v partiich o funkci
gama a o rozkladu funkce 7~ !sin 7z v nekoneény soudin.

A Secteni specialni rady
V Piikladu 11.4.3 jsme dokazali, ze fada > 2 n~° konverguje pro vSechna s > 1. Jeji
soucet je natolik dulezity, ze definujeme

')

¢(s) == Z n~ % s€e(l,00).

n=1

Funkce ¢ se nazyva Riemannova zeta-funkce. Pro s = 2 zname i odhad jeji hodnoty:
Plati 1 < ¢(2) < 2, k némuz dospé&jeme pomoci odhadu n™2 < 1/(n(n — 1)), n > 2.
Existuje mnoho zptisobtl, jak hodnotu ¢(2) spocitat ®). Jeden vcelku velmi jednoduchy
si ukdzeme, nejdiive vSak potifebujeme nésledujici lemma.

Lemma A.1. Pro viechna m € N plati rovnost
s wk 2m 41 2m 41 m(2m — 1)
tg? = : =—. Al
;CO & om+1 ( 3 ) ( 1 ) 3 (A-1)

Dikaz. Pomoci Eulerovych vzorcd a binomické véty dostaneme pro 0 < ¢ < /2 rovnost

cos np + isinng = (cosp +isinp)” = (sing- (cotgnp+i))n =

n

= (sin” ) (cotg p +1)" = (sin” ) Z (Z) i* cotg™ " .
k=0

Porovnanim reédlné a imaginarni ¢asti dostaneme

sinm p = (sin” ¢) [ (Y) cotg™ ! — (g) cotg™ 2o+ - } ,

3) Jeden jsme popsali v prvnim dilu tohoto textu v tvodni kapitole; pokud jste ji necetli,
zkuste se k ni nyni vratit, popisuje prvni Eulertv pfistup k této problematice, ktery byl pred-
métem kritiky jeho soucasnikii.
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kde vpravo v zavorce je jisty polynom v proménné cotg ¢ a jeho posledni ¢len zavisi na
parité n. Provedme jesté substituci a piSme 2m + 1 misto n; obdrzime tak vyjadfeni pro
sin(2m + 1)¢ tvaru

(sin*" ) | (2m1+ 1) cotg™™ ¢ — (2m3+ 1) cotg™™ Vo1 =

2m—+1

= (sin®""" ) Prn(cotg’ 0),

kde Py, zna& polynom stupné m ,,v cotg? ¢*, ktery je v posledni rovnosti v [...]. Protoze
jesing # 0 pro 0 < ¢ < /2, plyne odtud, ze

Prn(cotg® ) =0, pravé kdyz (2m+ 1)p = kn
pro néjaké celé cislo k. Polynom P, se proto anuluje v m rtznych bodech

k
:ckzcotg22n:+1, k=12,....,m.

To jsou zaroven vsechny nulové body Pp,. Pouzijeme-li zakladni tvrzeni o vztahu kofeni
a koeficientt algebraickych rovnic zndmad z algebry, dostaneme snadno vztah (A.1). O

Tvrzeni A.2. Je
=1 w2
> w= (4.2)

k=1

Historickd poznamka A.3. O nalezeni sou¢tu fady (A.2) pozadal Leibnize roku 1673
HENRY OLDENBURG (1618 — 1677); ten sice umél dokézat jeji konvergenci, nikoli vSak
urcit jeji soucet. Soucet jako prvni urcil az LEONHARD EULER (1707 — 1783), ktery se
k tomuto problému béhem svého zivota nékolikrat vratil. V literatufe byva casto tato
uloha oznacovana jako Basilejsky problém.

Dikaz Tvrzeni A.2. Snadno odvodime nerovnost
sinz <z <tgx, xz€(0,7/2). (A.3)

I kdyz je to ,vidét z obrazku“, je nutno nerovnost dokdzat, napf. vySetfenim prubéhu
rozdili funkci, které v nerovnosti vystupuji. Odtud vyplyva pro uvazované x prechodem
k pfevracenym hodnotdm, umocnénim a jednoduchou tpravou (uzijeme pfitom rovnost
1 =sin? z + cos® )
1
cotg’ x < — <1+ cotg’ x. (A.4)
T

Polozme x = kn/(2m + 1) pro k,m € N, 1 < k < m, a se¢téme ¢leny v obdrzenych
nerovnostech vzhledem ke s¢itacimu indexu k. Dostaneme tak nerovnosti
m 2 m m
km (2m +1) 1 km
2 2
t < — < t .
;Cog 2m + 1 2 ;11@ m+;mg 2m + 1

Pomoci Lemmatu A.1 dostaneme odtud

m@2m—-1)  2m+1)2 <~ 1 _ m2m+2)
3 < 2 Z
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resp. po jednoduché apravé

32m 41?2 1 =1 _2m+2
3@m+1)° 1 L mt2
m(2m —1) w2 k 2m —1
k=1
Podle Véty 4.3.12 plyne odtud pfechodem k limité pro m — oo rovnost (A.2). Tento
dtkaz byl popsan v [22]. O

Ze je stale co objevovat dokazuje fakt, Ze napi. jiny podobny jednoduchy dikaz
Tvrzeni A.2 byl neddvno publikovan v ¢lanku [11] (viz téz hezky ¢lanek [16]). Princip
naznaéime: Z (A.3) dostaneme pfechodem k pfevracenym hodnotdm pro druhé mocniny

nerovnosti 1 1 1
—_>— -1 € (0,7/2). A5
sin? D) sin? - ( ) / ) ( )

Pro z € (0, 7) dostaneme z identity

1 1

sin®z  4sin®(z/2) cos?(x/2)

1 1 1 1 1 1
Z<sin2(:c/2) + COSZ(Z’/2)> - Z(sinz(x/2) + sinz((w+:c)/2))

postupné pro z = /2

1 1 1 1
1= 22 =100 (71'/4) t (371'/4))

1 1 1 1 B
- _6< 7r/8 sin2(371'/8) + sin?(5m/8) * sin2(77r/8)) -

277.71
2 5 (2k — 1)my !
k=1
Ze vzorce (A.5) dosazenim x = 27("“)(2]«—1)71' prok =1,2,...,2" ! plynou nerovnosti
.o (2k — 1)\ - 22n+2 .o (2k — 1w\ 1
<Sm on—1 ) 2k —1)272 = (Sm gn—1 ) -1
které seCteme. Dostaneme tak nerovnosti
2 (2k 1) - 22"+2 2 (2k — 1)y 1
- . 2 - n—1

Po vynésobeni faktorem 2/4™ a nahrazeni dvou souétit pomoci (A.6) dostaneme

2n71
2 4.4" .2 1
1>=Y 2% sqoonl oo o
Z kzzl 2k — 122 o o7
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Jestlize v této slozené nerovnosti provedeme limitni pfechod pro n — oo, obdrzime po

upraveé
oo 2

> @iy
—_1)2 8 °
Pt (2k—1) 8
Euleriv vysledek odtud dostaneme z rovnosti
2

2 E=2 2k—12+Z (2k)? :%+ZZE‘
1

k=1

B Jesté k =«

Jiz pfed ARCHIMEDEM (287 —212 pfed n. 1.) bylo zndmo, Ze obsah kruhu je pfimo tmérny
¢tverci jeho poloméru nebo Ze délka kruznice je imérna jeho primeéru; teprve vsak
Archimedes Gspésné a na tehdejsi dobu prekvapivé presné hodnotu 7 numericky spocital.
Vyvoj metod vypoctu 7 se nezastavil s pfichodem pocitact a spiSe opak je pravdou.

Jednim z nejprekvapivéjsich objevt souvisejicich s m v poslednich nékolika desetile-
tich bylo nalezeni postupu k vgpoétu individudlnich éislic rozvoje ; viz [3]. Algoritmus,
myslenka apod. se ¢asto oznacuji BBP podle autorti, jimiz jsou DAVID BAILEY, PETER
BORWEIN a SIMON PLOUFFE; vysledek je ze srpna r. 1995. Je zaloZen na vzorci

— 4 2 1 1
_ _ — — . B.1
m ;16"<8n+1 8n+4 B8n+5 8n+6) (B.1)
Tento vzorec umoznuje snadno ziskat cislici na n-tém misté rozvoje m v Sestndctkové

soustaveé, a to bez pocitant cislic predchazejicich. Zde je jesté jednodussi vzorecek tohoto
typu, ktery je prevzat z ¢lanku [1]:

> 2 1
—Z:: <4n+1+4n+2+4n—|—3>'

Tam 1ze nalézt postup, jak takovy vzorec pomoci programu Mathematica verifikovat.
Vsimnéme si trochu blize charakteru podobnych vzorcti. Vzorciim

oo oo

oo
11 1 2/3 9 11
log2=Y ——>, log2=> — log = = -3 ——. B.2
082=) gy, log Zogn2n+1’ %107 Z10n (B2)

n=1 n=

fikdme jednoclenné, nebot koeficienty rozvoji obsahuji vzdy pfevracenou hodnotu line-
arntho vyrazu (,v n“). Prvni fada v (B.2) se dostane dosazenim x = 1/2 do Taylorova
rozvoje funkce log(1 —x) o stiedu 0 a je to ,dvojkovy rozvoj“. Druha fada je ,devitkovy
rozvoj* a vznikne dosazenim x = 1/3 do Taylorova rozvoje funkce log((1+z)/(1—z)) o
stfedu 0. Tteti vzorec v (B.2) dostaneme z Taylorova rozvoje funkce log(1+ x) o stfedu
0 dosazenim = = —1/10.

BBP vzorec (B.1) je v popsaném smyslu &ty¥élenny a jde ,o0 Sestnactkovy rozvoj“.
Ukazme si, jak ho lze dokdzat; viz napt. [21]. Pro k =1, ..., 8 plati rovnosti

1/V2 $k71 1/vV2 © k148 1 e 1
dz = "dr = —— L
./0 189" /0 Z 9k /2 7;)16”(871-4—]4) )

n=0
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takze vyraz v (B.1) vpravo lze upravit na tvar

dx

/”ﬁ 4V2 — 8% — 422 — 827
0

1— 28

Provedeme-li line4rni substituci y = v/22 a rozlozime-li vysledek na parcialni zlomky,
dostaneme

1 _ 1 1 _
/ 16y — 16 dy:/ 4y dy—/ 4y — 8 dy =7 .
Jo v =2y +4y—4 Jo y?—2 0o ¥ —2y+2

Dalsi informace o modernich metodach vypocétu m nalezne ¢tenafr v prehledném célanku
[21]; tam je také popsano, jak se vzorec (B.1) d4 pouzit k vypoctu individualnich é&islic
rozvoje m.

C Machinuv vzorec

Leibnizova fada (16.16) pro /4 se pro vypocet 7 prili§ nehodi. Chyba |s,, — s| ¢asteé-
ného souctu s, = Zzzl(—l)kak fady se stfidavymi znaménky o souctu s je odhadnuta
hodnotou |an+1|. Odtud plyne, ze napf. tisici ¢asteény soucet Leibnizovy fady umoziiuje
ziskat m s odhadnutou presnosti na méné nez 3 desetinnéd mista.

Ukazme si drobny trik, ktery umozinuje vypocet 7 efektivnéjsim zpisobem. V Kapi-
tole 6 jsme odvodili vzorec (6.24), tj.
tgxr ttgy
tglety) = T — o
Ftgrtgy

kde z, y a z+y pfedpoklddame v intervalu (—n /2, 7/2). Ziejmé lze nalézt y, 0 < y < 7 /4
tak, ze je tgy = % Podle vzorce, ktery jsme pravé pripomnéli, dostaneme

2tgy 2/5 5
tg 2y = = =2
8YTT tg?y 1-1/25 127
a take 2tg 2 5/6 120
tgdy — — 2182 / _

1—tg2(2y) 1-25/144 119~
Ziejmé je tgdy = 1 a tedy 4y = 7 /4. Déle je

¢ (4 _Z)_tg‘ly—l_L 19 1
8\ T 4) T 1t tgay 119 239 239"

Odtud dostavame 4y — /4 = arctg(1/239) a tedy

T 1 1
— =4arctg - — arctg —— C.1
) arctg o — arctg oo (C.1)
coz je vzorec, ktery se pro vypocet m hodi nepomérné lépe (zde fady pro arctg konverguji
,velmi rychle“). Pochézi od JOHNA MACHINA (1680 — 1751) *) a byl ve své dob& opravdu
vyznamnou pomuckou pro uréovani m s velkou presnosti. R. 1706 pomoci tohoto vzorce

4) Nékteii autofi uvadéji jako rok tmrti letopodet 1752.
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Machin spocetl jako prvni 7 na 100 desetinnych mist. Viz téz [13]. Snadno zjistime, Ze
nahradime-li arkustangenty v (C.1) prvnimi éty¥mi ¢leny jejich Taylorova rozvoje v bodé
0 a dosadime ¢isla 1/5 a 1/239, dostaneme po vynasobeni ¢islem 4 hodnotu 3,141591772,
ktera se od 7 liSi az na Sestém desetinném misté.

I Machintv vzorec (C.1) ztratil jiz svij vyznam. Uvedli jsme ho pievazné z histo-
rickych divodt. Poznamenejme vsak, ze napf. KAREL PETR (1868 — 1950) uvadi ve své
ucebnici [11] z r. 1923 na str. 283 kromé formule (C.1) jesté dalsi dva vzorce

= 8arctg 1 4 arctg L arctg L
B 10 515 2397

PN

1 1 1
12 arctg — — tg — — tg — .
arctg 13 8 arctg 57 5 arctg 239

Posledni formule nélezi CARLU FRIEDRICHU GAUSsOVI (1777 — 1855). Vice o vyuziti
funkce arctg k vypoctu m lze nalézt napf. v [12].

D O jedné zvlastnosti

V této casti si ukdzeme alespon informativné, ze kromé pomalé konvergence je zde jesté
dalsi duvod, pro¢ se Leibnizova fada k vypoctu hodnot aproximaci ¢isla m opravdu
nehodi.

Je zndmo, ze pro x € [—1,1] je
S 2n-+1

arctgxz = Z(—l)” id = Z 27 (n))

| 2\n+1 °
o = @2n+1)! (1+22)

x2n+1

(D.1)

Vyjadfeni prvni fadou v (D.1) znal jiz JAMES GREGORY (1638 — 1675) r. 1671; dokazuje
se témeér v kazdém elementarnim kurzu analyzy. Po dosazeni x = 1 dostaneme vyjadieni
/4 ve formé souctu alternujici ¢iselné fady, nazyvané po GOTTFRIEDU W. LEIBNIZOVI
(1646 — 1716); ten ho totiz popsal r. 1684, bylo vSak nalezeno o vice nez 100 let dfive
v Indii:

4o

| =
|~

T = 1 1
e —-1)" =1-=
4 nz::()( )2n—|—1 3+

Jak jsme se jiz zminili, tato fada se zdsadné nehodi k praktickému vypoctu hodnoty m
s v&tsi presnosti. Jako pfiklad uvedme rovnost

4999999

1
4 )" =
HZ::O (=1) 2n+1

= 3, 1415924 53589793238464 64338327950278 41971693993873 05820974941822 30. . .
= 3, 1415926 53589793238462 64338327950288 41971693993751 05820974944592 30. . .
2 -2 10 -122 2770

ktera ukazuje, ze pri seCteni péti miliont clend fady je jiz na 7. desetinném misté chyba.
Nespravné cislice rozvoje jsou na druhém Fadku podtrzeny, ve tfetim uvadime skutecny
rozvoj m. Ve ¢tvrtém je nazorné schéma rozdili. Vysledek vypada trochu zdhadné, ze
65 uvedenych desetinnych mist nesouhlasi pouze 11 podtrzenych cislic. To lze vysvétlit
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pomoci tzv. Eulerovych ¢isel; viz [4]. Zavér je zfejmy: kromé pomalé konvergence je
zde néjaky dalsi hlubsi davod, pro¢ se toto vyjadieni ¢isla m pomoci Gregoryho fady
k vypoctu nehodi.

Druhou fadu ve vyjadfeni arkustangenty v (D.1), konvergujici pro malé hodnoty |z|
velmi rychle, objevil LEONHARD EULER (1707 — 1783) r. 1755. Prvni zndmé jemnéjst
metoda vypoctu 7 byla zalozena na uziti funkce arkustangens a uzivala vysSe popsany
Machintv vzorec.

E Déleni mocninnych fad

Pi1i praci s mocninnymi fadami 1ze uzivat i dalsi operace. Vcelku pfirozena jsou tvrzeni o
scitani a nasobeni mocninnych fad, ktera nebudeme ani vyslovovat. Trochu zajimavéejsi
je tvrzeni o déleni mocninnych fad; to vSak pouze vyslovime, ale dokazovat je nebudeme.

Véta E.1. Necht f a g jsou soucty mocninnych fad o stiedu 0, které tyto funkce definuji
vU(0,R), R > 0. Potom v pfipadé, ze g(0) # 0, ezistuje takové r > 0, Ze funkci f/g
lze rozvinout v fadu o stredu 0 konvergentni pro vSechna z € C, |z| < 7, a prislusny
rozvoj lze ziskat ,délenim tad“. Pro mazimdlni r s touto vlastnosti lze odvodit rovnost:
r = inf{|z|; |z| < R, g(z) = 0}, pokud g nabyvd hodnoty 0 v U(0, R), nebo r = R
v pripadé, Ze g(z) # 0 pro vSechna z € C, |z| < R.

Piiklad E.2. Ukazme si na ptikladu funkce tg, jak se takové déleni provadi. Standardné
definujeme tg z = sin z/ cos z pro vechna z € C\{z; cos z = 0}, tj. vSude kromé nulovych
bodi funkce cos. Pomoci déleni dostavame

(2—2%/3142°/50 — )t (1—22/20+ 2% /4 — ) = z—&-%—&—..‘.

+2Fl/2 4+ /4 F
23/3 —2°/304---
+2%/3 F 2°/6 &
225 /15

Postup je analogicky jako déleni polynomu polynomem, délime vsak ,odzadu“, tj. od
nejnizsich mocnin. Je z -1 = z, (—2%/2!) - 2 = —23/2!, ..., coz piseme do druhého
fadku. Pak zaménime znaménka (horni za dolni), sloué¢ime s prvnim fddkem a analogicky
postupujeme dale. Tak se odvodi rozvoj

tor oy 2o 22 AT 6227 (E.1)
B%= 3 15 ' 315 ' 2835 ' 7 '

ktery konverguje pro z € C, |z| < 7/2, tedy az ,k nejblizséimu nulovému bodu funkce
cos od pocatku“. Legitimitu tohoto déleni nebudeme dokazovat, poznamenejme vsak, ze
pro bo # 0 lze jednoduse uréit koeficienty ,podilové fady* > a,z" ze vztahu

Z anz" = (Z cnz") : (Z bnz">
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metodou porovnéani koeficienti, zalozenou na Vété 16.3.4. Resime tak rovnice

aobo =co ,
aob1 + aibo =c1,
aob2 + a1b1 + azbo =c2, . ..
vzhledem k nezndmym ao, a1, az, . ... Z prvé rovnice vypocteme ao a dosadime do druhé,

vypocteme a1 a ao, a1 dosadime do tfeti, atd. VSimnéme si jesté souvislosti s elementarni
matematikou.

F Bernoulliho ¢isla

I kdyZ se na prvni pohled zd4, ze koeficienty rozvoje funkce tg v (E.1) stézi podléhaji né-
jaké zakonitosti, neni to pravda. Jejich struktura je slozitéjsi a souvisi s tzv. Bernoulliho
éisly Bm, m € N, kterd hraji roli také napf. pfi hledani vzorct pro S,(p) = > ;_, k%,
a v mnoha jinych situacich v analyze.

Oznacime-li pro p € N
S(n,p) ==Y k",
k=1

plati nasledujici vzorce (vede k nim i jind cesta, my vSak chceme mit pfed oéima jeden
z vysledkt, ke kterym spéjeme a ktery Bernoulli odvodil)

S(n,l):%nz—kén,
S(n,2)—%n3+%n2+gn,
S(n,3) 1714—|—1n3—|——n2,

4 2 4
S(n,4) =g n® + gt + 20— o,
S(n,5) =g n® + S0* + = nt =
S(,6) =pn’ +in® 4 10— Iny L,
S(”vﬂ:%n8+%n7+1—72n6—2—74n4+%nz,
S(”vg)_57194—%”84-%717—1—75715—4—%713—%71,
S("79)*1—10n10+% 9+Zn8—%n6+%n4 207127
S(n710)zl—llnll—&—%nlo—l—gng—%n7+%n5—%n3+%n7

Tyto vzorecky mtzeme dokézat sice indukci, ovsem pokud zname jejich tvar. Povsim-
néme si blize nékterych obecnych zdkonitosti v tabulce. Snadno nahlédneme, Ze ma
rekurentni charakter: V obecném piipadé odvozovéni vzorce pro S(n,p) dostaneme po
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upraveé rovnost, obsahujici pouze tento nezndmy soucet, ostatni soucty s mensimi p jsme
urcili v pfedchézejicich krocich. Existuje také vazba mezi koeficienty v jednotlivych fad-
cich: jejich soucet je vzdy roven 1. Koeficienty u linearnich ¢leni (posledni ¢leny v sudych
fadcich) jsou ¢isla Bag, k=1,2,.. ..

Jacob Bernoulli hledal takové polynomy Bi, Bz, . . ., pro které plati pro vSechna pfirozena
Cisla n, p

S(n—l,l):/onb’l(:c)dx, S(n—1,2):/0n[>’2(:c)dx, ce S(n—l,p):/Oan(x)d:c.

Pro tyto polynomy, kterym dnes fikdme Bernoulliho polynomy, plati

n+1
/ By(z)dz =nP. (F.1)

To nam umozinuje urcit B,. Pro kazdé p € N existuje totiz jediny polynom stupné p
s koeficientem 1 u nejvyssi mocniny takovy, ze (F.1) plati pro vsechny hodnoty n € R,
nejen pro n € N. Ukazme si to, tak jako v [2], prostfednictvim piikladu: necht

Bs(z) = z* + azz® + a1z + ao .

Ukézeme, jak uréit koeficienty a2, a1,ao dosazenim Bs do (F.1). Tak dostaneme

n+1
n® :/ (:c3—|—a2:cz+alx+ao)dx =

3

= i(n +1)*+ %(n +1)°%+ %(n +1)°+ao(n+1) — ifrfl — a—;n?’ — %nz —aon =
3 1
=n* (2 qa)n’+(l+ata)n+ (-+2+L 1a).
2 4 3 2
Porovnanim koeficienti nyni dostaneme
322 =z
B3($):$3—7+§
Integraci dostaneme vzorec
" 322 x nt n® n?
S(n—1,3) = P 4 ) dr = — 4
(n )/0(:” 2+2>m r 27

Analogicky lze urcit dalsi Bp; tak napf. je
U T A ¢ VE AV 2 1 7 /-—Dz2z—-1)\
Bulw) =2 -3 [_( 2 )] Ba(z) =2 —z+3 [_( 6 )]

pficemz zlomky, které se v hranatych zavorkach derivuji, maji pro ¢tenare patrné poveé-
domy tvar5). Toto je vSak obecné pracny zpisob, patrejme proto po dalSich souvislos-
tech. Derivovanim (F.1) podle proménné n a dosazenim k za n dostaneme

By(k+1) — By(k) =pk? ™" . (F.2)

5) Jsou to totiz ¢asti vzorctl, které se indukci dokazuji zpravidla jiz na st¥edni gkole (ovsem
sz =n+1) a zaci se je ¢asto musi ucit nazpamét.
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Polozme v rovnosti (F.2) postupné k = 1,2,...,n — 1 a takto vzniklé rovnosti se¢téme,
¢imz dostaneme

PO 1 e (1) =
= (Bp(l) = By(0)) + (Bp(2) — Bp(1)) + -+ + (Bp(n) — Bp(n — 1)) = By(n) — B,(0).

Plati tedy

By(n) — By(0) =p (17’*1 +27 o (n— 1)”71) = p/on Bp—1(z)dz . (F.3)
Tak jsme odvodili rekurentni formuli pro Bernoulliho polynomy
By(z) =p /0z Bp-1(t)dt + B,(0) . (F.4)
Budeme-li védét, ze B4(0) = —1/30, snadno obdrzime
84(13):4(%4—%3—#%2)—%:x4—2x3+12—1/30, z €R. (F.5)
Obecnéji, budeme-li znat absolutni ¢leny B, := B,(0) Bernoulliho polynomd, bu-

deme moci snadnéji sestrojit postupné B,. Tyto absolutni ¢leny jsou jiz zminéna Ber-
noulliho ¢isla. Uvédomime-li si, ze je Bi(z) = = + Bi, 1ze spo¢ist pomoci (F.4) postupné

Bz(:c) :2/I(t+B1)dt + B> :$2+2B1£C+B27
0
Bs(x) = 3/;(152 +2Bit + Bs)dt 4+ Bz = 2® + 3B1a° 4 3Box + Bs,
Ba(z) = 4/76(753 + 3Bit® + 3Bot 4+ B3)dt + By = 2" + 4B12” + 6Boa”® + 4Bsx + Ba.
0
Nyni jiz snadno napiSeme obecné vyjadieni (je By := 1)

Bp(x) — .'.Ep 4 (I;) lepfl + (12)) le’p72 + .4 (p f 1) Bp,11) + Bp . (FG)

Zbyva ukazat, jak nalézt rekurentni vzorec pro vypocet Bernoulliho ¢isel. Polozme
v (F.2) p+ 1 misto p a k = 0; tak dostaneme

Byt1(1) - Bp+1(0) = Bp+1(1) —Bpt1=0=(p+ 1)0p ,

neboli po upravé pomoci (F.6)

_((p+1 p+1 p+1 p+1 _
0_<< 0 >B0+< 1 )B1+ +( p )Bp+<p+1>Bp“) B

Posledni dva ¢leny se v pfedchazejici rovnosti zrusi. Odtud lze vyjadrit B, a dospét
tak k rekurentnimu vzorci (F.7), tj.

1 2/p+1
Bp:_mz( ; )Bk. (F.7)

k=0
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Nyni jesté vyjadiime soucty S(n,p); dosadime proto do (F.3) p+1lzapan+1zan a
upravime do tvaru

ka p+1 (Bps1(n+1) = Bpi1) .

Vsimnéte si faktu, Ze prava strana ma rozumny smysl i tehdy, dosadime-li za n realné
¢islo, a ze je to polynom, tj. funkce relativné jednoduché.

Tento vzorec je v podstaté Moivrova formule pro Bernoulliho éisla; je vSak tfeba
mit na paméti, #e terminologie i u samotnych Bernoulliho &sel kolisa. Casto se definuji
jako absolutni hodnoty nami zavedenych Bernoulliho ¢isel, eventualné se nulové cleny
v jejich posloupnosti vynechéavaji. Proto v [11] nalezneme nap¥. B; = 1/6, B» = 1/30,
Bs =1/42, B, = 1/30, Bs = 5/66, atd., coz nesouhlasi s oznacenim, které jsme zavedli;
srovnej s hodnotami uvedenymi dale.

Bernoulli sice nedokazal obecnou souctovou formuli korektné, nicméné dospél ke
vzorcum, které jsme prezentovali. Jiz jsme se zminili o tom, kde se Bernoulliho ¢isla
objevuji. Plati napt. ve vhodném (ev. prstencovém) okoli bodu 0

> _— ng . 3 — 1 s B2k
tgx = Z(—l)k ! 261 4R (4F — 1)z cotga = o Z( 1)F 22k o gk g2k
k=1 k=0

Vyskytuji se i v rozvojich pro hyperbolicky tangens a kotangens a také v Eulerové
vzorci pro soucty prevracenych hodnot sudych mocnin pfirozenych cisel 6); pouzijeme-li
k zapisu (-funkci, plati:

m)*"

o p+132(
¢(2p) = =1,2,....
(2p) Z 7)1 . p=12,

Plati téz naptriklad

B2k 2k
—3 =1—-= z + Z ,
jsou to tedy myj. skoro koeficienty Maclaurmova rozvoje funkce z/(e* — 1). Tak se
casto Bernoulliho ¢isla v dne$ni dobé definuji. Pfipomenme, Ze Bernoulliho ¢isla s li-
chymi indexy kromé B; jsou vesmés rovna 0. Rekurentni formule (F.7) ndm umozni
pomérné snadno spoéitat By = —1/2, By =1/6, By = —1/30, B¢ = 1/42, Bs = —1/30,
Bio = 5/66, Bio = —691/2730, Bi4 = 7/6, Big = —3617/510, Bigs = 43867/798,
By = —174611/330, atd.

G Scitatelnost
Seznamili jsme se s nékterymi séitacimi metodami. V této ¢asti popiSeme velmi ,silnou*
s¢itaci metodu, kterou poprvé popsal EMILE BOREL (1871 — 1956).

Borel tuto metodu publikoval r. 1895. Jsou-li s, ¢astecné soucty fady Y ai a fada
> (z™/n!) s, konverguje vSude v R, definujeme

F@ = (X)) (X5) =X 5

6) Zatimco pro ptevracené hodnoty sudych mocnin Ize dokdzat uvedeny velmi uspokojivy
vysledek, napi. o souétu fady 3 k~3 vime jen to, Ze je to &islo iracionélni.
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Pokud existuje limg— 4o F(), nazveme ji borelovskym souctem ((B)-souctem) fady
> ak. Tak nap¥. pro fadu > (—1)" snadno obdrzime

AP I A I A et i
n! o 20 4l ' o6l - 2 ’

takze dostavame opét jako v pfedchozich pripadech

Obecnéji, pro fadu 2¥ jepro z #£1

1— 1 z _
Sn=—7 F(x) = _ 2 e

11—z 1-—2z '

takze lim,— 00 F(x) = 1/(1—2), jakmile je Re z < 1. Geometricka fada 3" 2* je tedy Bo-

relovou séitaci metodou séitatelnd k (B)-souétu (1—2) " v poloroviné { z € C; Rez < 1}.
Regularita Borelovy scitaci metody se dokazuje podobné jako regularita Abelovy

s¢itaci metody. Proto jen schematicky napiSseme odhad pro z > 0

n m

‘(eﬂczx—sn) —s‘ <e7x2|sn—s|£ <e*$2|5n_5|£+§
n! - nl n! 2

n=0
a pripomeneme, ze prvni ¢len pro z — 400 ma limitu rovnou 0. Poznamenejme, ze
pomoci Cesarovy metody je geometrickd fada scitatelnd ke svému obvyklému soucdtu
pouze na mnoziné { z € C; 2| <1,z #1}.

H Nekoneéné souciny

Nekoneéné souciny maji fadu vlastnosti analogickych vlastnostem (nekoneénych) fad.
Jsou nepostradatelnym nastrojem v teorii funkci komplexni proménné. VsSimneme si
pouze jejich zakladnich vlastnosti, které potrebujeme v dalsich dvou Dodatcich.

Definice H.1. Je-li {2z} posloupnost komplexnich ¢isel, polozme pro 1 < m < n,
m,n € N,

n
p::L(Zk) = ZmZm4lc Zn = H Zk - (Hl)
k=m

Tento souéin nazyvame &astednym souéinem nekoneéného soucinu [[7- | zx. Podobné
jesté oznacime

n
p"(zK) =212 = sz
k=1

Rikame, Ze nekonecny soucin [12, zr konverguje, jestlize existuje m € N, pro néz je
limita
Pn(zk) = lim p, . (2)

n—o0

rtizna od 0. Cislo s :== p™ ' (21,) - p,,,(2x) se pak nazyva hodnota nekoneéného soudinu
P (2zk) := [[ 5=, 2k Jestlize soudin nekonverguje, nazyva se divergentni.
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Poznamka H.2. Symboly p” (zx), ..., p(zx) ndm umoznuji alternativné lepsi grafic-

budeme p (zi) uzivat jak pro soucin, tak pfipadné i pro jeho hodnotu. Na prvni pohled
trochu slozitd definice nekoneéného soucinu mé za nésledek jeho ,dobré“ vlastnosti.
Ctenaf snadno nahlédne, Ze konvergence nekoneéného soudinu nezavisi na jakémkoli ko-
nec¢ném poctu Ciniteld a ze je nekonecny soucin roven nule, praveé kdyz je alesponi jeden
z jeho Ciniteld roven 0.

Piiklady H.3. 1. Polozime-li 21 =0, zx =1 prok € N, k > 2, je
pa(z) = lim p3(ee) =1,
n—00

soucin konverguje a jeho hodnota p (zx) = [[4—; 2 je 0.

2. Polozime-li z1 =0, zx = kprok € N, k > 2, je p,(zx) = 00, a nekoneény souéin p (zx)
diverguje.

3. Proz,=1-1/k, k€ N, je

Jm pie) = tim (1-5) (1) = Jim g g T = im0,
a nekoneény soucin p (zx) diverguje.
4. Podobné pro z, =1+ 1/k, k € N, je
n+ 1

N w

lim p"(2x) = lim <1+%) <1+%) = lim

n—00 n—00 n—00

= lim (n+1) = c0,

n n—oo
a nekoneény soudin p (z) opét diverguje.
5.Prozy =1—-1/(k+1)%, k€N, je

. " . 1 1 .1 1 1
Jim p" (o) = Jim (1-5) - (1-7) = Jim 5 (1+7) = 5,
a nekoneény soudin p (z) konverguje k hodnoté 1/2.

6. V Historickych poznamkéach na konci Dodatkt zminény Vietiv soudin je tvaru
ﬁ cos — = 2
2k g’
k=1

Poznamka H.4. Ctenaf snadno nahlédne, %e pro konvergentni nekoneény souéin p (z)
je zr — 1. Proto je ¢asto vyhodné psat nekonec¢né souciny ve tvaru

p(1+ar) = [ +a). (H.2)

Pro konvergentni souciny je v tomto kontextu ar — 0 stejné jako pro fady > p- ; ax:
Je-li limp—oo P (1 + ax) = a # 0, snadno obdrzime pfi m < n vypoétem

n
lim (1+a,) = lim M _2 =1,
n—oo n— 00 p% (1 + ak) a

coz dava ap — 0.
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Lemma H.5. Nekonecny soucin p (z) konverguje, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje
m € N tak, Ze pro vSechna prirozenda n, n > m, je

‘p;(zk)—ll <e. (H.3)

Diikaz. Jestlize konverguje nekoneény soudin p(zx), existuje ¢ € N tak, ze plati
limp—oo pr(2x) = a # 0. Toto ¢ lze navic volit tak, ze pro néjaké r > 0 a pro vSechna
n>tje|py(zk)| >r > 0. Zvolime-li nyni € > 0, existuje m > ¢, pro které je

[Py () —p )| <er

jakmile je n > m. Nyni délme piedchazejici nerovnost &islem |p7*~'(z1)|; protoze je

r/|p™ (2x)| < 1, dostaneme odtud
[P (20) —1] <e,

takze podminka (H.3) je pro konvergenci nutna.

Nyni ukdzeme, ze podminka (H.3) je téz pro konvergenci souéinu postacujici. Na-
lezneme pomoci (H.3) k éislu ¢ = 1/2 takové m € N, Ze pro vSechna n > m je
|pr(zk) — 1] < 1/2, z Gehoz plyne

1 3

= <l|pm(ze)| < <. H.4

s < Il <3 (1.4
Odtud vyplyva, ze pro vSechna k > m je zx # 0, a pokud posloupnost {p (zr)}nz1
konverguje, bude lim, .o p}, (zk) # 0. Nyni k £ > 0 existuje s € N, s > m, tak, Ze pro
vSechnan € N, n > s, je

n pn (Zk) €
zp) — 1| = | =2 — 1| < =,
[P () | Pfafl(zk) 2

a tedy s ohledem na (H.4)

ph—po <Pt S <
Proto existuje lim, o p}, (zk) # 0 a nekoneény soucin p(z;) konverguje. O

Lemma H.6. Pro ar > 0 konverguje nekoneény soucin (H.2), prdvé kdyZ konverguje
fada Y22 | ak.

Diikaz. Protoze je 1 + x < e”, snadno obdrzime pro nezaporné aj nerovnosti
ai+az+---+an <(1+a1)(14az2) - -(1+an) < exp(ar+az+---+an). (H.5)

Vyrazy v nerovnostech tvofi v zavislosti na n € N monoténni posloupnosti, z ¢ehoz jiz
snadno vyplyva dokazované tvrzeni. O

S ohledem na predchéazejici tvrzeni je vyhodné zavést analogicky jako u fad absolutni
konvergenci nekonec¢nych soucini:
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Definice H.7. Rikame, Ze nekoneény souéin komplexnich &isel (H.2) konverguje abso-
lutné, jestlize konverguje nekoneény soucin

3

p+]ac) =[] (1+]ax]). (H.6)

k

1

Je-li nekone¢ny sou¢in p (1 + ax) konvergentni, avSak nekonverguje absolutné, fikdme,
ze je neabsolutné konvergentni.

Véta H.8. Absolutné konvergentni nekonecny soucin p (1 + ax) je konvergentni a hod-
nota tohoto nekonecného soucinu je stejnd jako hodnota nekonecného soucinu

pP(1+apm), (H.7)

ktery z néj vznikne prerovndnim ¢ posloupnosti {ax}. Je-li pak {¢(k)}, k € N, rostouci
posloupnost prirozenych cisel, konverguje téZ nekonecny soucin

Diikaz. Budeme postupné odhadovat: Je

lpm(L+ar) =1 = [(1+am) - (1+an) — 1] =
:|llm+"'+an+llmam+1+"'+am"'an| <
<laml+ -+ lan| + |am||@mt1] + -+ |am| -+ |an] <
<A +laml) - (T +an]) =1 =pp (1 + |ax]) = 1,

takze podle Lemmatu H.5 vyplyva odtud konvergence soucinu p (1+ay). Podle Lemmatu
H.6 konverguje fada )77 | |ax|, takze konverguje i pferovnand fada Y .~ | ay k)|, a podle
Lemmatu H.6, i ,pferovnany soucin“ p(1 + |a,(k)|). Proto podle prvni ¢éasti tohoto
dtikazu konverguje i nekoneény sou¢in (H.7) a také i nekoneény soucin (H.8).

Pfedpokladejme, ze zadny ¢len nekoneéného soudinu (H.2), a tedy ani nekoneéného
sou¢inu (H.7), neni roven 0. Snadno nahlédneme, ze v podilu

p"(1+ax)
p"(1+ apw))

dostavame po zkraceni vyraz

(1 _aﬁ)(l _afz)"'(l —a”)
(1 - a81)(1 _asz)"'(l - ast)

sy <rg < ---<71pasy < sy < - < 8. Prol — oo davaji citatel i jmenovatel
konvergentni nekoneéné souéiny, jejichz podil je 1 a nekone¢né souciny (H.2) a (H.7)
maji stejnou hodnotu. V pfipadé, ze se vyskytne v nekoneéném soucinu (H.2) nulovy
Cinitel, jsou oba vySetfované souciny rovny 0 a opét pro jejich hodnoty plati rovnost. [

Z Lemmatu H.6 a Véty H.8 dostavame toto tvrzeni:

Dusledek H.9. Nekonecny soucin p(1+ ar) je absolutné konvergenini, prdvé kdyz ab-
solutné konverguje fada Y 7o | ak.
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Pokud fada ) ;- ; ar konverguje, ale ne absolutné, lze nékdy pouzit nésledujici tvrzeni
(v nasem pfipadé jen pro piipad redlnych ax, nebot o komplexnim logaritmu nic nevime):

Véta H.10. Nekoneény soucin p(1 + ax) s ar € R konverguje, prdvé kdyZ existuje
m € N tak, Ze konverguje fada Y .- log(l+ ax).

Diikaz. Konverguje-li nekoneény soucin, pak ar — 0 a existuje m € N tak, ze |ax| < 1
pro viechna k € N, k > m. Céasteény soucin p” (1+ ax) obsahuje pouze kladné &initele a
{P 1. (14 ar)}Z; konverguje, pravé kdyz konverguje fada y .7 log(1+ax), coz dava
tvrzeni véty. O

Poznamka H.11. Tvrzeni analogické Dusledku H.9 pro neabsolutné konvergentni neko-
neéné souciny neplati. Ctenaf si jiz snadno samostatné promysli schematicky naznaceny
priklad nekoneéného souéinu (srv. s Piikladem H.3 (3))

(42 0- 0 ) 0- )0 H)0-F)

ktery diverguje, i kdyz nekonecna fada

—+

=B
B
Sl
Sl
&l
Sl

konverguje.

Uvedli jsme na ukdzku jednodussi véty o nekone¢nych soucinech ¢isel, avsak zdaleka
nikoli ucelenou teorii nekone¢nych soucini. Ta je podstatné zajimavéjsi tehdy, zacneme-li
pracovat s nekonecénymi souéiny komplexnich funkci komplexni proménné. Pro nekone¢né
souciny funkci uvedeme jen na ukdzku néktera tvrzeni v kontextu realnych funkci redlné
proménné.

Je-li I C R interval a funkce fj jsou vesmés definovany na I, budeme pracovat
s nekoneénymi souciny tvaru

f(x):=p (fu(zx)) = H (1 +gk(x)> , zel.
k=1

Budeme fikat, ze tento nekoneény soudin konverguje bodové (kratce jen konverguje)
k funkci f na I, je-li konvergentni pro kazdé x € I. Podstatné dilezitéjsi je pro nas
stejnomeérnd konvergence nekonec¢ného soucinu.

Definice H.12. Budeme fikat, ze nekoneény souéin p (1 + gx(x)) konverguje stejno-
mérné na I, jestlize pro kazdé € > 0 existuje ¢islo m € N tak, ze pro vSechna n € N,
n > m, a vSechna x € I je

|pm (L+gr(@) — 1| <e.

Jestlize ke kazdému bodu x € I existuje okoli U(z) v I tak, Ze nekoneény souéin konver-
guje stejnomérné na U(z), pak fikdme, ze p (1 + gk (:c)) konverguje lokdlné stejnomérné
na I.
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Pro nekonecné souciny je velmi dilezita tzv. mormadini konvergence, kterd v sobé
spojuje vyhody absolutni a lokalné stejnomérné konvergence; dtilezitost této kombinace
nahlédneme snadno z povahy konvergence mocninnych fad v kruhu konvergence.

Definice H.13. Rikdme, Ze fada funkci > ne fr konverguje mormdiné na intervalu
I C R, jestlize fada Y.~ | fx | konverguje lokalné stejnomérné na I. Analogicky Ii-
kéme, Ze nekoneény souéin p (1 + gx(z)) konverguje normalné na I, jestlize > 37, | gk |
konverguje normalné na I. Srv. [17] a [23].

Véta H.14. Necht g jsou funkce spojité na intervalu I C R a necht nekoneény soucin
D (1—|—gk(x)) konverguje normdlné na intervalu I k funkci h. Potom je i funkce h spojitd

na I.

Diikaz. Zvolme otevieny interval J C I, na kterém fada Y .=, | g | konverguje stejno-
mérné. Zvolme nyni m € N tak, aby

Lgm (@) |+ | gm+1(x) |+ + [gmr(z) [ <1 (H.9)

pro véechna = € J a vSechna k € N. Polozme hm () := p,, (1 + gr(x)) a dale ¢"(x) :=
P i 1(1+ gx(z)). Budeme postupné upravovat, ¢imz dostaneme

oo
hm — qm+1+(qm+2_qm+1) NI (qn_qn71)+ = qm+1+ Z (qk+2_qk+1) —
k=m
oo
=" " gt g =" DY ¢ g
k=m

takze h, je souctem rady; tato fada konverguje na J stejnomérné. To dokazeme pomoci
Tvrzeni 14.3.10. Pomoci (H.5) snadno dostaneme s pfihlédnutim k (H.9) odhad na J:
pro vSechna n > m je

oo

14" | < Pogs (L Fxl) Sexp< > |ka> <e<3
k=m-+1

a fada Z;imﬂ | gr | konverguje stejnomérné na J. Funkce h.n, je tedy souctem stejno-
mérné konvergentni fady spojitych funkci a je tedy spojita na J. Soucin kone¢né mnoha
»pocatecnich“ spojitych faktort nemiize tuto spojitost zménit, tj. funkce

h(@) = (1+91(2)) (1 + 92(2)) -+ (14 gm(2)) - ham (), wE T,

je spojitad na J; odtud jiz plyne tvrzeni véty. O

Pro préaci s nekonec¢nymi souciny se hodi fada dalsich tvrzeni, kterd jsou analogicka
tvrzenim o fadach funkci, je v8ak netrividlni je dokézat: jejich dukazy vyzaduji trochu ji-
nou techniku, nejde vzdy jen o pouhy ,,prenos“. Ukazeme dale, jak lze nekonecné souciny
vyuzit.
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I Euleriv soucin pro sinus

K feseni tzv. Basilejského problému, se kterym jsme se seznamili v Dodatku A, pouzil
LEONHARD EULER (1707 — 1783) vyjadfeni funkce sin nekoneénym soucinem: predsta-
voval si sin jako ,polynom nekoneéného stupné“ a vyjadril ho souéinem (nekoneéné
mnoha) kofenovych ¢initeld.

Dospél tak ke vzorci

sinTr f[ ( _) . (1)

Tento vzorec se zpravidla dokazuje relativné pokrocilymi metodami teorie funkci kom-
plexni proménné (plati totiz dokonce pro kazdé x € C), my ho vSak dokdzeme vcelku
elementarné pro vSechna x € R jen na zdkladé ziskanych poznatkt o nekonecnych sou-
¢inech.

Poznamka I.1. Snadno nahlédneme, Ze funkce na levé strané rovnosti (I.1) je licha,
nekonecné diferencovatelnd 2-periodicka funkce, jejiz mnozina vsech nulovych bodu je
rovna mnoziné Z a ze pro tuto funkci plati vzorce, v nichz vystupuje funkce cos, ktera
vSak je jen ,posunutym sinem“. Jsou to divody, které by €inily rovnost v (I.1) zfejmé&jsi?

Nulové body funkce f, definované hodnotou nekone¢ného soudinu na pravé strané
rovnosti (I.1), tvofi rovnéz mnozinu Z; rozepsanim na linearni faktory snadno nahléd-
neme, 7e

n

o) = Jim o [ (14455

) o[ (1-2) = -rto),

takze f je také licha funkce. Pokud f rozepiSeme ,,po dvou ¢initelich“ ve tvaru

2) :xkl;[l (1= ) (- )

dosadime 2z za x a upravime, dostaneme

f(2x):2xl£ll<1—wf7:ik_“><l—i%> =
:2:ck];[1(1— ﬁ> Icl;[l<1_ m) (L.2)

Tento vzorec napadné pripomind vzorec pro dvojnasobny thel, coz je dalsi indicie, pod-
porujici hypotézu, ze v (I.1) plati rovnost. Tudy vede cesta k dikazu, popsaném v [9],
ktery je vSak ponékud nepfirozeny: vyuziva tzv. Herglotziv trik, se kterym se ctenar
miZze seznamit nap¥. v textu [27], nebo v monografii [24]. N4§ dalsi postup je zaloZen na
¢lanku [8], ktery popisuje elementarni dikaz, zalozeny na Eulerové zakladni myslence.

Pfipomenme, Ze jsme exponencialu na C definovali jako soucet mocninné fady

expz:i% C,
k=0
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a ze vime, Ze pro redlnd z je téz

lim (1 + Z)n =expz. (1.3)

n—oo

Ukézeme nejprve, ze vzorec (I.3) plati pro vSechna z € C. K tomu dokdzeme jednoduché
obecnéjsi tvrzeni:

Tvrzeni I.2. Necht gi.(n), k,n € N, tvoii posloupnost kompleznich funkci definovangch
na N a necht pro kazdé k € N je limn—oo gi(n) = Ay € C. JestliZe pro vsechna k,n € N
jelgr(n)| < My < oo a ro, Mip < oo, potom

nhﬁngo Z gr(n) = Z Ay . (1.4)
k=1 k=1

Dikaz. Podle vé&t o limitach zfejmé pro vSechna k € N je | Ax| < My, takZze vSechny
fady v Tvrzeni 1.2 konverguji v C absolutné. Zvolme nyni libovolné € > 0 a pak r € N
tak, ze > 2 ., My < e. Déle zvolme s € N, n > s, tak, ze |gx(n) — Ax| < e/m pro
vSechna £k =1,2,...,m an > s. Potom pron > s je

oo oo m oo oo
€
[ D 0et) = 30 Ak <D Ige(m) = Akl + 3 lge(m)] + D 1Akl Sm et e =3z,
k=1 k=1 k=1 k=m+1 k=m+1 m
z ¢ehoz jiz vyplyva dokazované tvrzeni. O

Dausledek 1.3. Pro vsechna z € C plati (1.3).

Diikaz. Zvolme libovolné z € C a definujme gy (1) =1+ z,
n) 2"
gk(n):(k)ﬁv 1<k§n7 gk(n):O, 1§Tl<l€,

pro vsechna k,n € N. Potom

Ar = lim gr(n) = —

n—00 k' ’

a Ay = 1+ z, takze je gr(1) < 1+ |2| = My, |gr(n)| < |2/F/k! = My, k > 1, a
Y ore, Ak = exp(]z]) < oo. Protoze je

wi=1=4 3 (1) () = (14 2)"

dostévame odtud pomoci Tvrzeni 1.2 dokazovany vzorec (I1.3). O

gk

k=1

Nyni pro vSechna komplexni ¢isla z polozme

sn(2) = %[(1 + %) - (1- %)] . (L5)
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Ziejmé tedy je limp oo Sn(2z) = sinh z. Rozlozime polynom s, na souéin kofenovych
Ciniteli, vyjadieni upravime a pak provedeme limitni pfechod pro n — oo. Snadno
nahlédneme, ze s,(z) = 0, pravé kdyz je

(1+2)=+(-3)

pfi¢emz musi byt w™ = 1. Odtud dpravou dostaneme (1 + w)z/n =w — 1, a tedy

w—1
o wH1
Cislo w musi byt tvaru w = €%, takze
w—lze?e_lzefﬂm_e*?@m :2isin9/2:itg§‘ (L6)
w+1l el +1 el?/24e10/2  2c0s6/2 2

Predpokladejme nyni, ze n je liché cislo, které zapiSeme ve tvaru n = 2m + 1, takze
0 = 2km/(2m + 1), kde k je celé ¢islo a —m < k < m. Z (1.5) vidime, Ze

sn(z):%[(1+n§+~~>—(1—n§+~~>} =z+4+--,

kde vynechané ¢leny vpravo jsou vesmés stupné vyssiho nez 1. Kofeny tohoto polynomu
pro n = 2m + 1 jsou tedy &isla tvaru z; = (2m + 1)itg (kn/(2m + 1)), —m < k < m.
Vsimneme si, ze kazdého kofenového Cinitele z — zi lze upravit na tvar

(z—zk):—zk<1—i)7

2k

z ¢ehoZ plyne pro polynom sz2m+1 s celkem (2m + 1) kofeny, Ze je tvaru

Soam+1(%) = Az — “ =
+1(2) o (1 (2m + 1)itg (kn/(2m + 1)) )
=4z kl;[l <1 T @m0 g (kn/2m + 1) ) ’ @7

kde A je nenulova konstanta. Jelikoz ta je v8ak zaroven rovna koeficientu u z ve vyjadreni
Sam+1, coz je 1, dostavame tak

sam+1(2) = 2 kl;[l (1 T @m 12 g (kn/2m + 1) ) ’ (L8)

coz jiz napadné pfipomina dokazovany vzorec. Ceka nas piekonani posledni prekazky:
je tfeba korektné zdivodnit limitni pfechod pro m — oo, ktery nas dovede k cili. Podle
vét o limité slozené funkce a vztahu k limité posloupnosti dostdvame

lim (2m+ 1) tg ) = Jm %

( T =km,
m— 00 2m +1
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takZe formadalni Gpravou dostaneme s pfihlédnutim k Dusledku 1.3, podle néhoz plati

limp—oo (1 + 2/n)" = €7, nésledujici rovnost

smhz—zH(l—&—kj 2).

(1.9)

Nejprve budeme dokazovat korektnost limitniho prechodu pro z € R a k snazsimu roz-

liSeni piSme x misto z. Pfedpokladejme déle, ze x > 0. Je-lir e Nam > r, je

2

xk11<1+ (2m +1)2 tg2 (kﬁ/(2m+1))> Somi1(z) .

Limitnim pfechodem pro m — oo odtud dostaneme
T mz
xH <1—|— W) < sinhz.
k=1
Dale pro 0 < 0 < /2 plati tg0 > 0, z éehoz navic dostavame
r 2
sort1(z) < H <1 + #) <sinhz.
k=1
Jestlize nyni provedeme limitni pfechod pro r — oo, dostaneme rovnost
. z? = z?
TllrgomH (l—i—W) :mH <1+W) =sinhx, x2>0.
k=1 k=1

Uvazujme libovolné z € C a necht m > r > 1. Budeme odhadovat: je

2

Z(lmr/ 2m + 1)) )’_

Som z)—z 1+
’ 2m+1(2) 1£I1< (2m + 1)2 tg?

- ’Z [1 (1 tamte tgzz(kﬁ/(2m+ 1))) ‘ x

k=1
mn 2

(.10)

% ’ 11 (H (2m +1)2 tg2z(k7r/(2m+ 1))> B 1‘ =

k=r+1

- |z]?
< 2] [kl;[l (1+ @m+ 1) tg° (kﬂ'/(2m+1)))] x

1 Elh
X[ I <1+ (2m + 1)? tg? (knr/(2m—|—1)))_1]

k=r+1

r | 2]
= samt1(2]) — | 2] [H <1+ (2m + 1)2 tg? (kﬂ'/(Qm‘*‘l)))].

k=1

Nyni provedeme limitni pfechod pro m — oo a obdrzime tak

sinh(z —zH(l+k222>’<Smh |Z|H<

=l
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pri¢emz vyraz na pravé strané nerovnosti pro r — oo konverguje k 0. Odtud vyplyva

rovnost (1.9). Protoze je sin(z) = —isinh(iz), dostaneme odtud Eulertv vzorec
sinz:zH<1—W>, ze€C. (I.11)
k=1

Poznadmky I.4. Polozime-li ve vzorci (I.11) z = 1/2, dostaneme nam jiz zndmy Walli-
stv vzorec z r. 1655

™ ™

L0-5)-5 [0-g)-"5

Uvéazime-li identitu (1/2) sin 2z = cos 7z sin 7z, dostaneme po Gpravach rovnost

=IO () ==110-(5)) L0~ (557 ==

ktera nam da vyjadreni

cosz—ﬁ(l— <2k2—7—1)2)’ zeC.

(Pozor, formalné trivialni vypocet je tfeba zdtivodnit, coz skryva jesté kus prace!) Vzo-
rec (I.11) je rovnéz kliem k vypocétu nékterych hodnot Riemannovy (-funkce: v le-
tech 1734-35 by mohl Euler pomoci né&j uréit vSechny hodnoty ((2k), k € N. K tomuto
vysledku Euler pozdéji skute¢né dospél.

J Funkce gama

V této casti Ctenar nalezne zakladni informace o funkci gama. Nebyva zvykem se ji
zabyvat v zakladnim kurzu matematické analyzy, i kdyz jsou v ném prakticky vSechny
k tomu potrebné nastroje i nékteré prilezitosti k jejimu vyuziti. V této casti se Ctenar
textu setkd s vyuzitim nekone¢nych soucind.

Historicka poznamka J.1. Za¢neme citdtem: Aside from the so-called ,elementary
functions® (...), the special function that occures most frequently in analysis is un-
doubtedly the Gamma function. (Kromé tzv. ,elementdrnich funkci® (...), nejcastéji se
v analyze vyskytugict specidlni funkce je funkce gama.) (Viz [26], str. 460.)

Funkce I' se typicky vyskytuje pfi feseni sloZitych problémi a proto se vzdy tésila
zajmu pfednich matematikti. Vysetfovani funkce I" je vénovana v ucebnicové literatuie
velkd pozornost; viz napt. [26], [15], [28] apod.
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Definice J.2. Definujeme
I'(x) ::/ e "t"tdx, x€(0,00). (J.1)
0

Definice J.3. Funkce f definovana na intervalu I C R se nazyva logaritmicky konvexni,
je-li slozena funkce log of konvexni na I.

Je ziejmé, ze logaritmicky konvexni funkce jsou kladné, jinak nemd Definice J.3
smysl. Soucin kone¢né mnoha logaritmicky konvexnich funkci je zfejmé logaritmicky
konvexni funkce. Zajimavé vlastnosti logaritmicky konvexnich funkci jsou napt. prfedmé-
tem Cviceni 10 na str. 204 v [26].

Véta J.4. Funkce I' md ndsledujici vlastnosti:

(a) vyhovuje funkciondlni rovnici
f(x+1):$f($)7 x’G(OyOO), (J2)

(b) plati I'(1)=1,

(¢) funkce I' je na intervalu (0, 00) logaritmicky konveznt.

Dikaz. Pomoci metody per partes pro Newtonuv integral dostaneme
oo
I'(z+1) :/ e 't dt =
Jo
= [—efttz]toio —|—m/0 e "t At =x(x), x€(0,00),
a proto plati (J.1), resp. podminka (i). Jesté snaze spocteme I'(1) = 1, z ¢ehoz plyne
podminka (ii). Pro ditkaz posledni vlastnosti potfebujeme Holderovu nerovnost v inte-
gralnim tvaru (viz standardni ucebnice pokroc¢ilejsi analyzy, napt¥. [15]). Zvolme p € R,

p>1a g € R tak, aby platilo (1/p) + (1/¢q) = 1. Podle Holderovy nerovnosti plati pro
v8echna z,y € (0, 00)

T (f 4 g) :/ +@/P) /D=1~ 34 :/ (tzfleft)l/P (tyfleft)l/q dt <
0 0

p q
([ ) (o)
= (D))" ()Y .

Po logaritmovani odvozené nerovnosti dostaneme jednoduchou tpravou
(o6 1) (£+2) < 3 tog) () + 1 (08 1) (1)
p a) " p q ’

coz dava logaritmickou konvexitu funkce I'. O
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Z funkcionélni rovnice (J.2) jednoduse plyne rovnost
fl+2) = (z+ Daf(z),
ze které snadno indukci odvodime rovnost
flz+n)=(@@+n—-1(z+n—-2)...(z+1)zf(z), (J.3)

ktera plati pro vSechna = € (0,00) a vSechna n € N. Zde si povSimneme faktu, ze FeSeni
rovnice (J.2) maji jednu vlastnost spole¢nou s periodickymi funkcemi: znalost funkce f
napf. na intervalu (0, 1] ndm umoziuje urcit pomoci (J.3) hodnoty funkce f na intervalu
(1,2] a obecnéji na vSech intervalech tvaru (n,n+ 1], n € N. Ze vzorce (J.3) dostaneme

vzorec
1

f@) = zx+1)...(z+n-1)
Ten nam ukazuje i moznost ,postupu zpét“. Shrneme-li tyto poznatky, vidime, ze hod-
noty v kazdém intervalu tvaru (n,n+1], kde n =0,1,2,..., uréuji f na celé kladné po-
loose (0, 00). Vzorec (J.4) mtZzeme pouzit i k rozsifeni funkce I’ na R\ {—1,—-2,-3,...}
pii zachovani podminek (a), (b). To je zajimavé s ohledem na fakt, ze integral v (J.1)
konverguje pro vSechna z € (0, 00), avSak pro z € (—o0,0] diverguje.

Jednim z nasich cili je podat definici funkce I na co nejvétsi podmnoziné C, ne-
zéavislou na pojmu integralu, a to pomoci modifikace Gaussova vzorce. Poznamenejme
jesté, ze jednoznaénost FeSeni funkciondlni rovnice (J.2) spolu s podminkou z (b) ne-
zaruci sebevétsi predpokladana hladkost hledaného feseni. Klicovou vlastnosti vedouci
k jednoznacnosti je logaritmickd konvexita. Plati totiz néasledujici véta:

f@+n). (J.4)

Véta J.5 (Bohr, Mollerup 1922). Ezistuje prdvé jedna funkce f definovand na in-
tervalu (0, 00), kterd vyhovuje funkciondlni rovnici (J.2), podmince f(1) =1 a je loga-
ritmicky konvezni na intervalu (0, 00) .

Poznamka J.6. Uvedenou vétu dokézali r. 1922 dénsti matematici HARALD BOHR
(1887 — 1925) ") a JOHANNES MOLLERUP (1872 — 1937); protoze se EMILU ARTINOVI
(1898 -1962) podatilo dikaz opravdu podstatngm zpisobem zjednodusit, byva Véta J.5
nékdy spojovana se jmény Bohr, Mollerup a Artin. Je téZ potfebnym klicem ke ,kralov-
ské* cesté k zavedeni funkce I" pomoci méné naroc¢né alternativni definice.

Podle Véty J.4 funkce f s uvedenymi vlastnostmi existuje: je to napt. funkce I'. Jedno-
znacnost plyne z nasledujici véty:

Véta J.7. Necht je f libovolnd funkce, kterd vyhovuje podminkdm (a), (b) a (c) z Véty
J.5. Potom pro kazdé x € (0,00) existuje v R limita

n*n!

i
nvee 2z + 1) - (z + n)

a jeji hodnota je f(x).

7) H. BOHR byl bratr NIELSE BOHRA (1888 —1962), zndmého danského fyzika (autor znamého
model atomu); Harald studoval v r. 1909 u EDMUNDA LANDAUA (1877 — 1938).
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Dikaz. Polozme h = log«f, kde f je libovolna funkce vyhovujici podminkam (a)- (c).
Z rovnice (J.2) plyne rovnost

h(x +1) = h(z) +logz, € (0,00). (J.5)
Z podminky (b) dostaneme h(1) = 0 a odtud spolu s rovnosti (J.5) dostaneme
h(n+1)=log(n!), neN.

Odtud plyne, ze pro libovolnou f, a tedy i h jsou hodnoty h(n) v bodech n € N uréeny
jednozna¢né. Staci se tedy zabyvat hodnotami v bodech = € (0,00) \ N.

Z podminky (c) plyne, ze funkce h je konvexni. Zvolme z € (0, c0)\N. Uvazujme nyni
pro body n,z,n+1,n+2 nerovnosti (plynou ze ,seénovych podminek* pro konvexitu h)

h(n+1) — h(n) < h(n+z+1)—h(n+1)
(n+l)—-n — (mm4+z+1)—(n+1)

h(n +2) — h(n + 1)
(n+t2)—(n+1) ~

<

z nichz dostaneme tpravou po zjednoduseni nerovnosti
zlogn < h(x+n+1)—h(n+1) <zlog(n+1),
nebo-li

log f(x +n+1) —log f(n+1)
z

logn < <log(n+1).

Odtud po tpravé a ,odlogaritmovani“ dostavame
log(n®n!) <log f(x +n+1) <log((n+1)"n!) .
S ohledem na (J.3) plati

n'nl<z(xz+1)...(z+n)f(zr) < (n+1)°n!, resp.

lgf(““")'<gc(gc+1?)13-6?1-!(1»Jrn))ilS (”Il) (3:6)

z ¢ehoz jiz plyne limitnim pfechodem platnost dokazované véty. O

Jako vedlejsi produkt jsme obdrzeli vyjadieni funkce I ve formé nekone¢ného sou-
¢inu:

Dusledek J.8. Pro kazdé = € (0,0) je

n®n!

Pe) = tm e v (J-7)

Vratme se jesté k vyjadieni (J.7). Tento vzorec umoziiuje po vhodné tipravé pohodlné
rozsifit funkci I do komplexniho oboru. Pfipomerime, ze existuje

n

o (554 <

k=1
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Cislo v je tzv. Eulerova konstanta 8) a je v = 0.5772156649 . .. Snadno nahlédneme, ze
je

1 g 1
</ b gt
Jn

=1
n+1 g

< 1
t n n

a tedy pro vSechnan > 2 a

n—1

:c,uz(i%—logn) y,uz(i%—logn)
k=1 k=1

plati vztahy zn < Tnt1, Ynt1 < Yn, Tn +1/n = yn, tedy limity limn,— oo n & limp—oo Yn
obé existuji a jsou si rovny. Poznamenejme, ze pokud si predstavime z,, geometricky jako
rozdil obsahu obrazce odpovidajiciho specidlnimu hornimu Riemannovu souctu s celoci-
selnymi body déleni intervalu (1,n) a Riemannova integrélu pro funkeci 1/x pfes interval
(1,n) (nacrtnéte si obrazek), jsou monotonie posloupnosti x,, jeji konvergence a koneéné
také i fakt, ze 1/2 < v < 1, zfejmé.

Vzorci (26) lze dat i jiny tvar:

. n“n!
I(z) nan;o z(x+1) - (x+n)

1 n! ex(logn) . eac/l . e310/2 . .ex/nefzc/l . efac/2 . .efac/n
= lim — =
n—oo T (14 (/1)) (L + (2/2))--- (1 + (z/n)) - n!
1 C1_1_ 1y T e/
= i L z(logn i—5— n) e 0 .
Jim —e H1—|—(x/n)7 z € (0,00)

Tak dostavame pro z € (0, 00) jesté vzorecek

n ex/n

— tim Lo
n—co T nll 1+ (z/n)’

neboli pfi uziti standardniho oznaceni pro nekonecny soucin

oo

F(m)ziefﬂ/x-H

n=1

ex/n

—_—, € (0 .

Poznamka J.9. Poznamenejme, Ze nekoneény soucin v posledni rovnosti vpravo kon-
verguje dokonce pro kazdé x € C\ {—1,—2,...} k holomorfni funkci, kterd je holomorf-
nim rozsifenim funkce I' z kladné realné poloosy na C\ {—1,—2,...}. Jestlize takto
funkci I' definujeme viude v C \ {—1,—2,...}, plati pro vSechna z z této mnoziny

1 ~z ! z —z/n
_ 14 2) e,
I'(2) =e H ( + n)©

n=1

8) Nékdy se uziva oznaceni Euler-Mascheroniho konstanta. Euler ji urcil asi r. 1834 s pies-
nosti na 15 desetinnych mist, LORENZO MASCHERONI (1750 — 1800) na 32 mist, z toho vSak bylo
pouze 19 mist spravné. Je zajimavé, Ze se ani v dnesni dobé patrné nevi, zda je v racionalni
nebo iracionélni cislo.
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pri¢emz vpravo stojici nekoneény soucin urcuje funkci holomorfni dokonce v celé kom-
plexni roviné C. Proto je ¢asto vyhodné pracovat misto s funkci I" s jeji pfevracenou
hodnotou, kterou lze dodefinovanim hodnotou 0 holomorfné rozsitit na C.

Material k procvicovani znalosti o funkci I" je ¢etny; fadu péknych piikladi najdeme
ve Cviceni 6, str. 394 v [26]. Kniha [26] obsahuje i zna¢né kondenzovany vyklad o funkci
I'; a to na str. 460 — 473. Snadno dostupnym pramenem je [15].

K Stirlingtv vzorec

Vysledek, o kterém se zminime v této ¢asti, predchazel objevu funkce I'. Je spojovan
se jménem JAMESE STIRLINGA (1692 — 1770) a my ho odvodime za pomoci znalosti
o funkci I'. Opét budeme muset vyuzit nékterych poznatki z teorie integralu. Ve druhé
Céasti popiSeme cestu, kterd je podobnd Stirlingovu pfistupug).

Z vlastnosti funkce I" plyne
n!=I(n+1) :/ e "™ dt .
0

V integralu vpravo provedeme substituci ¢ = n + sv/2n, takze dt = /2nds a pak ho
upravime — dostaneme tak postupné

n! :/ (n+s 2n)”e7(”+s\/ﬂ)s/2nds =
—1/n/2

=+/2nn"e " b 14 sy/2/n)"e *Vids =
w/—w/n/Z ( * / )
=+/2nn"e™ " exp| —sv/2n +nlog(l+sy/2/n) | ds K.1
/m p[ —sv/2n+n log(1+sv/2/m)| (K.1)

Ziejme je
2 —5+/2 log(1 + s+/2
—s\/2n—|—nlog(1+s\/2/n):8 2 5y/2n 4 n log(1+ s /n):

< 2n n

2
—s% (sv/2n — log(1 + 5y/2/n)) (m) = 5B (s\/2]n)) ,
kde &(t) = 2(t — log(1 +t))/t>. Proto z (K.1) vyplyva pii zavedeném oznaceni

n! oo )
Norr ,/\/n—/ze"p[_ s°® (sv/2/n)] ds . (K.2)

Odtud dostaneme limitnim pfechodem pro n — oo

lim ot lim exp[—3245 (sv/2/n)] ds =

n— oo 2nnnte— " n— oo 7\/n_/2

/oo e da = /7, (K.3)

— o0

v [5]; v dodatku k této partii lze v [5] nalézt zajimavé historické poznamky.
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coz po upravé dava Stirlingtv vzorec v obvyklém tvaru

n! n!
lim — =1, resp. nl~v —m——. (K.4)
n—oo \/2mn (n/e)" V21 (n/e)n
Tento dikaz se zda byt jednoduchy, vzorec pro vypocet Laplaceova integralu byva znam
z teorie miry a také véty pro limitni pfechody byvaji znamé, presto bychom chtéli dukaz
»2méné zavisly“ na jinych pramenech. Proto poznamenavame jen potfebny odkaz napf. na
[25], kde se dokazuje obdobné

lim I'(x+1)

v—oo (g/e)®y/2mx -

Dukaz Stirlingova vzorce. Jiny vcelku elementarni dikaz, ktery budeme v néasledujici
Casti prezentovat, pochazi od WILLIAMA FELLERA (1906 — 1970); viz [9]. Problém spociva
v nalezeni odhadu pro log(n!) = log 14+log 2+ - - +log n. Je vcelku pfirozené interpretovat
soucet jako integral po ¢astech konstantni funkce L, nabyvajici hodnoty log k na intervalu
o jednotkové délce (k—1/2,k+1/2), k =1,2,...,n, a to pfes interval I, = (1/2,n+1/2).
Tak jsme pfirozenym zpusobem vedeni k odhadu integralu rozdilu L(t) — logt, t € I,.

Z technickych davodt budeme integrovat zvlast pres dil¢i intervaly délky 1/2, na
kterych rozdil L(t) —logt neméni znaménko (nécértek usnadni pochopeni dalsiho postupu,
nékterd fakta , je vidét“).

Pro kazdé k = 1,2,...,n je na intervalu (k — 1/2, k) zfejmé logt < L(t), zatimco na
intervalu (k,k + 1/2) je L(t) < log(t). Pro hodnotu integralt dostdvame pomoci substi-
tuce k — u = t postupné

k k
ak ;:/ (L(t) — log(t))dt :/ (logk—logt) dt =
k—1/2 k—1/2
0 1/2 du
= — (logk — log(k —u du:/ log ————,
/. ) dn = [ g 0

a podobné pomoci substituce k +u =t
k+1/2 k+1/2
by = / (log(t) — L(¢t))dt = / (logt—logk) dt =
k k
1/2
:/ (log(u+k)—logk)du:/
0 0
Oba integraly pro k — oo konverguji k 0 a pro vSechna t € (0,1/2) je zfejmé

7>1+2>;
1—u/k k™ 1—u/k+1’

v log <1 + %) du .

z ¢ehoz vyplyva podle Leibnizova kritéria konvergence nasledujici fady se st¥idavymi
znaménky

ar—bi4+az—ba+---+apr —bp+---.
Oznacime-li jeji soucet S a oznacime dale I tu primitivni funkci k logaritmu, ktera ma
v bodé 0 limitu 0, tj.

I(x) ::/ logt dt =z logz — x,
Jo
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dostaneme pro ¢astecny soucet vztah
a1 —bi4az — by + -+ an =log(n!) — 3 log(n) —I(n) + I(3) =
=log(n!) — 2 logn —nlogn+n+1(%). (K.5)
Odtud dostéavame limitnim pfechodem

Jirréo(log(n!)—(n+%) logn+n) =5—1(3). (K.6)

Toto jiz je Stirlingtiv vzorec az na ,malickost“, totiz ze na misté faktoru /27 se naléza
&islo e, kde

Ci= i (ax — br) —I<%). (K.7)

k=1
Protoze snadno nahlédneme, ze

1/2 2
ak—bk:—/ log(l—ﬁ)dt7
0

[e')

/
C:—Z/()l/zlog(l—Z—z>dt —/01 2logtdt.

k=1

je tedy

Protoze nekoneény souéin vyjadiujici funkci t~* sin 7t konverguje na intervalu (0,1/2)
stejnomérné, mizeme zameénit sumu a integral, ¢imz obdrzime

1/2 . 1/2
C:—/ logsmﬁtdt zllogw—/ logsin 7wt dt .
Jo ™ 2 Jo

Posledni integral, resp. jeho varianty, se ¢asto pocitaji, proto jen prozradime vysledek:
jeho hodnota I je —% log 2, coz da hodnotu C. Je

1 1
C= ilogﬂ'—&—ilogQ;

odtud pak dostaneme konstantu ve Stirlingové vzorci: € = /27. Viz jesté nasledujici
priklad. O

Piiklad K.1. Zrejmé je, coz potvrzuje eventualni nasi ndzornou predstavu,
1/2 1/2 1/2
I:= / logsinwtdt = / log sin (% — t)ﬂ'dt = / log cos wt dt . (K.8)
0 0 0

Proto také dostavame

1/2 1/2 .
21 = / (log sin 7t + log cos 7Tt) dt = / log sm2271't dt =
0 0

1 vz o 1 1 1
=——log2+ logsin27wtdt = —=log2 + = logsinTudu = —=log2 + 1,
2 0 2 2 /o 2
kde posledni rovnosti dostaneme pomoci substituce 2t = u a zvazeni, ze transformovany
integral spolu s faktorem 1/2 dé opét I. Dostaneme tak pro pfedchézejici dikaz hodnotu
C = (1/2)log 2m.
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Poznamka K.2. Vzorec (K.4) je asymptoticky a nefikd nic o mozné chybé. Neni ob-
tizné odvodit vztah

1 0
nl=\2rn(n/e)" exp (g + 13003 ) » 10n] <13 (K.9)
viz ([28]), odkud je téz pfevzat nasledujici numericky piiklad (pracujeme s dekadickym
logaritmem !): Pomoci (K.9) dostaneme log,, (10000!) = 35659,4542745, takze 10000 !
ma celkem 35 660 cislic. Relativni chyba vzorce zavisi na n. Polozime-li napf. pro n = 10
v (K.9) postupné 6, = —1,0, 1, dostaneme

3628505 < 10! < 3629114

pricemz je 10! = 3628 800. Je pochopitelné, ze neuvadime jiz zminéné ¢islo 10 000!, pro
zajimavost vSak uvedeme cislo

1000! = 93 326 215 443 944 152 681 699 238 856 266 700 490 715 968 264 381 621 468
592963 895 217 599 993 229 915 608 941 463 976 156 518 286 253 697
920 827 223 758 251 185 210 916 864 000 000 000 000 000 000 000 000,

které ma ,,pouhych® 158 cislic.

Historické poznamky k Dodatkum

(A) V této ¢asti jsou popsany dva elementarni ptistupy k seéteni fady, uréujici hodnotu
¢(2) Riemannovy (-funkce. Pivodni Eulerova metoda byla zalozena na piedstavé, ze 1ze
tvrzeni o kofenech polynomu aplikovat i na (nekoneéné mnoho) v8ech nulovych bod
funkce sin lezicich v R. Tuto metodu kritizoval JOHANN BERNOULLI (1667—-1748) a
vytykal ji, Ze je zalozena na predstavé, ze funkce sin (v komplexni roving) nemé zadné
jiné nulové body. To podnitilo Eulera k dalsimu vyzkumu, kterym dospél az k objevu
tzv. Eulerovych vzorci, popisujicich vztah (komplexni) exponencidly a goniometrickych
funkeci.

(B) Je velmi zajimavé, kolik dalsich vyzkumu vyvolalo Archimedovo tsili o urceni ¢iselné
hodnoty ¢isla 7 v poslednich cca 40 letech. V této ¢asti popisovany BPP vzorec vzbudil
senzaci, i kdyz jeho vyznam pro praktické urceni hodnoty 7 je zanedbatelny. Neni totiz
efektivnéjsi“, nezli vypocet, pfi némz pocitame i vSechny predchézejici ¢isla rozvoje
(pfesnéjsi formulace piesahuje ramec tohoto textu). Je zajimavé si uvédomit, ze vSechny
potiebné nastroje k dikazu vzorce jsou velmi staré. Vice se lze docCist ve zminéném
¢lanku [21] a mnoho dalsich informaci lze nalézt i na Internetu.

(C) Jednim z nejdéle pouzivanych postupt k ziskani ¢isla 7 s velkou presnosti bylo uziti
Machinova vzorce. Uzival se od svého vzniku r. 1706 po nékolik stoleti. V zasadé lze
fici, Ze i ostatni podobné vzorce Machinova typu maji jednu spole¢nou vlastnost: pocet
platnych desetinnych mist roste linedrné v zavislosti na poctu operaci, které je tieba
provést. Presto vsak volba vhodného vzorce tohoto typu vypocet velmi usnadni. Kupo-
divu teprve v posledni dobé se podafilo najit algoritmy nesrovnatelné ,rychlejsi“, které
v kazdém kroku zdvojnéasobuji, ztrojnasobuji, ..., pocet platnych cifer jiz nalezeného
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rozvoje, nikoli vSak bez vzrustu slozitosti. Mnoho odkazli na zdroje informaci o téchto
algoritmech lze nalézt opét v ¢lanku [21].

(D) Zde je ukézano, ze nevhodnost uziti Leibnizovy fady k vypoctu ¢asti rozvoje éisla
7 mé jesté dalsi divody. Metoddm vypoctu m byla v posledni dobé vénovana zvysena
pozornost; je zajimavé, jak se problematika existujici v matematice mnoho staleti mtize
stat opét velmi aktudlni. S rostoucim poctem novych metod a algoritmi se rozvijely i
metody jejich srovnavani, teoretické zazemi pro vypocetni slozitost apod. Je zajimavé,
ze metody vypoctu ¢isla 7 jsou uZitecné i pfi testovani novych pocitacu.

(E) V tomto Dodatku uvedena véta doplituje informace o operacich s mocninnymi fa-
dami. Dikaz neuvadime, organicky zapada lépe do latky teorie funkci komplexni pro-
meénné. Véta ilustruje, jak lze ziskat rozvoje, které souviseji s latkou uvedenou v na-
sledujicim Dodatku. Typickymi piiklady pouziti jsou odvozeni nékolika prvnich ¢lenti
rozvoju funkci tg a cotg.

(F) Bernoulliho ¢isla se poprvé objevuji v knize Ars conjectandi, kterou napsal JACOB
BERNOULLI (1654 — 1705). Autor se odvolava na uvahy fady svych pfedchidcd, napf. na
JOHNA WALLISE (1616 — 1703), byl to vsak pravé Bernoulli, od jehoz prace se odviji dalsi
vyvoj v tomto sméru. Préace je pravdépodobné viibec prvni knihou, ktera spada do teorie
pravdépodobnosti. Vydal ji az r. 1713, osm let po Jacobové smrti, jeho synovec NICOLAS
BERNOULLI (1687 —1759). Kromé vykladu zakladd kombinatoriky kniha obsahuje feSeni
problému nalezeni kone¢nych souct p-tych mocnin prvnich n pfirozenych cisel. Dotkli
jsme se ho jiz v Prikladu 1.3.31.

(G) Tento Dodatek seznamuje ¢tendre s velmi silnou s¢itaci metodou, realizujici ale-
spon Castecné Eulerovy predstavy o moznosti ,s¢itat® mocninné fady mimo obor jejich
konvergence. Dokumentuje tak zvyseny zdjem o séitaci metody po zvefejnéni Cesaro-
vych vysledkti o ndsobeni fad jesté pred Fejérovymi vysledky. Slusi se jesté poznamenat,
Ze uzivani divergentnich fad vlivem LOUISE AUGUSTINA CAUCHYHO (1789-1857) ne-
zmizelo: Divergentni fady byly nadale uzivany napf. v astronomickych vypoctech, ale
prakticky vymizely na cas z matematiky.

(H) Prvni zndmé uziti nekonecného soudinu se objevilo v praci z r. 1579, kterou napsal
FRANGOISE VIETA (1540 — 1603). Vieta odvodil vzorec

z,ﬁ 1+1ﬁ L1 1
) 2 2V2 2 22 2

Jiz dfive jsme se v Kapitole 11 sezndmili s nekoneénym souéinem vyjadfujicim /2,
ktery objevil r. 1655 JOHN WALLIS (1616 — 1703). Prvym, kdo se nekoneénymi souciny
zabyval systematicky, byl Euler, avsak prvni systematicka teorie konvergence nekonec-
nych soudint je az z r. 1889 a jejim autorem je ALFRED PRINGSHEIM (1850-1941). Euler
presto dosédhl pomoci nekoneénych soucinii vyznamnych vysledki, napt. dostal tak vétu
o ,pétithelnikovych ¢&islech“ (pentagonal numbers). Také FERDINAND GOTTHOLD MAX
EISENSTEIN (1823 -1852) v praci z r. 1847 systematicky studoval nekone¢né souéiny,
dokonce i neabsolutné konvergentni, avSak v ¢asti popisujici napft. derivovani fad funkci
apod. se vyskytuji nepiesnosti; to byl patrné hlavni divod toho, ze KARL THEODOR
WILHELM WEIERSTRASS (1815 —-1907) nikde Eisensteinovy vysledky necituje.

=

oo
™
"'—HCOSQ—k.
k=1
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(I) Euler sice pracoval hojné jak s fadami, tak i s nekoneénymi souciny, ale otdzkami
jejich konvergence se nezabyval. Funkce popsané nekone¢nymi souciny chéapal jako pfi-
rozena zobecnéni polynomu a nékteré vlastnosti polynomu na tyto funkce prenasel. Ne-
kone¢ny soucin pro funkei sin (a také cos) odvodil v praci z let 1734-35.

(J) Prvni pfesné zavedeni ,budouci I'-funkce“ nachdzime u Eulera. Ten se seznamil s for-
mulaci problému interpolace prostiednictvim CHRISTIANA GOLDBACHA (1690 — 1764).
V letech 1729 —30 dospé€l k reseni 10) dvojim zptisobem: nejprve popsal rozsifeni ve formé
nekonecného soucinu a pak nalezl integralni vyjadfeni takto definované funkce.

Problém rozsiteni faktorialt z N na R m4 samozfejmé nekoneéné mnoho feseni, Eu-
lera vsak genialni intuice dovedla k feSeni, které se ukézalo pozdéji jako velmi vyznamné.
Obtiznost feSeni priblizuje fakt, ze I'-funkce je ,transcendentnéj$i“ nez bézné elemen-
tarni transcendentni funkce 11). Euler dospél nejprve k nekonec¢nému soucinu

)LL) 2 () ) ()
1) n+1 2) n+2 3) n+3 ftet k k+n
Jestlize budeme v prvnim vyrazu (nekoneénékrat) kratit, dosp&jeme opravdu k n!, v té

dobé se vSak otazky legitimity podobné tpravy pomijely. Odsud lze dospét k vyjadreni
pomoci vzorce, ktery odvodil CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 — 1855)

n! = lim mi(m + 1)
- omeo (nt)(n+2)--(ndm)

Zde se vsak Euler nezastavil. Snadnou manipulaci z (K.1) dostal pro n = 1/2 formuli,
kterou objevil r. 1655 JOHN WALLIS (1616 —1703)

() () ()

Ta souvisi s integrdlem vyjadfujicim obsah jednotkového pilkruhu, coz inspirovalo Eu-
lera k hledani integralniho vyjadieni. Dospél tak ke vzorci

1 oo
n! :/ (—logz)" dx :/ e '™ dt .
0 0

Integral v pfedchazejicim vztahu vpravo mé smysl i pro n € (—1, 00). Pozdéji se stabili-
zovalo vyjadieni

o0
I'(z) :/ e "t hdt, x€(0,00).
0
Jeho autorem, vcetné oznaceni ,gama-funkce“ symbolem I' a nazvu Eulertv integral

druhého druhu, je ADRIEN MARIE LEGENDRE (1752 — 1833). Euler sdm pouzil toto
vyjadfeni v pozdéjsi své préci z r. 1781 (otisténa 1794).

10) Toto feseni popsal v dopisech Goldbachovi z 13. 10. 1729 a z 8. 1. 1730; bylo v8ak publi-
kovéano v r. 1738.

1) Transcendenci funkce I" dokézal jiz Euler. R. 1887 OTTo L. HOLDER (1859 — 1937) dokazal,
ze funkce I' neni dokonce ani feSenim zadné algebraické diferencialni rovnice.
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(K) Zkoumani podobného typu jako ta, kterd jsme popsali v Dodatku F, dovedla Eu-
lera az ke vzorci, ktery se dnes obvykle nazyva FEuler-Maclauriniv vzorec. Pomineme
podrobnosti a napiSeme ho ve tvaru

S5 = [ @)de = L1 - F0)]+ T2 1 ) - S 0]+
k=0 0 ’

F D) = )] 4+ B [ () — (D)) 4+ R,

! (2k)!

kde f € C®**V([0,n]), tj. f je (2k + 1)-krat spojité diferencovatelna funkce. Avsak
ani Stirling, ktery pouzil podobnou tvahu pro konkrétni tlohu, a ani Euler, neuvadéli
zbytek Ry a pracovali s fadou, kterd vSak je ve vSech praktickych prikladech divergentni.
Maclaurintiv pfistup byl z dnesniho hlediska modernéjsi. Pro zbytek plati

1 n
By = l/ FED (@) Bogga (x)
Jo

2k + 1)

kde By jsou vySe definované Bernoulliovy polynomy (ani zde neni terminologie zcela
stabilni, nékdy byvaji definovany Bernoulliovy polynomy jako souciny (k!) Bx). Euler
i Maclaurin dospéli k obecnému vyjadreni patrné nezavisle, Maclaurin je publikoval
v r. 1742. V Eulerovych pracich se s nim setkdvime na vice mistech; Euler k nému
dospél za svého prvniho petrohradského pobytu.

Stirlingtv vzorec je ve skutecnosti vysledkem dlouhé spoluprace dvou matematiki
s podobnym osudem. Stirling a ABRAHAM DE MOIVRE (1667 — 1754) nedoséahli nikdy
pozic na vyznamnych univerzitach, oba z politickych duvodt. Zatimco Moivre s rodici
emigroval z Francie do Anglie po vydani Nantského ediktu (1685) a vSichni byli brani
v Anglii jako cizinci, Stirling byl vyloucen z Oxfordu r. 1716, kdyz jako jakobita odmitl
ptisahat vérnost krali. Zasluhou Stirlinga bylo urceni hodnoty faktoru \/% K tradic-
nimu nepfesnému oznadeni ,,Stirlingova formule“ (vzorec) pfispél Moivre tim, ze kdyz
nalezeny vztah r.1737 publikoval a oznadil Stirlinga jako autora hodnoty pifislusného
faktoru, udélal to z jazykového hlediska nepfesné: Vyjadieni bylo mozno chapat tak, ze
autorem celého vztahu je Stirling. Podrobnéji se ¢tenaf o historii tohoto objevu mtze
doéist v [6]. Radu riiznych diikazt Stirlingova vzorce lze nalézt v bakalaiské praci [20].

Slovo na zaveér :

Rad bych podékoval tém ¢tenaitim, ktefi text docetli az k témto fadktam. I kdyz byl plny
ruznych historickych komentaid a poznamek, pfiznavam, ze jsem po celou dobu studii
déjepis nendavidél. Odlisil bych ho vsak rad od dé&jin jako takovych, které mne vidy
lakaly. Casem piibyl zajem o to, jak se nékteré véci v matematice vyvijely. Povazuji za
dtlezité to alespon cdstecné zndt, i kdyz v matematice je to tézsi nez v jinych védach.
Historické poznamky mély ve ¢tenafi alesporni ¢asteéné vzbudit zvédavost a chut nezavirat
matematickou knizku, ktera takové poznamky obsahuje. Nékdy jen odlehcuji text, jindy
upozornuji na zvlastni okliky, jimiz se vyvoj ubiral, a obcCas jdou az na kofen véci. Mély
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by v pripadé tohoto textu pokud mozno vzbudit u ¢tenafe i tctu k dlouhému vyvoji
matematiky a do jisté miry i hrdost: Matematika je soucdsti historie lidstva od samého
jeho pocdtku.
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