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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 23.1.2006MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Spoètìte
F (�) = Z �2

0
ln(1 + � sin2x)sin2x dx ; � > �1 :

Øe¹ení: Nejprve formálnì zderivujeme podle promìnné �:
F 0(�) = Z �2

0
dx1 + � sin2x : (1)

Odùvodnìní derivování: pøedev¹ím je F (0) = 0 (tedy integrál konverguje pro jedno pevné � = 0), azderivovaná funkce má integrabilní majorantu��� 11 + � sin2x
��� = 11 + � sin2x � 11 + �0 sin2x 2 L1�0; �2

�
8� � �0 > �1 ;

derivovat tedy lze pro v¹echna taková �. Proto¾e v¹ak �0 > �1 mù¾e být libovolné pevné, je ná¹ výpoèetodùvodnìn pro v¹echna � > �1. V integrálu (1) provedeme substituci (integrovaná funkce je sudá v sinechi kosinech) tg x = t, tj. dx = dt1+t2 , sin2x = tg 2xtg 2x+1 = t2
t2+1 , a dostaneme

F 0(�) = Z 1

0
dt(1 + t2)�1 + �t21+t2

� = Z 1

0
dt1 + t2(�+ 1) = � 1p�+ 1 arctg tp�+ 1�1

0
= �2p�+ 1

a tedy F (�) = �p�+ 1 + c :
Proto¾e v¹ak 0 = F (0) = � + c, máme c = �� a

F (�) = �(p�+ 1� 1) 8� > �1 :
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2. [8b] Spoètìte (pøímo nebo pomocí vhodné vìty) køivkový integrálZ

(y2 � z2) dx+ (z2 � x2) dy + (x2 � y2) dz ;

kde hi je prùnikem povrchu krychle h0; ai�h0; ai�h0; ai s rovinou x+y+z = 32a, a > 0. Pøitom orientacekøivky  þvyhovuje pravidlu pravé rukyÿ vzhledem k vektoru (1; 1; 1).
Øe¹ení:Køivkový integrál (2. druhu) je tvaru R

 T1 dx + T2 dy + T3 dz = R

~T d~, kde tedy ~T = (y2 � z2; z2 �x2; x2 � y2). K výpoètu pou¾ijeme Stokesovu vìtuZ



~T d~ = Z
S
rot ~T d~S ;

kde plocha S je v tomto pøípadì pravidelný ¹estiúhelník, le¾ící v rovinì x + y + z = 32a, jeho¾ obvodemje geometrický obraz køivky . Vektor (1; 1; 1) je normálovým vektorem k dané rovinì a tedy k plo¹e S, apodle zadání úlohy je orientován v souladu se znìním Stokesovy vìty.Máme rot ~T = (�2y � 2z;�2x� 2z;�2x� 2y) a tedy podle Stokesovy vìtyZ

(y2 � z2) dx+ (z2 � x2) dy + (x2 � y2) dz = Z

S
(�2y � 2z;�2x� 2z;�2x� 2y) � (1; 1; 1)

k(1; 1; 1)k dS =
= Z

S
(�4x� 4y � 4z) 1p3 dS = � 4p3

Z
S
(x+ y + z)| {z }
= 32a na S

dS = � 6ap3
Z
S
1 dS :

Integrál, který zbývá spoèítat, nevyjadøuje nic jiného ne¾ obsah pravidelného ¹estiúhelníka, jím¾ plochaS je. Jistì je mo¾no jej spoèítat i vhodnou parametrizací, je v¹ak také mo¾né si støedo¹kolsky zaøádit,a vzpomenout si, ¾e obsah rovnostranného trojúhelníka o stranì h je h
p
h2�(h=2)2

2 = p34 h2, a obsahpravidelného ¹estiúhelníka o hranì h je pak ¹estinásobkem tohoto èísla, tj. 3p32 h2. Zbývá si uvìdomit, ¾ehrana na¹eho ¹estiúhelníka napøíklad spojuje støedy sousedních stran podstavy krychle h0; ai�h0; ai�h0; ai,tedy h =p(a2 )2 + (a2 )2 = ap2 . Plocha ¹estiúhelníka pak vyjde 3p32 � a22 , a tedy
Z

(y2 � z2) dx+ (z2 � x2) dy + (x2 � y2) dz = � 6ap3

Z
S
1 dS = � 6ap3 � 3

p32 � a22 = �92a3 :
Nevy¹lo by to nakonec tou vhodnou parametrizací rychleji? :-) Zkuste si to.
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3. [6b] Najdìte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionálu
�(y) := Z 1

0
�2xy + 1 + x22 y02� dx ;

který je de�nován na prostoru X := fy 2 C1(h0; 1i); y(0) = 0; y(1) = 1g. Najdìte v¹echna øe¹ení Euler-Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Umìli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, která z øe¹ení E-Lrovnice jsou lokálními minimy daného funkcionálu?
Øe¹ení:Oznaèíme-li L(x; y; y0) = 2xy + 1+x22 y02, máme @L

@y = 2x a @L
@y0 = (1 + x2)y0. Euler-Lagrangeova rovnicemá obecnì tvar ddx @L@y0 = @L@y ;

tedy v na¹em pøípadì ((1 + x2)y0)0 = 2x :
Proderivování vlevo by situaci podstatnì zkomplikovalo, lépe je integrovat a obdr¾et postupnì

(1 + x2)y0 = x2 + c ;
y0 = x2 + c1 + x2 = 1 + c� 11 + x2 ;y = x+ (c� 1) arctg x+ d :

Z podmínky y(0) = 0 ov¹em plyne d = 0, naèe¾ z podmínky y(1) = 1 plyne c = 1. Dostaneme tak jedinéøe¹ení Euler-Lagrangeovy rovnice na prostoru X:
y = x :

Dodateèná úvaha za 2 bonusové body:Zkusíme Jacobiho metodu zji¹»ování lokálních extrémù. Spoètìme pro y0(x) = x:
P (x) = @2L@(y0)2 (x; y0(x); y00(x)) = (1 + x2) > 0 v h0; 1i :

Dále spoèteme
Q(x) = @2L@y2 (x; y0(x); y00(x))� ddx @2L@y@y0 (x; y0(x); y00(x)) = 0 ;

pomocná rovnice pro funkci ! se tedy redukuje na
(1 + x2)!0(x) = c1 ) !(x) = c1arctg x+ c2 :

Podmínka !(0) = 0 øíká, ¾e c2 = 0 a tedy !(x) = c1arctg x. Má-li navíc ! nebýt identicky nulová,musí být c1 6= 0. Pak u¾ ov¹em ! nemá ¾ádný nulový bod v (0; 1i. Proto¾e navíc y0(x) 2 C2(h0; 1i)(nezapomínejte ani na tuto podmínku - podívejte se na pøíslu¹nou vìtu), je funkce y0(x) = x lokálnímminimem funkcionálu �.
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4. [8b] Mìjme f(x) = j cos x2 j na R.1. Rozviòte tuto funkci do 2�-periodické Fourierovy øady. Urèete, k jaké funkci konverguje výslednáøada a proè.
2. Dosazením x = � seètìte pøíslu¹nou èíselnou øadu.
3. Napi¹te Parsevalovu rovnost pro funkci f a výpoètem urèitého integrálu v ní seètìte pøíslu¹nouèíselnou øadu.

Øe¹ení: Funkce je sudá a na intervalu h��; �i se rovná funkci cos x2 . Proto
bn = 0 ; a0 = 2�

Z �

0
cos x2 dx = 2�

h2 sin x2
i�
0 = 4� ;

a (v první rovnosti vyu¾ijeme 2 cos� cos� = cos(�+ �) + cos(�� �)):
an = 2�

Z �

0
cos x2 cosnx dx = 1�

Z �

0
cosx�n+ 12

�+ cosx�n� 12
� dx =

= 1�
� 22n+ 1 sinx�n+ 12

�+ 22n� 1 sinx�n� 12
���

0
=

= 1�
� 22n+ 1sin�

�n+ 12
�

| {z }
=(�1)n

+ 22n� 1sin�
�n� 12

�
| {z }

=(�1)n+1

� =
= 2� (�1)n

� 12n+ 1 � 12n� 1
� = 2� (�1)n (�2)4n2 � 1 = 4� (�1)n+14n2 � 1 :

Fourierova øada má proto tvar
Ff (x) = 2� + 4�

1X
n=1

(�1)n+14n2 � 1 cosnx ;
a proto¾e zadaná funkce po èástech C1 s vlastními jednostrannými limitami hodnot funkce i derivací vev¹ech þhrotechÿ, a navíc je spojitá na celém R, konverguje Fourierova øada bodovì pro v¹echna x 2 R aplatí Ff (x) = f(x) pro v¹echna x 2 R.Dosazení bodu x = � dává 0 = 2� + 4�

1X
n=1

(�1)n+14n2 � 1 (�1)n ;
tedy po úpravì

1X
n=1

14n2 � 1 = 12 :
Parsevalova rovnost (v na¹em pøípadì 1

�

R �
�� jf(x)j2 dx = a202 +P1

n=1 a2n) dává:
2�
Z �

0
cos2 x2 dx = 8�2 + 16�2

1X
n=1

1(4n2 � 1)2 ;
tedy po úpravì

1X
n=1

1(4n2 � 1)2 = �216 � 12 :


