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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 30.1.2006MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Spoètìte
I(a; b) = Z 1

0
xb � xalnx sin ln 1x dx ; a > �1 ; b > �1 :

Øe¹ení: Pro pevné a > �1 zderivujeme podle promìnné b, nejprve formálnì:1
@I@b (a; b) = Z 1

0
xb sin ln 1x dx : (1)

Po substituci ln 1x = � lnx = y, tj. x = e�y, dx = �e�y dy dostaneme
@I@b (a; b) = �

Z 0
1
e�by � sin y � e�y dy = Z 1

0
e�(b+1)y sin y dy =

= Im Z 1

0
e(i�b�1)y dy = Im �1i� b� 1 = 1(b+ 1)2 + 1 : (2)

Odùvodnìní derivování: pøedev¹ím je pro pevné a > �1 hodnota I(a; a) = 0 (tedy integrál konverguje projedno pevné b = a), a zderivovaná funkce má integrabilní majorantu���e�(b+1)y sin y��� � e�(b0+1)y 8b � b0 > �1 ;
derivovat tedy lze pro v¹echna taková b. Proto¾e v¹ak b0 > �1 mù¾e být libovolné pevné, je ná¹ výpoèetodùvodnìn pro v¹echna b > �1. Z (2) plyne, ¾e

I(a; b) = arctg (b+ 1) + f(a) ; (3)
kde f(a) je libovolná dostateènì hladká funkce. Proto¾e v¹ak I(a; a) = arctg (a+ 1) + f(a) = 0 pro ka¾dépevné a > �1, máme f(a) = �arctg (a+ 1), a tedy

I(a; b) = arctg (b+ 1)� arctg (a+ 1) ; a > �1 ; b > �1 : (4)

1Doufám, ¾e jste je¹tì nezapomnìli, ¾e derivace xb podle b není bxb�1, ale xb lnx.
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2. [7b] Spoètìte (pøímo nebo pomocí vhodné vìty) plo¹ný integrálZ

S
x dy dz + y dz dx+ z dx dy ;

kde S je þvnìj¹íÿ strana boèní stìny komolého ku¾ele x2 + y2 = z2, 0 < h < z < 2h.
Øe¹ení, mo¾nost I:Pøímo zparametrizujeme boèní stìnu (plá¹») komolého ku¾ele: zobrazení ' je de�nováno takto: x = x; y =y; z = px2 + y2, a to na mezikru¾í h2 � x2 + y2 � (2h)2, které je prùmìtem plá¹tì komolého ku¾ele doroviny xy. Normálový vektor pak bude

'x � 'y =  1; 0; xpx2 + y2
!
�
 0; 1; ypx2 + y2

! =  � xpx2 + y2 ;� ypx2 + y2 ; 1
! :

Tento normálový vektor v¹ak má orientaci þdovnitøÿ do ku¾ele (jeho tøetí souøadnice je kladná), vezmemeproto vektor opaèný, � xpx2+y2 ; ypx2+y2 ;�1�, a tedy2
Z
S
x dy dz + y dz dx+ z dx dy = ZZ

h2�x2+y2�(2h)2

 x2px2 + y2 + y2px2 + y2 �px2 + y2! dx dy = 0 :
Øe¹ení, mo¾nost II: Pou¾ijeme Gaussovu vìtu. Podle ní je integrál pøes celý povrch roven objemovémuintegrálu z divergence pøíslu¹ného vektorového pole. Zde ~T = (x; y; z), tedy div ~T = 3, proto je objemovýintegrál roven trojnásobku objemu komolého ku¾ele, tj. 3 � 13 (�(2h)2 � 2h � �h2 � h) = 7�h3. To je v¹akvýsledek integrace pøes celý povrch, proto musíme odeèíst hodnoty plo¹ných integrálù pøes obì podstavy.To v¹ak není slo¾ité, postupem jako vý¹e dostaneme, ¾e integrál pøes spodní podstavu �1 je roven:3Z

�1
x dy dz + y dz dx+ z dx dy = ZZ

x2+y2�h2
(�z)jz=h dx dy = (�h) � �h2 = ��h3 ;

zatímco integrál pøes horní podstavu �2 je roven:Z
�2
x dy dz + y dz dx+ z dx dy = ZZ

x2+y2�(2h)2
(+z)jz=2h dx dy = (2h) � �(2h)2 = 8�h3 ;

je tedy integrál pøes obì podstavy 7�h3 a proto musí býtZ
S
x dy dz + y dz dx+ z dx dy = 0 :

Øe¹ení, mo¾nost III:

2Nebo jinak, názornìji: zadaný integrál je tvaru R
S ~r � d~S, naèe¾ si staèilo v¹imout, ¾e ~r?d~S v¾dy na celé integrované

plo¹e. Tudi¾ se integruje neustále nula a výsledek je taky takový. I tohle se dalo uznat za správný3Pøíslu¹né normálové vektory jsou pro �1 vektor (0; 0;�1) a pro �2 vektor (0; 0; 1), pochopitelnì.
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3. [8b] Najdìte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionálu

�(y) := Z 1
0
�(2� n)xy0n + nyy0(n�1)� dx ;

který je de�nován na prostoru X := fy 2 C1(h0; 1i); y(0) = 3; y(1) = 0g. Najdìte v¹echna øe¹ení Euler-Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru s ohledem na parametr úlohy n 2 N. Umìli byste (za 2 bonusovébody) rozhodnout, která z øe¹ení E-L rovnice jsou lokálními minimy daného funkcionálu?
Øe¹ení:Oznaèíme-li L(x; y; y0) = �(2 � n)xy0n + nyy0(n�1)�, máme @L@y = ny0(n�1) a @L@y0

= (2 � n)nxy0(n�1) +n(n� 1)yy0(n�2). Euler-Lagrangeova rovnice má obecnì tvar
ddx @L@y0 = @L@y ;

tedy v na¹em pøípadì máme pro n = 1 þrovniciÿ 1 = 1, které vyhovují v¹echny funkce z prostoru X.Stejnì tak pro n = 2 dostaváme E-L þrovniciÿ 2y0 = 2y0, které rovnì¾ vyhovují v¹echny funkce z prostoruX. Koneènì pro n � 3 máme po proderivování a úpravì E-L rovnici:
y00y0(n�3) �y � xy0� = 0 ;

tedy platí buï y00 = 0 nebo y�xy0 = 0, pro n > 3 je¹tì máme navíc pøípad y0 = 0. Øe¹ením tedy jsou buïfunkce typu y = ax+ b nebo y = cx. Poèáteèním podmínkám vyhovuje jediná funkce, a sice y = 3(1� x).Tedy shrnujeme:
n = 1 ) E-L rovnici s okrajovými podmníkami vyhovují v¹echny funkce prostoru X,n = 2 ) E-L rovnici s okrajovými podmníkami vyhovují v¹echny funkce prostoru X,n � 3 ) y = 3(1� x) :

Dodateèná úvaha za 2 bonusové body: Pro n = 1 i n = 2 vychází pro libovolnou y 2 X
P (x) = @2L@(y0)2 (x; y(x); y0(x)) = 0 ;

a proto nebudeme umìt rozhodnout touto metodou o lokálním extrému.Pro n � 3 je pro y0(x) = 3(1� x):
P (x) = @2L@(y0)2 (x; y0(x); y00(x)) = n(n� 1)(n� 2)(�1)n�33n�2 ;

a Q(x) = 0 ;pomocná rovnice pro funkci ! se tedy redukuje na
!00(x) = 0 ) !(x) = c1x+ c2 :Podmínka !(0) = 0 øíká, ¾e c2 = 0 a tedy !(x) = c1x. Má-li navíc ! nebýt identicky nulová, musí býtc1 6= 0. Pak u¾ ov¹em ! nemá ¾ádný nulový bod v (0; 1i. Proto¾e navíc y0(x) 2 C2(h0; 1i) (nezapomínejteani na tuto podmínku - podívejte se na pøíslu¹nou vìtu), je funkce y0(x) = 3(1 � x) pro lichá n � 3lokálním minimem funkcionálu � a pro sudá n > 3 lokálním maximem tohoto funkcionálu.
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4. [7b] Mìjme f(x) = jxj(1� jxj) na (�1; 1) a dále periodicky s periodou 2.1. Rozviòte tuto funkci do 2-periodické Fourierovy øady. Urèete, k jaké funkci konverguje výsledná øadaa proè.2. Napi¹te Parsevalovu rovnost pro funkci f a výpoètem urèitého integrálu v ní seètìte pøíslu¹nouèíselnou øadu.
Øe¹ení: Funkce je sudá, tedy bn = 0, dále vidíme, ¾e na intervalu (0; 1) se rovná funkci x(1�x) = x�x2.Proto¾e perioda ` = 2, je koe�cient pøed integrálem 2̀ = 22 = 1, díky sudosti v¹ak mù¾eme také brátdvojnásobek integrálu pøes polovièní periodu, tedy:

a0 = 2Z 1
0
x� x2 dx = 2�12 � 13

� = 13 ;pøípadnì s onou dvojkou zacházet takto:
an2 = Z 1

0
(x� x2) cos�nx dx = Z 1

0
x cos�nx dx� Z 1

0
x2 cos�nx dx =

= � 1�nx sin�nx
�1
0
� 1�n Z 1

0
sin�nx dx� � 1�nx2 sin�nx

�1
0
+ 2�n Z 1

0
x sin�nx dx =

= � 1(�n)2 cos�nx
�1
0
+ 2�n

 �
� 1�nx cos�nx

�1
0
+ 1(�n)2 [sin�nx]10

! =
= (�1)n � 1�2n2 � 2�2n2 (�1)n = � (�1)n + 1�2n2 ;

tedy
an = �

2�(�1)n + 1��2n2 :
Fourierova øada má proto tvar

Ff (x) = 16 � 2�2 1X
n=1

(�1)n + 1n2 cos�nx ;
a proto¾e zadaná funkce po èástech C1 s vlastními jednostrannými limitami hodnot funkce i derivací vev¹ech þhrotechÿ, a navíc je spojitá na celém R, konverguje Fourierova øada bodovì pro v¹echna x 2 R aplatí Ff (x) = f(x) pro v¹echna x 2 R.Parsevalova rovnost (v na¹em pøípadì 2 R 10 jf(x)j2 dx = a202 +P1n=1 a2n) dává:

2Z 1
0
x2(1� x)2 dx = 118 + 4�4 1X

n=1
((�1)n + 1)2n4 ;

tedy po úpravì
1X
n=1

�(�1)n + 1�2n4 = �4360 :


