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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 10.2.2006MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Urèete, pro které hodnoty a 2 R je koneèný integrál
J(a) = Z 1

0
1� e�ax2x2ex2 dx

a spoètìte jej pro tyto hodnoty.
Øe¹ení: De�nièní obor funkce J urèíme v prùbìhu výpoètu. Zderivujeme formálnì podle promìnné a:

J 0(a) = Z 1

0
x2e�ax2x2ex2 dx = Z 1

0
e�(a+1)x2 dx : (1)

Vidíme, ¾e integrál, který jsme obdr¾eli, je koneèný pro a > �1. Pro tato a polo¾íme pa+ 1x = y, tj.pa+ 1 dx = dy, a dostaneme
J 0(a) = Z 1

0
e�y2 dypa+ 1 = p�2pa+ 1 : (2)

Odùvodnìní derivování: zderivovaná funkce má integrabilní majorantu���e�(a+1)x2 ��� � e�(a0+1)x2 2 L(0;1) 8a � a0 > �1 ;
derivovat tedy lze pro v¹echna taková a. Proto¾e v¹ak a0 > �1 mù¾e být libovolné pevné, je ná¹ výpoèetodùvodnìn pro v¹echna a > �1. Samozøejmì je¹tì nesmíme zapomenout najít jedno pevné a > �1, prokteré je koneèný pùvodní integrál J(a). Je v¹ak J(0) = 0, a tedy i tato podmínka je splnìna. Z (2) pakplyne, ¾e J(a) =p�(a+ 1) + c ; a > �1 :Proto¾e v¹ak 0 = J(0) = p� + c, máme c = �p�, a tedy

J(a) = p�(pa+ 1� 1) ; a > �1 : (3)Kdo dopoèetl a¾ sem, dostal 6 bodù z 8.
Pro ty lep¹í (a v¹ímavìj¹í) byla je¹tì neviditelnì nastra¾ena otázka, zda de�nièní obor funkce J nemù¾ebýt ¹ir¹í. Pro a < �1 je J(a) nekoneèné (exponenciela v èitateli pøevá¾í exponencielu ve jmenovateli a pøiintegrování u nekoneèna to vyústí v nekoneèný integrál). Pro a = �1 v¹ak je integrál

J(�1) = Z 1

0
1� ex2x2ex2 dx = Z K

0
1� ex2x2| {z }

vlastní limita u 0

�e�x2 dx+ Z 1

K
1x2 � �e�x2 � 1�| {z }
integrabilní u 1

dx (4)
koneèný. De�nièní obor funkce J je tedy fa � �1g. Kdy¾ uká¾eme, ¾e J(a) je spojitá v �1 zprava, tj.kdy¾ najdeme integrabilní majorantu k funkci 1�e�ax2

x2ex2 pro a 2 (�1;�1+ "), bude bude vzorec (3) platnýi pro a = �1. Rozpis (4) v¹ak napoví, jak takovou majorantu sestrojit: na intervalu (0;K):�����1� e�ax2x2ex2
����� =

����� 1� e�ax2�ax2| {z }
omezené díky vl. limitì

�(�a)e�x2 ����� � c � ��ae�x2 �� < c � e�x2 ; 8jaj < 1 ;
a na intervalu (K;1):�����1� e�ax2x2ex2

����� =
����� 1x2 � (e�x2 � e�(a+1)x2)| {z }

omezené u nekoneèna

����� � 1x2 � 2c ; 8a � �1 :
Proto na závìr máme: J(a) = p�(pa+ 1� 1) ; a � �1 : (5)
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2. [9b] Spoètìte povrch þèoèkyÿ, která vznikne jako prùnik koule o støedu [0; 0; 1] a polomìru 1 s koulí ostøedu [0; 0;�1] a polomìru p5.
Øe¹ení:Pøíklad je trochu jednodu¹¹í variantou pøíkladu z minulé písemky (porovnejte). Povrch þèoèkyÿ sestáváze dvou èástí: horní, S1, a spodní S2. Obì èásti povrchu budeme parametrizovat explicitním pøedpisem,který bude de�nován na prùmìtu Pxy þèoèkyÿ do roviny xy. Ze zadání úlohy plyne, ¾e obì koule majípovrchy, charakterizované rovnicemi

x2 + y2 + (z � 1)2 = 1 ; a x2 + y2 + (z + 1)2 = 5 :
Prùnik tìchto povrchù tedy splòuje obì rovnice souèasnì. Jejich odeètením dostaneme

(z + 1)2 � (z � 1)2 = 4 ; ) z = 1 ;
obì koule se tedy protínají ve vý¹ce z = 1, která je rovna polomìru þhorníÿ koule. Odtud plyne, ¾eþspodníÿ èást èoèky, S2, má povrch roven pøesnì polovinì povrchu þhorníÿ koule, tj. 1

2 � 4� � 12 = 2�.Prùmìt Pxy je kruh, jeho¾ polomìr je tedy také 1, proto Pxy = fx2 + y2 � 1g, a
S1 := Z

S1
dS = Z Z

x2+y2�1

@'@x � @'@y
 dx dy ; (6)

kde ' je parametrizace plochy S1, která je souèástí þspodníÿ koule:
' : x = x; y = y; z =p5� x2 � y2 � 1 :

Odtud pøímým výpoètem dostaneme
@'@x � @'@y =  xp5� x2 � y2 ; yp5� x2 � y2 ; 1

! ;
a tedy

S1 = Z Z
x2+y2�1

s x2 + y25� x2 � y2 + 1 dx dy = p5Z Z
x2+y2�1

dx dyp5� x2 � y2 :Zavedením polárních souøadnic x = p5r cos�, x = p5r sin� s Jakobiánem 5r se podmínka x2 + y2 � 1zmìní na 5r2 � 1 a tudí¾
S1 = Z 2�

0

Z 1p5

0
5p5rp5� 5r2 dr d� = 10� Z 1p5

0
r drp1� r2 = 10� h�p1� r2i 1p5

0
= 10��1� 2p5

� :
Celkový povrch þèoèkyÿ je tedy roven

S = 2� + 10��1� 2p5
� = 12� � 20�p5 = 4�(3�p5) :
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3. [6b] Najdìte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionálu

�(y) := Z 3

1
5yy09 � 4xy010 dx ;

který je de�nován na prostoru X := fy 2 C1(h1; 3i); y(1)=1; y(3)=0g. Najdìte v¹echna øe¹ení Euler-Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Umìli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, která z øe¹ení E-Lrovnice jsou lokálními minimy daného funkcionálu?
Øe¹ení:Oznaèíme-li L(x; y; y0) = 5yy09 � 4xy010, máme @L

@y = 5y09 a @L
@y0 = 45yy08 � 40xy09. Euler-Lagrangeovarovnice má obecnì tvar ddx @L@y0 = @L@y ;

tedy v na¹em pøípadì (45yy08 � 40xy09)0 = 5y09 :Po proderivování a úpravì dostaneme
360y00y07(y � xy0) = 0 :

Øe¹ením této rovnice vyjde, ¾e v¹echna øe¹ení mají tvar y = c1x+ c2 a z okrajových podmínek dostanemejediné øe¹ení Euler-Lagrangeovy rovnice y = 3� x2 :
Toto øe¹ení budeme dále znaèit y0(x).
Dodateèné úvahy za bonusové body:Zkusíme Jacobiho metodu zji¹»ování lokálních extrémù. Spoètìme pro y0(x)

P (x) = @2L@(y0)2 (x; y0(x); y00(x)) = : : : = �13532 < 0 v h1; 3i ;
a proto¾e nutnou podmínkou minima je P (x) > 0 v h1; 3i, nemù¾e být nalezené øe¹ení minimem danéhofunkcionálu. Mù¾e to v¹ak být tøeba lokální maximum funkcionálu �, co¾ vy¹etøíme jako minimum funk-cionálu (��). Zmìna znaménka u � a tedy i u L zpùsobí i zmìnu znaménka u P , nutná podmínka minimaje tedy splnìna. Dále spoèteme

Q(x) = @2L@y2 (x; y0(x); y00(x))� ddx @2L@y@y0 (x; y0(x); y00(x)) = 0 ;
pomocná rovnice pro funkci ! se pak redukuje na

!00(x) = 0 ) !(x) = c1 + c2x :Tato funkce má tu vlastnost (rozmyslete si), ¾e pokud je identicky nenulová a pøitom !(1) = 0, paku¾ !(x) 6= 0 pro v¹echna x 2 (1; 3i. Proto¾e navíc y0(x) 2 C2(h1; 3i) (nezapomínejte ani na tuto pod-mínku - podívejte se na pøíslu¹nou vìtu), je funkce y0(x) lokálním minimem funkcionálu (��) a tedylokálním maximem funkcionálu �.
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4. [7b] Mìjme f(x) = cos 3x na h��
6 ; �6 i, f(x) = 0 na h��;��

6 i a h�6 ; �i a dále periodicky s periodou 2�.1. Rozviòte tuto funkci do 2�-periodické Fourierovy øady. Urèete, k jaké funkci konverguje výslednáøada a proè.2. Napi¹te Parsevalovu rovnost a výpoètem urèitého integrálu v ní seètìte pøislu¹nou èíselnou øadu.
Øe¹ení: Funkce je sudá, tedy:

a0 = 2� Z �6

0
cos 3x dx = � 23� sin 3x��6

0
= 23� ;

a dále �an = 2Z �6

0
cos 3x cosnx dx = Z �6

0

� cos(3+n)x+ cos(3�n)x� dx :
Je vidìt, ¾e výpoèet bude vypadat jinak pro n = 3 a jinak pro n 6= 3. Pro n = 3 máme

�a3 = Z �6

0

� cos 6x+ 1� dx = 16h sin 6xi�60 + �6 = �6 ;zatímco pro n 6= 3 je
�an = 13+nh sin(3+n)xi�60 + 13�nh sin(3�n)xi�60 =

= 13+n sin(3+n)�6 + 13�n sin(3�n)�6 = 13+n cosn�6 + 13�n cosn�6 =
= 6�(9� n2) cosn�6 :Fourierova øada má proto tvar

Ff (x) = 13� + 16 cos 3x+ 6� 1X
n=1;n 6=3

cos n�6 cosnx9� n2 ;
a proto¾e zadaná funkce je po èástech C1 s vlastními jednostrannými limitami hodnot funkce i derivací vev¹ech þhrotechÿ, a navíc je spojitá na celém R, konverguje Fourierova øada bodovì pro v¹echna x 2 R aplatí Ff (x) = f(x) pro v¹echna x 2 R.Parsevalova rovnost (v na¹em pøípadì 2

�
R �6
0 cos2 3x dx = a202 +P1

n=1 a2n) dává:
16 = 29�2 + 136 + 36�2 1X

n=1;n 6=3

cos2 n�
6(9� n2)2 ;

pøípadnì:
1X

n=1;n 6=3

cos2 n�
6(9� n2)2 = 5�21296 � 1162 :


