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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 10.3.2006MA pro F, 3. semestr

1. [9b] Spoètìte integrál Z �2

0

xtg x dx :

Návod: spoètìte integrál
J(a) = Z �2

0

arctg (atg x)tg x dx

nejprve pro a � 0, a 6= 1, a pak uka¾te, ¾e J je spojitá v bodì 1.
Øe¹ení: Zderivujeme formálnì podle promìnné a:

J 0(a) = Z �2

0

dx1 + a2tg 2x
: (1)

Odùvodnìní derivování: zderivovaná funkce má integrabilní majorantu��� 11 + a2tg 2x

��� � 1 2 L(0; �=2) 8a 2 R ;

derivovat tedy lze pro v¹echna a 2 R a bude mo¾no dosadit a = 0: J(0) = 0, co¾ je tedy zároveò bod, vekterém integrál J konverguje. Integrál v (1) spoèteme substitucí tg x = y:
J 0(a) = Z 1

0

dy1 + y2
�

11 + a2y2
dy

a6=1= 11� a2

Z 1

0

� 11 + y2
�

a21 + a2y2

�
dy

= 11� a2

�harctg yi1
0
� a

harctg ayi1
0

�
dy

a>0= �2 1� a1� a2
= �2(1 + a) : (2)

Tedy je
J(a) = �2 ln(1 + a) + c ; a � 0 ; a 6= 1 :

Proto¾e v¹ak 0 = J(0) + c, máme
J(a) = �2 ln(1 + a) ; a � 0 ; a 6= 1 : (3)

Omezení na a 6= 1 plyne z toho, jak jsme poèítali J 0(a). Platnost vzorce (3) i pro a = 1 bude plynout zespojitosti1 J v bodì a = 1. To se dá ukázat dvojím zpùsobem: buï si uvìdomíme, ¾e z (1) máme
J 0(1) = Z �2

0

dx1 + tg 2x
: (4)

Proto¾e tento integrál je koneèný (ani jej nemusíme poèítat, jde o omezenou funkci na omezeném intervalu),znamená to, ¾e J 0(1) je vlastní, a tedy J je spojitá v bodì 1. Druhá mo¾nost je nalézt integrabilnímajorantu pro funkci arctg (a tg x)
tg x pro a 2 U"(1) - zopakujte si pøíslu¹nou vìtu. Pøitom vyu¾ijeme toho, ¾e

jarctg yj � jyj: ���arctg (a tg x)tg x
��� � ja tg xj

jtg xj � jaj � 1 + " 2 L(0; �=2) 8a 2 U"(1) :
Ka¾dopádnì je mo¾no pou¾ít vzorec (3) i pro a = 1 a dostatZ �2

0

xtg x dx = �2 ln 2 � 1:088 793 046 : : : : (5)
1Pozor, nikoli z toho, ¾e �

2 ln(1 + a) je spojitá v bodì 1 (jak nìkteøí z vás argumentovali), musí se ukázat, ¾e funkce J ,
daná integrálem, je spojitá v bodì 1, pak se bude rovnat spojité funkci �2 ln(1 + a) i v tomto bodì.
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Øe¹ení dal¹ích dvou pøíkladù trochu odbudu, nebo»:
2. [8b] Spoètìte integrál Z



(y � z) dx+ (z � x) dy + (x� y) dz ;

kde køivka 
 je elipsa x2+ y2 = a2, xa + z
h = 1, a > 0, h > 0, orientovaná kladnì vùèi vektoru ~v = (h; 0; a).

Øe¹ení:Jde o øe¹ený pøíklad z Kopáèka: Pøíklady è. III, str. 138, Pøíklad C. Výsledek pro ty, které zajímá jenomvýsledek: �2�a(a+ h).

3. [6b] Najdìte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionálu
�(y) := Z 1

0
5yy04 � 3xy05 dx ;

který je de�nován na prostoru X := fy 2 C1(h0; 1i); y(0)=3; y(1)=0g. Najdìte v¹echna øe¹ení Euler-Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Umìli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, která z øe¹ení E-Lrovnice jsou lokálními minimy daného funkcionálu?
Øe¹ení:Jde a¾ na epsilon o pøíklad 3 z písemky 30.1.2006. Staèí v nìm dosadit n = 5 a dostanete pøíklad dne¹ní.
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4. [7b] Mìjme f(x) = jxj na h��
6 ;

�
6 i, f(x) = 0 na h��;��

6 ) a (�6 ; �i a dále periodicky s periodou 2�.
1. Rozviòte tuto funkci do 2�-periodické Fourierovy øady. Urèete, k jaké funkci konverguje výslednáøada a proè.
2. Dosazením bodu x = �

6 do Fourierovy øady seètìte pøíslu¹nou èíselnou øadu.
Øe¹ení: Funkce je sudá, tedy sinové koe�cienty jsou nulové, a dále:

a0 = 2
�

Z �6

0
x dx = �36 ;

a dále
�an = 2Z �6

0
x cosnx dx = 6 cos �n6 + n� sin �n

6 � 63� n2 :

Fourierova øada má proto tvar
Ff (x) = �72 + 13�

1X
n=1

6 cos �n6 + n� sin �n
6 � 6

n2
cosnx ;

a proto¾e zadaná funkce je po èástech C1 s vlastními jednostrannými limitami hodnot funkce i derivacíve v¹ech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova øada bodovì pro v¹echna x 2 R a platí Ff (x) =
f(x�)+f(x+)

2 pro v¹echna x 2 R. Proto v bodì x = �
6 je Ff (x) = �

12 a máme:
�12 = �72 + 13�

1X
n=1

6 cos �n6 + n� sin �n
6 � 6

n2
cos �n6 ;

co¾ pøípadnì urèitì pùjde je¹tì aspoò tro¹ku upravit :-).


