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ReSeni pocdetni ¢asti zkouskové pisemky z 10.3.2006
MA pro F, 3. semestr
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1. [9b] Spoctéte integral

Néavod: spoctéte integral

nejprve pro a > 0, a # 1, a pak ukazte, ze J je spojita v bodé 1.

Reseni: Zderivujeme formalné podle proménné a:

b z
J(a) = /0 1+ a2tg?z’ (1)

Odtvodnéni derivovani: zderivované funkce mé integrabilni majorantu
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derivovat tedy lze pro v8echna a € R a bude mozno dosadit a = 0: J(0) = 0, coz je tedy zdrovenn bod, ve
kterém integral J konverguje. Integral v (1) spo¢teme substituci tgz = y:
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Tedy je
J(a):gln(l—{—a)ﬁ-c, a>0,a#1.

Protoze vSak 0 = J(0) + ¢, mame
J@=3m1+a), a0, a#l. 3)

Omezeni na a # 1 plyne z toho, jak jsme pocitali J'(a). Platnost vzorce (3) i pro a = 1 bude plynout ze
spojitostil .JJ v bodé a = 1. To se d4 uk4zat dvojim zpiisobem: bud si uvédomime, 7e z (1) mame

™

J'(1) = /OE _dr (4)

1+tg2z’

Protoze tento integral je kone¢ny (ani jej nemusime pocitat, jde o omezenou funkci na omezeném intervalu),

znamend to, ze J'(1) je vlastni, a tedy J je spojitd v bodé 1. Druhd moZnost je nalézt integrabilni

arctg (atg x)

majorantu pro funkci pro a € U?(1) - zopakujte si piislusnou vétu. Pfitom vyuzijeme toho, ze
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Kazdopadné je mozno pouzit vzorec (3) i pro a = 1 a dostat

s
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/ ——dr = —1n2~1.088793046... . (5)
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1Pozor, nikoli z toho, Ze % In(1 + a) je spojitd v bod& 1 (jak n&ktefi z vas argumentovali), musi se ukdzat, Ze funkce J,
dand integrdlem, je spojitd v bod& 1, pak se bude rovnat spojité funkci 7 In(1 +a) i v tomto bods.
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Reseni dalsich dvou piikladd trochu odbudu, nebot:

2. [8b] Spoctéte integrél
/(y—z)da:+(z—m)dy+(m—y)dz,
N
2

kde kiivka v je elipsa 2 +y*> = @, £+ £ =1, a > 0, h > 0, orientovana kladné viici vektoru 7 = (h,0, a).

Reseni:
Jde o feseny priklad z Kopacka: Piiklady ¢. III, str. 138, Priklad C. Vysledek pro ty, které zajima jenom
vysledek: —2ma(a + h).

3. [6b] Najdéte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionalu

1
d(y) := / 5yy'4 — 3:1?3/'5 dz,
0

ktery je definovdn na prostoru X := {y € C((0,1)),y(0)=3,y(1)=0}. Najdéte viechna feSeni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Uméli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, ktera z feseni E-L
rovnice jsou lokalnimi minimy daného funkcionalu?

Reseni:
Jde az na epsilon o piiklad 3 z pisemky 30.1.2006. Staci v ném dosadit n = 5 a dostanete piiklad dnesni.
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4. [7b] Méjme f(z) = |z| na (=%, %), f(z) =0na (-7, —%) a (%, 7) a déle periodicky s periodou 27.

1. Rozvinte tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady. Urcete, k jaké funkci konverguje vysledna
fada a proc.

2. Dosazenim bodu z = § do Fourierovy fady sectéte piislusnou ¢iselnou radu.

Reseni: Funkce je sudé, tedy sinové koeficienty jsou nulové, a dale:
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&
Ty = 2/ xcosne dr =
0

Fourierova rada mé proto tvar

T 1 & 6 cos %t + nwsin Bt —
Fy(@) = 75+ 302 >

n=1

cos n
n

a protoze zadand funkce je po ¢astech C! s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkce i derivaci

ve vSech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova rada bodové pro viechna z € R a plati Fy(z) =

W pro viechna z € R. Proto v bodé = = T je Fy(z) = {5 a mame:

T ™ 1 6 cos 22 + nosin 2 — ™m
===+ = 6 6 cos — ,
12 72 37rn:1 n?2 6

coz pripadné urcité pujde jesté aspon trosku upravit :-).



