Pisemka z 15.1.2007 — resSeni 1

Komentar k reSeni pocetni ¢asti zkouskové pisemky z 15.1.2007
MA pro F, 5. semestr

1. [9b] V prostoru S'(R) naleznéte feSeni rovnice
—y" ¥ k% =6, k>0,

které spliuje y(—z) = —y(x) pro z # 0.

Komentar k reseni:
Jde o piiklad 6 na strané 89 skript , P¥iklady z matematiky pro fyziky V.“ Resi se standardni cestou:

e VyfeSeni rovnice s pravou stranou rovnou nule, metodou charakteristického polynomu da reseni
tvaru ¢; + coe kT 4 cgek

e Abychom zfistali v prostoru S', musi byt

yi(z) =a+be*, >0, y_(z) =c+de*®, z<0.

e Podminky spojitosti nulté a prvni derivace v nule, a skoku velikosti (—1) druhé derivace v nule daji
tfi podminky, lichost funkce dava ¢tvrtou podminku, jejichz feSenim dostaneme:

1 1
a:d:w, b:C:—m
e Celkové tedy
yi(2) = (1= e ™), 20 Y (2) = ——o(1—e*), z<0
2k ’ ’ 2k ’
coz lze zapsat souhrnné jako
1 . —k
y(z) = o2 sign z(1 — e~kl2l)
2. [10b] Najdéte inverzni Laplaceovu transformaci £~ F funkce
b 3
Flp)=1+ - P b>a>0.

p? (p? + a?) (p* + b?) * (p+1)%°

Komentaf k fesSeni: Jde o piiklad 39 na strané 33 skript ,,Priklady z matematiky pro fyziky V.« ktery je
3

zleh¢en tim, 7e je ve skriptech uvedeny zlomek upraven, a ztizen pfiddnim ¢lenu —£—5, abych se podival,

(p+1)27
jak derivujete ve smyslu distribuci. ®

Onen piidany ¢len se invertuje takto: £ (ﬁ) = %

o L1 (ﬁ), kde inverze
- p pept ~ B
e <W> = Resp= 1z = 07 ]y =7t e

je standardni reziduovy vypocet. Dulezité je si uvédomit, ze vysledna funkce je vlevo od nuly rozsifena
nulou a tedy pii derivovani ve smyslu distribuci d4 ¢len e~? Diraca v nule diky svému skoku v tomto bodg,
zatimco te! je v nule spojité a zadny Dirac nevznikne. Tedy je (¢drka budiz derivaci ve smyslu distribuci)

3
£t <(pi71)2> = t—te ' =(—el—elt+te?) =0 —-20+3e " —te?t,

a tedy cely vysledek (pro prvni ¢ast se podivejte do skript) je:

Y o b t ab sinbt  sinat
£ [F(p)](t) - 6 6 + € (3 t) + ab + b2 _ (l2 b3 a3 .
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3. [11b] Pro a > 0 polozme G := K,(0) U ({0} x (—o0,—a)), tj. G je kruh se stfedem v pocatku a
s polomérem a, sjednoceny se zdpornou imaginarni osou. Dale bud Q := R? \ G, tj. doplnék uzavéru
mnoziny G. Necht funkce g(z) = 1 na hranici kruznice K,(0) a g(z) = 0 na zbytku hranice oblasti Q.
Necht konecné u(z) je omezené feSeni rovnice

Au=0 vQ

s okrajovou podminkou
u=g¢ na hranici Q.

Naleznéte hodnoty u(0,y) pro y > a.
(Navod: za¢néte konformnim zobrazenim f(z) =iz.)

Komentar k feseni: Jde o priklad 21 na strané 155 skript ,,Pfiklady z matematiky pro fyziky V.*

Zobrazen{ iz otod{ oblast o 90 stuphi proti sméru hodinovych rudi¢ek, poté zobrazeni 1/z oblast ,rozevie®,
takze vznikne ,,Zukovovatelny“ @ profil, a koneéné zobrazeni %(z + a/z) v8e zobrazi na horni polorovinu.
Problém c¢asto ¢ini spravné slozeni téchto zobrazeni. Pravidlo je, Ze to zobrazeni, které aplikujete jako
prvni, musi byt ve vasem slozeném zobrazeni ,nejhloubégji“. Tedy celkové je spravné konformni zobrazeni

1 a
f(z =—<\/iz+—> )
@3\
Déle standardné: poéateéni podminka se prenese jako charakteristickd funkce intervalu (—/a, /a), coz da
po dosazeni do vzorce feSeni na horni poloroviné

1

'U(f, 77) = ;

— arctg

[mgm M} _
0 0

Pro vypocet feseni v bodech (0,y) potFebujeme hodnoty f jen pro z = 0 + iy, coz dava

fiin) = 5 (v + =) =%<\/z7—ﬁ> —ilE e,

odkud £ =0, n = 12’_;, a tedy po dosazeni a tpravé

%

2,/ya

y—a’

2
u(0,y) = ;arctg

Kdo navic napsal, Ze feSeni je urceno jednoznacné diky slavku ,omezené“ v zadani Glohy, mohl ziskat
jeden bonusovy bod navic. ®




