Pisemka z 29.1.2007 — resSeni 1

Komentar k reSeni pocetni ¢asti zkouskové pisemky z 29.1.2007
MA pro F, 5. semestr

1. [7b] Spoctéte distribuci
T = |z|? AS,

kde x € R™. (Pod terminem ,spoctéte distribuci“ se rozumi ,naleznéte jeji co nejjednodussi vyjadieni“.)

Komentai k feseni: Jde o piiklad 16 na strané 31 skript ,Priklady z matematiky pro fyziky V.“
Standardné ,prehodite“ ndsobeni a derivovini na testovaci funkci, pozor na spravné poradi, néktefi z vas

je méli prohozené:
(12*Ad) (¢) = Ad(|z*p) = 6(A(lz[¢)),

spoctete Laplacetuv operator
Alz)?’¢) = ... = |z]* Ap + 4z - Vi + 2mep
a dosadite za x nulu (pisobeni Diraca). Celkové tedy vyjde

2[2AS = 2md .

2. [10D]
1. Reste rovnici vedeni tepla

%—Auz&(w)@Y(t), zeR, t>0,

s pocateéni podminkou u(z,0) = 0. Zde Y (t) je Heavisideova funkce.
2. Spoctéte limitu takto obdrzeného feSeni

Jim u(a.0

pro z # 0.

Komentai k feSeni: Jde o priklad 19b na strané 263 skript ,Priklady z matematiky pro fyziky V.«
Priklad jsme pocitali na prednédsce, vzpomnéli jste si? @ Jeho prvnim zadrhelem je uvédomit si, jak

interpretovat pravou stranu, kterd vznikne po dosazeni do vzorce:
w= (5(33) ® Y(y)) * (G(m,t)Y(t)) :
Vztah, ktery plati je tento:
(5@) @ Y®)) %) (G Y (1) = YO 5y (Gl Y (1)

neboli ,,Dirac po prostoru se prokonvoluuje a ziistane pouze ¢asova konvoluce®.!
Tedy

m2
e 4r

u=Y(t)x (G Y1) = /_O; Gz, 7)Y (7)Y (t - 7) dr = /Ot Gz, 7) dr = /Ot e,

nezapomente, jaky tvar ma Greenova funkce ve tfech dimenzich. Toto uZz je jeden z tvart feSeni, ktery
byl akceptovatelny, tj. uznavany jako spravny vysledek prvni ¢asti prikladu. Integral lze jesté substituci
2y/Tn = |z| upravit na
1 e 2
u(z,t) = ——— e~ dn, 1
(@) = gy [ @ 1)
2vi

ISamoziejmd toto lze uddlat zcela korektnd (podivejte se do zapiskii z prednagky, tam se to dé&lalo), ale i takovéto
odivodnéni mi sta¢ilo — odivodnéni, ze které ho plyne, Ze vite, co se déje.
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z ¢ehoz je vidét, ze jde o tzv. netplny Gaussav integral, ktery nelze tedy vyjadrit v uzavieném tvaru.

Pravé uvedeny tvar je také vhodny pro vypocet limity, kterd se po nds chce, nebot integral v (1) ze zméni
f

v tplny Gaussuv, jehoz hodnota je %=, a tedy
1
li t
v u(@,t) = 4rrz|

pro z # 0, coz se mélo spocist. Mimochodem, jde o fundamentalni feSeni Laplaceova operdtoru ve trech
dimenzich. To se d& mozna i odiivodnit, ze pokud predchozi limita bude existovat, bude mit pravé tuto
hodnotu, ne? ®. Ov8em nenechte se svést k nespravnému zobecnéni do dvou dimenzi: tam byste v limité
dostali nekonecnou teplotu v celém prostoru (zkuste si to spoéist). Tento vysledek se vét§inou interpretuje
tak, ze bodovy zdroj tepla v pocdtku, ktery se zapne v ¢ase nula (nebot pfesné to je naSe prava strana v
rovnici vedeni tepla) dvoudimenziondlni prostor ,prehfeje”, kdezto ve tfech dimenzich, kde je ,vic mista“,
se teplota ustali.

3. [13b] Pro k > 0 naleznéte v prostoru S'(R?®) Fegeni rovnice
A’u —kE?Au+Kk'u=46.
Dvojity Laplacetiv operdtor je definovan takto: A%u := A(Au).

Komentaf k feseni: Jde o priklad 21 na strané 90 skript , Pfiklady z matematiky pro fyziky V.«

Resi se standardné Fourierovou transformaci podle proménné z, coz da
1
2m|€)* + (27[€])2Rk? + k%

Inverzni Fourierova transformace je diky sférické symetrii rovna dopiedné transformaci, a protoze jsme ve
tfech dimenzich, lze pouzit vzorec pro F.T. radidlné symetrické funkce:

u(z) = u(lz]) = / rsin(Znr|z) Im/ re2rire
|| (27r)* + (277r)2k2 + k4 (2mr)* + (27r)2k2 + k4

Dost 7z vas zapomnélo na sudé rozsiteni integralu a tudiz ztratu dvojky v citateli zlomku pied integralem.
Daéle se dost z vas vrhlo v této chvili hned na reziduovou vétu, coz neni chyba, ale je to trosku pracné. Tvar
jmenovatele integralu vybizi k substituovani a tim k jeho zjednoduseni, naptiklad substituce 27r = kz da

u=

1 00 ikz|z|
= ———1 ——d
u(@) A2 k2| x| m/,DO A2l

coz se pocCitd mnohem lip. Spodist spravné koreny jmenovatele vam taky dalo docela zabrat. Spravné
jste vétsinou polozili napt. y = 22, nasli kofeny rovnice y2 + y + 1 jako —% + zé , ale potiz jste méli s
odmocnénim téchto ¢isel. Tam je nejlepsi si uvédomit, ze komplexni exponenciela se odmocnuje mnohem

lip, napsat si —% £ ‘é_ = e**5", a pak u lehce nalézt 4 kofeny

2mi mi
5 5
;

21,2 =€ 23,4 =€

Pti pouziti reziduové véty se uplatni jen kofeny v horni poloroviné, coz jsou

omi 1 \/g i 1 \/§

21=e3=—§+17, zz3=e€ =§+17,

a protoze jde o jednoduché kofeny, dosazuji se pfi vypoctu tyto kofeny do vyrazu (ktery vznikne z vyrazu
za integracnim znamenim)

Zeikz\x\ eikz\x\

125 +2: 42+2
Kdy7 se to celé d4 dohromady, dostane se

1 ' piklel (3+i8)  iklal(—1+iF) 1 Kz e
(z) = Im 2mi =...= T,

- - — = ————sin—e
422 |7] 23 23 ork:/3 x| 2




