
Písemka z 29.1.2007 { øe¹ení 1Komentáø k øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 29.1.2007MA pro F, 5. semestr1. [7b℄ Spoètìte distribui T = jxj2�Æ ;kde x 2 Rm . (Pod termínem þspoètìte distribuiÿ se rozumí þnaleznìte její o nejjednodu¹¹í vyjádøeníÿ.)Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 16 na stranì 31 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿStandardnì þpøehodíteÿ násobení a derivování na testovaí funki, pozor na správné poøadí, nìkteøí z vásje mìli prohozené: (jxj2�Æ)�'� = �Æ�jxj2'� = Æ��(jxj2')� ;spoètete Laplaeùv operátor �(jxj2') = : : : = jxj2�'+ 4x � r'+ 2m'a dosadíte za x nulu (pùsobení Diraa). Celkovì tedy vyjdejxj2�Æ = 2mÆ :2. [10b℄1. Øe¹te rovnii vedení tepla �u�t ��u = Æ(x)
 Y (t) ; x 2 R3 ; t > 0 ;s poèáteèní podmínkou u(x; 0) = 0. Zde Y (t) je Heavisideova funke.2. Spoètìte limitu takto obdr¾eného øe¹ení limt!1u(x; t)pro x 6= 0.Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 19b na stranì 263 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿPøíklad jsme poèítali na pøedná¹e, vzpomnìli jste si? , Jeho prvním zádrhelem je uvìdomit si, jakinterpretovat pravou stranu, která vznikne po dosazení do vzore:u = �Æ(x)
 Y (y)� ? �G(x; t)Y (t)� :Vztah, který platí je tento:�Æ(x) 
 Y (y)� ?(x;t) �G(x; t)Y (t)� = Y (t) ?(t) �G(x; t)Y (t)� ;neboli þDira po prostoru se prokonvoluuje a zùstane pouze èasová konvolueÿ.1Tedy u = Y (t) ?(t) �G(x; t)Y (t)� = Z 1�1G(x; �)Y (�)Y (t� �) d� = Z t0 G(x; �) d� = Z t0 e� x24�8(�t)3=2 d� ;nezapomeòte, jaký tvar má Greenova funke ve tøeh dimenzíh. Toto u¾ je jeden z tvarù øe¹ení, kterýbyl akeptovatelný, tj. uznávaný jako správný výsledek první èásti pøíkladu. Integrál lze je¹tì substituí2p�� = jxj upravit na u(x; t) = 12�3=2jxj Z 1jxj2pt e��2 d� ; (1)1Samozøejmì toto lze udìlat zela korektnì (podívejte se do zápiskù z pøedná¹ky, tam se to dìlalo), ale i takovétoodùvodnìní mi staèilo { odùvodnìní, ze které ho plyne, ¾e víte, o se dìje.



Písemka z 29.1.2007 { øe¹ení 2z èeho¾ je vidìt, ¾e jde o tzv. neúplný Gaussùv integrál, který nelze tedy vyjádøit v uzavøeném tvaru.Právì uvedený tvar je také vhodný pro výpoèet limity, která se po nás he, nebo» integrál v (1) ze zmìnív úplný Gaussùv, jeho¾ hodnota je p�2 , a tedylimt!1u(x; t) = 14�jxjpro x 6= 0, o¾ se mìlo spoèíst. Mimohodem, jde o fundamentální øe¹ení Laplaeova operátoru ve tøehdimenzíh. To se dá mo¾ná i odùvodnit, ¾e pokud pøedhozí limita bude existovat, bude mít právì tutohodnotu, ne? ,. Ov¹em nenehte se svést k nesprávnému zobenìní do dvou dimenzí: tam byste v limitìdostali nekoneènou teplotu v elém prostoru (zkuste si to spoèíst). Tento výsledek se vìt¹inou interpretujetak, ¾e bodový zdroj tepla v poèátku, který se zapne v èase nula (nebo» pøesnì to je na¹e pravá strana vrovnii vedení tepla) dvoudimenzionální prostor þpøehøejeÿ, kde¾to ve tøeh dimenzíh, kde je því místaÿ,se teplota ustálí.3. [13b℄ Pro k > 0 naleznìte v prostoru S 0(R3 ) øe¹ení rovnie�2u� k2�u+ k4u = Æ :Dvojitý Laplaeùv operátor je de�nován takto: �2u := �(�u).Komentáø k øe¹ení: Jde o pøíklad 21 na stranì 90 skript þPøíklady z matematiky pro fyziky V.ÿØe¹í se standardnì Fourierovou transformaí podle promìnné x, o¾ dábu = 1(2�j�j)4 + (2�j�j)2k2 + k4 :Inverzní Fourierova transformae je díky sfériké symetrii rovna dopøedné transformai, a proto¾e jsme vetøeh dimenzíh, lze pou¾ít vzore pro F.T. radiálnì symetriké funke:u(x) = u(jxj) = 2jxj Z 10 r sin(2�rjxj)(2�r)4 + (2�r)2k2 + k4 dr = 1jxj Im Z 1�1 re2�irjxj(2�r)4 + (2�r)2k2 + k4 dr :Dost z vás zapomnìlo na sudé roz¹íøení integrálu a tudí¾ ztrátu dvojky v èitateli zlomku pøed integrálem.Dále se dost z vás vrhlo v této hvíli hned na reziduovou vìtu, o¾ není hyba, ale je to tro¹ku prané. Tvarjmenovatele integrálu vybízí k substituování a tím k jeho zjednodu¹ení, napøíklad substitue 2�r = kz dáu(x) = 14�2k2jxj Im Z 1�1 zeikzjxjz4 + z2 + 1 dz ;o¾ se poèítá mnohem líp. Spoèíst správnì koøeny jmenovatele vám taky dalo doela zabrat. Správnìjste vìt¹inou polo¾ili napø. y = z2, na¹li koøeny rovnie y2 + y + 1 jako � 12 � ip32 , ale potí¾ jste mìli sodmonìním tìhto èísel. Tam je nejlep¹í si uvìdomit, ¾e komplexní exponeniela se odmoòuje mnohemlíp, napsat si � 12 � ip32 = e� 2�i3 , a pak u¾ lehe nalézt 4 koøenyz1;2 = e� 2�i3 ; z3;4 = e��i3 :Pøi pou¾ití reziduové vìty se uplatní jen koøeny v horní polorovinì, o¾ jsouz1 = e 2�i3 = �12 + ip32 ; z3 = e�i3 = 12 + ip32 ;a proto¾e jde o jednoduhé koøeny, dosazují se pøi výpoètu tyto koøeny do výrazu (který vznikne z výrazuza integraèním znamením) zeikzjxj4z3 + 2z = eikzjxj4z2 + 2 :Kdy¾ se to elé dá dohromady, dostane seu(x) = 14�2k2jxj Im 2�i eikjxj� 12+ip32 �2ip3 � eikjxj�� 12+ip32 �2ip3 ! = : : : = 12�k2p3 jxj sin kjxj2 e� kp3jxj2 :


