Pisemka z 5.2.2007 — reseni 1

Komentar k reSeni pocetni ¢asti zkouskové pisemky z 5.2.2007
MA pro F, 5. semestr

1. [8b] Najdéte inverzni Laplaceovu transformaci £71F funkce
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Komentar k feseni: Jde o priklad 38 na strané 33 skript ,, Priklady z matematiky pro fyziky V.“ Priklad

p2

je oviem doplnén o ¢len e abyste opét museli pocitat i v distribucich.
2
e Pro vypodet £~} (#) je moZné pouzit dvé metody, bud zlomek upravite tak, aby stupen ¢itatele
byl mensi nez stupen jmenovatele, tj. naptriklad
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Vyraz, ktery se m4 invertovat (po piendsobeni onim a?), vyjde asinaz, co? jste bud dohledali v
tabulce inverzi pro Laplaceovu transformaci, nebo jste snadno spocetli pomoci reziduové véty.

Druha metoda spociva v pouziti vzorce pro invertovani v distribucich, a sice

d F
g = 4 o TP
dt | D
pokud vyraz % je invertovatelny v klasickém smyslu. Coz zde je, protoze @ = 1#. Tento

vyraz se invertuje op&t bud dohleddnim v tabulkich (je to cosazx), nebo souttem pies dvé rezidua
(= kofeny jmenovatele). Dilezity krok je zderivovani cosax ve smyslu distribuci, je t¥eba si totiz
uvédomit, ze funkce cosaz je vlevo od nuly rozsifena nulou, coz pti derivovani ve smyslu distribuci
dé Diraca v nule diky skoku v tomto bodé. Vysledek je tedy opét stejny, neboli:
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3
e Invertovani p‘}jf—a“ je priklad na standardni zachéazeni s reziduovou vétou. Trochu praci mozna da
vypocet 4 kofenti jmenovatele, ale s pouzitim komplexni exponencialy je hned vidét, Ze to jsou ae®
3 pax
pe v s
pTiaZ: @ protoze jsou
viechny kofeny jednoduché, dosazujeme do ¢itatele a do derivace jmenovatele, kterd je 4p®. Vyraz
p? se tedy krati a ve findle dosazujeme ¢tyfi kofeny pouze do %em, hledana inverze je tedy

aei%i, tedy: 212034 = a@(:l:l +1). S¢itdme rezidua v téchto bodech, z vyrazu
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pP==z1,2,3,4

3 1 1 (e%ﬁ(m) 4ot | 2 (1) +e%ﬂ(fw>) _

Pokud vytknete realné ¢asti exponencial, najdete v komplexnich exponencielach dva stejné kosiny,
které opét miizete vytknout, a zbylé redlné exponencialy daji hyperbolicky kosinus. Nemuselo se to
nutné upravit az do tohoto tvaru, vlastné uz tvar vyse napsany je spravné reseni, ale mozna neni na

vy,

skodu si v§imnout, Ze jeho nejjednodussi tvar je tedy:
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Celkem pak
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L1 P + P = 6 — asinat + cosh azy/2 cos azy/2 .
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2. [10b] V prostoru S'(R) feSte rovnici
—yW 4k =5, k>0,

s podminkami y(—z) = y(z) pro = # 0, y(0) = 0.

Komentai k fefeni: Jde o ptiklad 7 na strané 89 skript ,, P¥iklady z matematiky pro fyziky V.“ Resi se
standardni cestou:

e Vyfeseni rovnice s pravou stranou rovnou nule, metodou charakteristického polynomu da 4 koteny:
0,0, £k, a tedy obecné fefeni je tvaru a; + asz + aze ™ 4+ aseb®.
e Abychom ziistali v prostoru S', musi byt

yi(z) =c1 +cox+cze”™ ) >0, y_(z) =di + dox +dze?®, 2 <0.

e Podminky spojitosti nulté, prvni a druhé derivace v nule, a skoku velikosti (—1) tieti derivace v nule
daji ¢ty¥i podminky, sudost funkce déva patou podminku, a podminka y(0) = 0 je Sestd podminka
pro Sest neznamych koeficientti. Jejich fesenim dostaneme:

1 1 1
C3=d3=%= 01=d1=—ﬁ, 02——d2=w-
e Celkové tedy
(a:)—i—l—i(e_k’”—l) z>0 (m)——i—l—i(e_’”—l) z <0
Y= 92 T ke ’ ’ Y= Tk T ke ’ ‘

coz lze zapsat souhrnné jako
2 1

— 7y = (o klEl
y(z) = 572 + Ve (e 1).

3. [12b] Naleznéte omezené fesen{ u rovnice Au = 0 v oblasti Q C R?, spliiujici podminku u = g na hranici
Q, kde Q je doplnék uzavieného kruhu o stfedu v pocatku a poloméru a > 0, a funkce g je definovand
takto:
1 na polokruznici 22 + 42 =a®, y > 0,
g =
-1 na polokruznici 22 +y2 = a?, y < 0.

(Navod: zkuste linedrni lomené zobrazeni.)

Komentaf k feseni: Jde o priklad 18 na strané 154 skript ,,Piiklady z matematiky pro fyziky V.“

e 7 instruktaznich divodid popiSu nalezeni transformujiciho zobrazeni hodné podrobné: Napovézené
zobrazeni bylo linedrni lomené. To pfevadi kruznice na kruznice nebo piimky. Je tedy jasné, ze
kdyz pfevedeme nasi kruznici na redlnou osu, bude vnéjSek kruhu preveden bud na horni nebo na
dolni polorovinu. Redlna osa, na kterou chceme kruznici prevést, ma dva vyznacné body, nulu a
nekonec¢no. Prevedenim napiiklad bodu a na nulu a bodu —a na nekonecno plnime ¢ast naseho
predsevzeti. Takové linedrni lomené zobrazeni musi byt tvaru

zZ—a
zZ+a

f(z)=a

se zatim nezndmym koeficientem «. Ten urc¢ime tak, abychom pievedli vnéjsek kruhu rovnou na
horni polorovinu: kdyz budeme cestovat po kruznici z bodu a do bodu —a ptes bod ia, budeme mit
oblast Q po pravé ruce. Z toho plyne, Ze p¥i cestovéni po pfenesené hranici, z bodu 0 (obraz bodu
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a) do bodu oc (obraz bodu —a), musime jit z bodu 0 ,doleva“, abychom méli horni polorovinu také
po pravé ruce. Tj. bod ia se musi prenést na néjaké zaporné ¢islo, tfeba na —1, coz dava

ia—a

Q- =-1 = a=r1,
a4+ a

a tedy celkové mame zobrazeni
f(z) = im—
z)=1 .
z+a

e Protoze jsme si pravé ujasnili, Ze horni piilkruznice se prevede na zapornou redlnou osu, je obrazem
dolni pulkruznice kladna redlna osa, a tedy pocatec¢ni podminka v pfenesené oblasti je —signz, a
Seni v prenesené oblasti je po dosazeni do vzorce snadno spocitatelné jako

v(€n) = —%arctgﬁ-
U

e Piepocitani proménnych by nemélo ¢init problém: f(z +iy) = & + in davéd

z+iy—a

- =¢+1n,
Zx+zy-|—a E+in

rozs§iteni zlomku vlevo ¢islem komplexné sdruzenym ke jmenovateli umozni snadny vypocet jeho
realné a imaginarni ¢asti, coz da
2ay 22 +y? —a®

g:_(avaa)Q—}—yQ’ n:(a:+a)2+y2'

Celkové tedy
(2,1) 2 ; 2ay
u(z,y) = —arc .
Y T &2 +y2 —a?
A opét: kdo napsal, ze diky predpokladu omezenosti feSeni je takové feSeni pravé jedno, dostal
bonusovy bod navic ©.




