Pisemka z 16.3.2007 — reseni 1

Komentar k reSeni pocetni ¢asti zkouskové pisemky z 16.3.2007
MA pro F, 5. semestr

1. [7b] Spoctéte distribuci
T =26 k,neNuU{0}

kde z € R. (Pod terminem ,spoc¢téte distribuci“ se rozumi ,naleznéte jeji co nejjednodussi vyjadireni“.)

Komentaf k feseni: Jde o priklad 14 na strané 31 skript , Pfiklady z matematiky pro fyziky V.«

Nejprve vyuZijeme definice nasobeni distribuce hladkou funkci, a pravidla o derivovani distribuce:

26 (p) = 8 (ahp) = (=1)"8((a* ) ™) . (1)
Vyraz uvniti zderivujeme pomoci Leibnizovy formule:

n

() =3 (") ()P o) (2) @

=0 M

V této chvili se vyplati se na vyraz (2) chvili divat: protoze je tento vyraz ,uvnit¥ Diracovy distribuce,
bude nulovy vzdy, kdyZz v ném bude obsazena kladnd mocnina z, tj. tehdy, kdyz pocet j derivovani z*
bude mensi nez k. To ovSem nastane v pfipadé n < k vzdy (nebot j < n < k), a proto je

koM =0 pron < k. (3)

Sance na nenulové ¢leny je tedy jen pro n > k. Vyrazy za sumou v (2) véak budou nulové nejen pro j < k,
ale i pro j > k, protoze pak se z* zderivuje a7 do nuly“. Jediny nenulovy ¢len v souétu vpravo ve (2)
tedy dostaneme pro j =k, a to

Pak podle (1), pro n > k:

N n n n n n' n— n—~k n' n—
50 p) = (1" ((@*0) ™) = (<18 (PP @) = T ) @)
Celkové tedy
0 pron <k,
zho™ =
(—1)2”_’“(7:—2)!6("_’“) pron >k,
specialné
"6 = (=1)"n!4, (5)

coz je mozné docela zajimavé (Ze se derivace Diraca daji odstranit pfendsobenim).
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2. [11b] V prostoru &’ (R?) feste rovnici
—Au+2aVu+ (B> —|a*)u=6, a€R*, beR, b>lal.

(Navod: zavedte novou funkci pfedpisem u(z) = v(z) e**, nezapomeite transformovat i derivace.)

Komentar k feseni: Jde o priklad 25 na strané 90 skript ,,Pfiklady z matematiky pro fyziky V.“, navic
se velmi podobny priklad uz pocital: priklad ¢.1 z pisemky, ktera byla 12.1.2007. Prosim, pocitejte si staré
pisemky, proto davam jejich feSeni na web.

Doporucend substituce u(z) = v(z)e®® je podstatna: zbavi nas (jak uvidime) ¢lenu aVu. Kdybychom
substituci ignorovali a pokusili se rovnou fourierovsky transformovat, dostali bychom transformaci tohoto
¢lenu vyrazy a;&;u. Problém je, Ze takovd transformovand funkce neni sféricky symetrickd (musela by
obsahovat pouze €leny |£]), a tedy pro zpétnou Fourierovu transformaci bychom nemohli pouZit zjedno-
dusujici vzoredek, pouzivajici pouze jednorozmérny integral. Museli bychom integrovat v R3. Netvrdim,
ze to nejde, jenom by to bylo mnohem pracnéjsi.

Ti, kteri vyuzili ndpovédy, a nebali se prepocitat

Au
2aVu

(Av + 2aVv + |a|?v) ™
(2aVv + 2|al?v) e®?

zjistili, ze puvodni rovnice presla v
—Av+bv=e"2=4. (6)

Posledni rovnost neni §patné odtivodnit: e=**§(p) = d(e”*“p(x)) = p(0) = ().
V rovnici (6) uz skutecné chybi ¢len s gradientem. Jeji Fourierova transformace da

(Ar?| P + ) =1, (7)

odkud
1

06 = T ®)

Inverzni Fourierovu transformaci spocteme, jako mnohokrat predtim, s vyuzitim tii Gvah: sféricka symetrie
ukazuje, ze F~! = F, zaroven to ukazuje, 7e lze pouzit vzorec pro F.T. sféricky symetrické funkce v R?,
a konecné se vyuzije vypocet vzniklého integralu pomoci residuové véty:

co—0 2miz|x]
rsin 27r|z| 1 ze?m®
= dr = —=Im 27t Res s ————= =
v(@) :U/ e || m 2mi Res g 47222 + b2
627”7\ z| efb\z\
= I 2 ——— = .
|z| m 2 82 | _un 4wz
2= 3n

Uplné korektni postup by si jesté vyzadal zminku o Jordanové lemmatu, diky kterému lze uvedeny residu-
ovy vypocet provést, a také pozndmku, ze transformovana funkce (8) neni z L' (R?), ale je z L?(R?), proto
se integral poCitd v zobecnéném slova smyslu (jako limpg_s oo fﬁR), ale 7e to se pravé déla p¥i vypoctech
pomoci residuové véty (symbolicky zde zachyceno pomoci ,,00—0“), a tak je vSe v pofaddku. Ti vnimavéjsi
také mohli konstatovat, Ze vysledna funkce v(z) neni spojitd, jak by byt musela, kdyby byla funkce v(€)
z L'(R®).

Na zavér nesmime zapomenout na zpétnou substituci:

efb\z\+a-m

4r|x|
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3. [12b] Necht @ > 0 a definujme Q := {[z,y] € R?; y > 0} \ ({0} x (0,a)). Necht funkce g(z,0) = 0
pro z € R, a necht g = 1 na zbytku hranice Q. Necht kone¢né u(x) je omezené feSeni rovnice

Au=0 vQ

s okrajovou podminkou
u=g¢ na hranici .

Naleznéte hodnoty u(0,y) pro y > a.

Komentafr k fesSeni: Jde o priklad 15 na strané 154 skript ,,Piiklady z matematiky pro fyziky V.“
Priklad byl rovnéz pocitan na prednasce.

Zobrazeni, ktera oblast pfevedla na horni polorovinu, byla po fadé tato: z? (rozevieni tthlu 180° na
tihel 360°, tisetka vedouci z po¢atku do bodu ai se pievede na tisetku vedouci z po¢dtku do bodu —a?),
z + a® (posunuti bodu —a? do pocéatku), /z (zpétné sevieni tthlu 360° na thel 180°, tisecka vedouci z
pocatku do bodu ai se ndm transformovala na Gsecku vedouci z bodu —a do bodu a). Celkové spravné

slozené zobrazeni je tedy
fz)=vVz22+a>.

Okrajova podminka se pfenesla na charakteristickou funkci intervalu (—a, a), dalo se tedy feSeni spocitat
(opét postupem z prednasky) jako

“ d 1 &+ & -
'U(f}?’]) = g/;a(g—g)ii{-’rﬁ = ; <arctha—arctha> . (9)

Reseni nés zajimalo jen pro =0, y > a, tedy pro
F0+iy) = V(0 +iy)? +a® = Va2 —y? =i/y? —a® = in,

a proto ¢ = 0. Vsimnéte si, ze nerovnost y > a ndm pomohla pii rozhodnuti, jak odmocnit. Dosazenim
téchto dvou hodnot do (9) dostaneme

y>a. (10)

Kdo navic napsal, ze feSeni je uréeno jednoznacné diky slivku ,omezené* v zadani tlohy, mohl opét
ziskat jeden bonusovy bod navic, coz mi néktefi z vas rovnou pripomnéli, abych snad nezapomnél. ®




