1 Logika, realnacisla a zobrazeni

1.1 Vyrokova a predikatova logika
Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, c&dmZ ma smysiici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati
(je nepravdive).

Definice. Negaci-A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze platil.
Al -A
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Definice. Konjunkci A& B vyrokl A a B nazveme vyrok:
Plati Ai B.

Definice. Disjunkci A V B vyrokll A a B nazveme vyrok:
Plati A neboB.

Definice. Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrokd, potom plati vyrok.
Vyroku A v implikaci sefika premisa, vyrok B se nazyvaaver.

Pokud je vyrokA = B pravdivy, pakiikame, ZeA je postacujici podminkou pro platnostB
a B je nutnou podminkou pro platnostA.

Definice. EkvivalenciA < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrék

(Platnost vyrokuX je nutnou a postatujici podminkou (platnosti vyrokulp.

A B|A&B|AVB|A=B|A&B
0 O 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz
Az, 29, ... T),

z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvki € M,,z, € M,, ..., z,, € M,, z danych mnozin
M, ..., M,.



Definice. Nyni necht A(z), = € M, je vyrokova forma. Vyrok
Pro vSechnar € M plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Ve e M : A(z).

SymbolV nazyvameobecnym(velkym) kvantifikdtorem .

Definice. Nyni necht A(x), = € M, je vyrokova forma. Vyrok
Existujez € M, pro které platiA(z).

zapisujeme ve tvaru:
dre M: A(x).

Symbol3 nazyvameexistertnim (malym) kvantifikdtorem .

1.2 Mnoziny a mnozinové operace

Definice. e Rekneme, 7e mnoZinje ¢asti mnoziny B (neboA je podmnoZinouB), jestlize
kazdy prvek mnozZinyA je rovréZz prvkem mnozinyB. Tomuto vztahuikdmeinkluze a
zn&imeA C B.

e Dvé mnoziny jsou siovny (A = B), jestlize maji stejné prvky.

e Prazdnou mnoZzinounazveme mnozinu, kterd neobsahuje Zadny prvek. &ar&ji sym-
bolem{.

Definice (mnoZinové operaceNecht [ je neprazdna mnozina4, je mnozina pro kazdé < 1.

e Definujemesjednocenil J,,.; A, jako mnoZinu vSech prvki, které patlesp@ do jedné
Z MNoZzinA,,.

e Definujemeprinik (,.; A jako mnozinu prvk, které nalezi do kazdé z mnaZin
Definice. e Maji-li dvé mnoziny prazdny prtnikekneme o nich, Ze jsadisjunktni .

e Rozdilem mnoZinA a B (zna&ime A \ B) nazveme mnozinu prvkd, které pado mnoziny
A anepati do mnozinyB.

e Kartézskym sowinemmnozinA,,..., A, nazveme mnozinu vSech uspdanychn-tic

Ay X Ay X - x Ay =A{lar,a9,...,a,); a1 € Ay, ... an € An}.

Véta 1.1(de Morganova pravidla)Necht I je neprazdna mnozina’, A, (« € I) jsou mnoziny.
Pak plati

X\UAa:ﬂ<X\Aa)>

acl ael

X\ ) Aa = J&X N\ Aa).

acl ael



1.3 Zobrazeni

Definice. Necht A a B jsou mnoziny. Zobrazenim z mnozinydo mnozinyB rozumime kazdé
F C A x B splhujici
Vee Adlye B: [z,y] € F.

ZnaimeF : A — B.

Definice. Necht' A, B jsou neprazdné mnozinyja: A — B.
e Obrazemmnoziny X C A pfi zobrazenif se nazyva mnozina
FX) ={f(z); z € X}.
e Mnozinaf(A) se nazyv@bor hodnot zobrazenif. (Zna&Cime R, neboH.)
e Vzorem mnozinyY C B pfi zobrazenif nazveme mnozinu
YY) ={re 4 fa) e Y}
Definice. Necht A, B jsou mnoziny af : A — B.
e Zobrazenif je prosté (injektivni), jestlize

Vay, 29 € At 21 # 29 = f(21) # f(29).

e Zobrazenif je na B (surjektivni), jestlizef(A) = B.
e Rekneme, Z¢ je bijekceA naB, jestlize f je prosté a naB.

Definice.Necht f : A — Bag: B — C'jsou d\ zobrazeni. Symbolepv f ozna&ime zobrazeni
mnoZziny A do mnozinyC definované pedpisem

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Takto definované zobrazeni se nazgl@Zenym zobrazeninzobrazenjf ag, pfiCemzf je vnitfni
zobrazenia g je vnéjSi zobrazeni.

Definice. Necht f : A — B je prosté. Pak zobrazerfi! : f(A) — A definované pedpisem
fHy) =z, kdey € f(A) af(z) =y, nazyvamenverznim zobrazenimk zobrazenjf.

1.4 Mohutnost mnozin

Definice. o Rikdme, Ze mnoZinyl, B maji stejnou mohutnosta pisemed ~ B, jestlize
existuje bijekced naB.

e Rikdme, e mnoZinal ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny3 a
piSemeA < B, jestlize existuje prosté zobrazeido 5.

e SymbolA < B zn&i situaci, kdyA < B a neplatid ~ B.

Definice. Rekneme, Ze mnoZind je spatetn jestlize platid < N.



1.5

Realnéacisla

MnoZzZinu realnychtiselR Ize popsat jako mnozinu, na niz jsou definovany opesaitani a na-
sobenj které budeme zit# obvyklym zplisobem, a relacspaadani (<), pficemz jsou splény
nasledujiciiti skupiny viastnosti.

Vlastnosti €itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah
Vztah uspd@adani a operacitéani a nasobeni

Axiom suprema

. Vlastnosti sCitani a nasobeni a jejich vzajemny vztah

Ve,y,z€ R: o+ (y+ z) = (x + y) + 2 (asociativita Litani),
Vr,y € R: z+y =y + z (komutativita scitani),

Jw € RVe € R: w+ x = x (prvekw je urcen jednoznéné, zn&ime ho0 afikame mu
nulovy prvek),

Vr € R3z € R: x+ 2z = 0 (z je tzv. opatné Cislok Cislu z, je urteno jednoznézré a
zn&ime ho—x),

Ve,y,z € R: z- (y-z) = (z-y) - z (@sociativita ndsoben,
Vr,y € R: x-y =y -2 (komutativita nasobeni),

Jv € R\ {0} Vx € R: v-z =z (prvekwv je urten jednoznéré, zn&ime hol afikdme mu
jednotkovy prvek),

Ve e R\ {0} Jy € R: x-y =1 (prveky je urten jednoznéné a zn&ime hozr ! nebo%),

Ve,y,z € R: (x4 y)-z=x-2+y -z (distributivita ).

. Vztah usporadani a operaci €itani a nasobeni

Vr,y,z€ R: (z <y &y <z) =z <z (tranzitivita ),
Ve,y e R: (z <y &y <z)= x=y/(slaba antisymetrid,
Ve,ye R: x <yVy<uz,

Ve,yz€e R: x<y=x+2<y+z,

Ve,ye R: (0<2&0<y)=0<xz-v.

OznaCeni. e Oznd&enixz > y znamena totéZz cg < x. Symbolemz < y budeme znéit

situaci, kdyx < y, alex # y (tzv. ostra nerovnos).
Realn&isla, pro @Zx > 0 (resp.z < 0), budeme nazyvddadnymi (resp.zapornymi).

Realnéacisla, pro @zx > 0 (resp.x < 0), budeme nazyvatezapornymi (resp.neklad-
nymi).



Definice. o Rekneme, e mnoZin& C R je omezena zdolajestlize existuj&isloa € R
takové, Ze pro kazde € M platiz > a.

Takovécisloa se nazyvaolni zavoroumnoziny M.
¢ Analogicky definujeme pojmynnozina omezena shora horni zavora.
e Rekneme, 7e mnoZin®l C R je omezenéje-li omezené shora i zdola.

Definice. Necht M/ c R. CisloG € R spliujici
eVreM: z<Gd,
e VG' e R,G'<GdxeM: x>,

nazyvamesuprememmnoziny M.

PoznamkaNecht M C R. Ma-li mnozZinaM supremum, je toto @eno jednoznéné a zn&ime
jej supM.

Definice. Necht M C R. Rekneme, Ze je nejvétsi prvek (maximum) mnoziny M, jestlize
a € M aa je horni zavorou mnoziny/. Analogicky definujem@ejmensi prvek(minimum) M.
Maximum a minimum jsou weny jednoznéné (pokud existuji) a zrdme jemax M amin M.

[ll. Axiom suprema
e Kazda neprazdna shora omezena podmndimaa supremum.

Véta 1.2. Existuje CtveficgR, +, -, <) splhujici podminky I-lIl, pficemz je témito podminkam
ur€ena jednoznacneé v nasledujicim smyslu. Pokudice/@R,, ©, ©, <*) splhuje mutatis mutandis
podminky I-lll, pak existuje bijekee: R — R takovd, Ze pro kazdé y € R plati

e o(z+y)=¢(@) ey),
o o(z-y)=p(x)©ey),
oz <y=pr) <" e(y)

Definice. Necht M/ c R. Cislog € R sphujici
eVreM: x>y,
eVgeR, g >gdreM: x<d,
nazyvameanfimem mnoziny M.

PoznamkaNecht M C R. Ma-li mnozina) infimum, je toto u€eno jednoznéné a zn&ime jej
inf M.

Véta 1.3.Necht M C R je neprazdna zdola omezena mnozina. Pak existuje infimurdimyrid .
Véta 1.4. Pro kazdé- € R existuje prave jedno Cislo € Z takové, zé < r < k + 1.

Véta 1.5.Ke kazdému € R existujen € N spliujiciz < n.

Véta 1.6.Pro kazdé» € N ax € R, z > 0, existuje praveé jedng € R, y > 0, splhujiciy™ = z.

Véta 1.7.Nechta,b € R, a < b. Pak existujey € Q takové, Ze: < ¢ < b.



1.6 Komplexnicisla

MnoZinu komplexnich Cisel C definujeme jako mnoZinu vSech ugadanych dvojiqa, b), kde
a,b € R, pficemz pro komplexnc€islaz = (a,b), y = (¢, d) definujeme operacgitani a na-
sobenitakto

e z+y=(a+cb+d),
o vy = (ac—bd,ad+ bc).

Necht z = (a,b) € C.

Prveka nazyvameeélnou Castix, prvekb nazyvamemaginarni castiz.

Absolutni hodnotou komplexnihcCislaz rozumimey/a? + 2.

Déle definujemé = (0,0), 1 = (1,0) (sic!) ai = (0, 1).

Komplexné sdruzenym cislemk x rozumimecisloz = (a,—b); symbol —z zn&i Cislo
(—a,—b) asymboll /z zn&i proz # 0 (jednozn&né urtené)Cislo sphujiciz - % =1.



