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2.1 Uvod

Definice

Necht A je neprazdna mnozina. Zobrazeni pfifazujici
kazdému prirozenému Cislu n prvek a, z mnoziny A
nazyvame posloupnost prvkll mnoziny  A. Prvek a,
nazveme n-tym clenem této posloupnosti. ZnaCime

{an}nss-



Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m shora omezena , jestlize mnozina vSech ¢lend této
posloupnosti je shora omezena,
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2.1 Uvod

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

m shora omezena , jestlize mnoZina vSech ¢lent této
posloupnosti je shora omezena,

m zdola omezena , jestlize mnozina vSech ¢lend této
posloupnosti je zdola omezena,



2.1 Uvod

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m shora omezena , jestlize mnoZina vSech ¢lent této
posloupnosti je shora omezena,

m zdola omezena , jestlize mnozina vSech ¢lend této
posloupnosti je zdola omezena,

m omezena, jestlize mnozina vSech ¢lend této
posloupnosti je omezena.



Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;1 pro kazdé n € N,
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Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;1 pro kazdé n € N,

m rostouci , je-lia, < a1 pro kazdé n € N,
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2.1 Uvod

Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-lia, < an.; pro kazdé n € N,

m rostouci , je-lia, < a1 pro kazdé n € N,
m nerostouci , je-lia, > an,1 pro kazdé n € N,



2.1 Uvod

Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;1 pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < a1 pro kazdé n € N,
m nerostouci , je-lia, > an,1 pro kazdé n € N,

m klesajici, je-li a, > ay,1 pro kazdé n € N.



2.1 Uvod

Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;1 pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < a1 pro kazdé n € N,
m nerostouci , je-lia, > an,1 pro kazdé n € N,
m klesajici, je-li a, > ay,1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monoténni , pokud splfiuje nékterou
z vySe uvedenych podminek.



2.1 Uvod

Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;1 pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < a1 pro kazdé n € N,
m nerostouci , je-lia, > an,1 pro kazdé n € N,
m klesajici, je-li a, > ay,1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monoténni , pokud splfiuje nékterou
z vySe uvedenych podminek. Posloupnost {a,} je ryze
monoténni , pokud je rostouci Ci klesajici.



Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou
readlnému Cislu A,
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2.2 Konvergence posloupnosti

Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu rovnou
realnému Cislu A, jestlize plati

VeeR,e>03dng e NVneN,n>ng: |a, — Al <e.
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Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
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2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.1 (jednoznacnost limity)

Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice

Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou Cislu A € R, pak
piSeme lim a, = A nebo jenom lima, = A.

n—oo



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.1 (jednoznacnost limity)

Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice

Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou Cislu A € R, pak
piSeme lim a, = A nebo jenom lima, = A. Rekneme, Ze

n—oo

posloupnost {a,} je konvergentni , pokud existuje A € R
takové, Ze lima, = A. Neni-li posloupnost konvergentni,
fikame, Ze je divergentni .



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.2

Necht K € R, K > 0, A € R. JestliZze posloupnost {a,}
splfiuje podminku

VeeR,e>0dng e NVneN,n>ng: |a, — Al < Ke,

potom lima, = A.



Kazda konvergentni posloupnost je omezena.
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2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.3

Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Definice

Necht {a,}°, je posloupnost realnych Cisel. Jestlize
{nk }2, je rostouci posloupnost pfirozenych Cisel, pak
{an, }r2; se nazyvéa vybranou posloupnosti z  {a,};.



Necht {an, }2, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim a, = A € R, pak také
n—oo
lim a,, = A.
k—o00

DA



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.4

Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim a, = A € R, pak také

n—oo
lim a, =A.

k—o0

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
@) lim(a, +by) = A+ B,



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.4
Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim a, = A € R, pak také
n—oo
lim a, =A.

k—o0

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(i) lim(a, +by) = A+ B,

(i) lim(a, -by) = A-B,



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.4
Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim a, = A € R, pak také
n—oo
lim a, =A.

k—o0

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
@) lim(a, +by) = A+ B,
(i) lim(a, -by) =A-B,

(i) je-liB #0ab, # 0 provSechnan € N, je



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.4
Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim a, = A € R, pak také
n—oo
lim a, =A.

k—o0

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(@) lim(a, +b,) = A+ B,
(i) lim(a, -by) =A-B,

(i) je-liB #0ab, # 0 provSechnan € N, je



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.4
Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim a, = A € R, pak také
n—oo
lim a, =A.

k—o0

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
@) lim(a, +by) = A+ B,
(i) lim(a, - by) =A-B,

(i) je-liB #0ab, # 0 provSechnan € N, je



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.4
Necht {a,, }>, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati lim a, = A € R, pak také
n—oo
lim a, =A.

k—o0

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht lima, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
@) lim(a, +by) = A+ B,
(i) lim(a, -by) =A-B,

(iii) je-liB #0ab, # 0 pro vSechnan € N, je
lim(a,/b,) = A/B.



Necht lima, = 0 a necht posloupnost {b,} je omezena.
Potom lim a,b,, = 0.

DA



Necht lima, = A € R. Potom lim|a,| = |A].

DA



Necht lima, = A€ Ralimb, =B € R.

DA



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.8 (limita a usporadani)

Necht ima, =A € Ralimb, =B € R.

(i) Necht existuje ng € N takove, Ze pro kazdé pfirozené
n>ngjea, > b,. PotomA > B.



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.8 (limita a usporadani)

Necht ima, =A € Ralimb, =B € R.
(i) Necht existuje ng € N takove, Ze pro kazdé pfirozené
n>ngjea, > b,. PotomA > B.
(i) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro
kazdé pfirozené n > ng je a, < b,.



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.8 (limita a usporadani)

Necht ima, =A € Ralimb, =B € R.
(i) Necht existuje ng € N takové, Ze pro kazdé pfirozené
n>ngjea, > b, PotomA > B.
(i) Necht A < B. Potom existuje ng € N takoveé, Ze pro
kazdé pfirozené n > ng je a, < b,.



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.8 (limita a usporadani)

Necht ima, =A € Ralimb, =B € R.
(i) Necht existuje ng € N takove, Ze pro kazdé pfirozené
n>ngjea, > b,. PotomA > B.
(i) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro
kazdé pfirozené n > ng je a, < b,.



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.9 (o dvou straznicich)

Necht {a,}, {b,} jsou dvé konvergentni posloupnosti a
{cn} je posloupnost splfiujici:
(i) 3ng e NVn e N,n >ng: a, <c, < by,



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.9 (o dvou straznicich)
Necht {a,}, {b,} jsou dvé konvergentni posloupnosti a
{cn} je posloupnost splfiujici:
(i) 3ng e NVn e N,n >ng: a, <c, < by,
(i) lima, = limby,.



2.2 Konvergence posloupnosti

Véta 2.9 (o dvou straznicich)

Necht {a,}, {b,} jsou dvé konvergentni posloupnosti a
{cn} je posloupnost splfiujici:

(i) 3ng e NVn e N,n >ng: a, <c, < by,
@) lima, = limb,.
Potom existuje limc, a plati limc, = lim a,.



Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu oo, jestlize

VLe Rdng e NVneN,n>ng: a, > L.

«O» <« F»

DA



2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu oo, jestlize

VLe Rdng e NVneN,n>ng: a, > L.
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu —oo, jestlize

VK eRdngp e NVne N,n>np: a, <K.



Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu v R*.
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Necht lima, = A€ R*alimb, =B € R~
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2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Véta 2.11 (aritmetika limit podruhé)

Necht lima, = A € R*alimb,, = B € R*. Potom plati:

@) lim(a, + by) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,



2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Véta 2.11 (aritmetika limit podruhé)

Necht lima, = A € R*alimb,, = B € R*. Potom plati:

@) lim(a, + by) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,

(i) lim(an - by) = A-B, pokud je prava strana definovana,



2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Véta 2.11 (aritmetika limit podruhé)

Necht lima, = A € R*alimb,, = B € R*. Potom plati:

@) lim(a, + by) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,

(i) lim(an - by) = A-B, pokud je prava strana definovana,
(iii) lima,/b, = A/B, pokud je pravé strana definovana.



Necht lima, = A € R*, A > 0, limb, = 0 a existuje ng € N,
Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati b, > 0. Pak
Ilm an/bn = OQ.

DA



2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Necht M C R*. Prvek G € R* splfujici

BVYxeM: x <G,
mYVG'eR G <GIXxeM: x >GC,

nazyvame supremem mnoziny M.



2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice
Necht M C R*. Prvek G € R* splfujici

BVYxeM: x <G,
mYVG'eR G <GIXxeM: x >GC,

nazyvame supremem mnoziny M. Infimum mnoziny M
definujeme analogicky.



Kazda monotdnni posloupnost ma limitu.
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2.4 Véta o limité monotdnni posloupnosti

Véta 2.13

Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Véta 2.14 (Cantorllv princip vloZenych intervalll)

Necht {I,}>>, je posloupnost uzavienych intervalll
spliujici:



2.4 Véta o limité monotdnni posloupnosti

Véta 2.13

Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Véta 2.14 (Cantorllv princip vloZenych intervalll)

Necht {I,}>>, je posloupnost uzavienych intervalll
spliujici:
mVneN: I Cly,



2.4 Véta o limité monotdnni posloupnosti

Véta 2.13

Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Véta 2.14 (Cantorllv princip vloZenych intervalll)
Necht {I,}>>, je posloupnost uzavienych intervalll
spliujici:

BVYNneEN: |y Cly,

m lim,_ . délkal, = 0.
Potom (., In je jednobodovéa mnoZina.



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Definice

Necht {a,}°° , je posloupnost realnych Cisel. Pak A € R*
nazyvame hromadnou hodnotou posloupnosti {a,}>° ,,
jestlize existuje vybrana posloupnost {a,, }>, takova, ze
lim a,, = A. Mnozinu vSech hromadnych hodnot

k—o0

posloupnosti {a,} znaCime H({a,}).



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Definice

Necht {a,}°° , je posloupnost realnych Cisel. Pak A € R*
nazyvame hromadnou hodnotou posloupnosti {a,}>° ,,
jestlize existuje vybrana posloupnost {a,, }>, takova, ze
lim a,, = A. Mnozinu vSech hromadnych hodnot

k—o0

posloupnosti {a,} znaCime H({a,}).

Véta 2.15 (Bolzano-Weierstassova véta)

Z kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni
podposloupnost.



(i) Necht posloupnost {a,} neni shora omezena. Potom
+o0o € H({an}).

DA



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 2.16

(i) Necht posloupnost {a,} neni shora omezena. Potom
+oo € H({an}).

(i) Necht posloupnost {a,} neni zdola omezena. Potom
—o0 € H({an}).



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 2.16

(i) Necht posloupnost {a,} neni shora omezena. Potom
+oo € H({an}).

(i) Necht posloupnost {a,} neni zdola omezena. Potom
—o0 € H({an}).

Dusledek
Necht {a,} je posloupnost. Pak H({an}) # 0.



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Definice

Necht {a,}:° , je posloupnost realnych Cisel. Supremum
mnoziny H({a,}) nazyvame limes superior a znacime
limsup a,.



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Definice

Necht {a,}:° , je posloupnost realnych Cisel. Supremum
mnoziny H({a,}) nazyvame limes superior a znacime
lim sup a,. Infimum mnoZziny H({a,}) nazyvame limes
inferior a znacime liminfa,.



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 2.17

Necht {a,}:° , je posloupnost realnych Cisel. Pak plati
(i) limsupa, € H({a,}),

(i) jestlize x > limsup a,, pak existuje ng € N takové, ze
pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < x.



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 2.17

Necht {a,}:° , je posloupnost realnych Cisel. Pak plati
(i) limsupa, € H({a,}),
(i) jestlize x > limsup a,, pak existuje ng € N takové, ze
pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < x.
Navic limsup a, je jediné Cislo splnujici (i) a (ii).
Analogické tvrzeni plati pro liminfa,.



Plati: limsupa, = maxH({a,}) a liminfa, = minH({a,}).

DA



Plati: limsupa, = maxH({a,}) a liminfa, = minH({a,}).
Plati: lima, = A € R* prave tehdy, kdyz

limsupa, = liminfa, = A € R*.

DA



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 2.19

Necht {a,}, {b,} jsou posloupnosti realnych Cisel, np € N
a plati a, < b, pro kazdé n € N, n > nq. Pak plati

liminfa, <Iliminfb, a limsupa, < limsupb,.



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 2.20

Posloupnost {a, }7°, ma vlastni limitu pravé tehdy, kdyz
spliuje Bolzano-Cauchyovu podminku |, tj.

VeeR,e>0dng e NVn e N,n > ng
YmeNm>ng: |a, —am| <e.



2.5 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 2.21 (Borelova véta)

Necht' | je uzavfeny interval a S je mnozina otevienych
intervalll takova, ze | C |JS. Potom existuje kone¢na
mnozina Sy C S takova, ze | C | So.



