2 Limita posloupnosti

2.1 Uvod

Definice. Necht' A je neprazdnd mnozina. Zobrazerirpzujici kazdému fiirozenémucislu n
prvek a, z mnoziny A nazyvameposloupnost prvkli mnoziny A. Prveka, nazvemen-tym
Clenemtéto posloupnosti. Zriame{a, }° .

Definice. Rekneme, Ze posloupnogt, } je
e shora omezendjestlize mnozina vectienl této posloupnosti je shora omezen4,
¢ zdola omezendjestlize mnoZzina vSectlenll této posloupnosti je zdola omezena,
e omezenajestlize mnoZina vSectlenll této posloupnosti je omezena.
Definice. Rekneme, Ze posloupnoit, ! je
e neklesajici je-li a,, < a,1 pro kazdén € N,
e rostouci, je-li a,, < a,; pro kazdé: € N,
e nerostouci je-li a,, > a,1 pro kazdér € N,
e klesajici, je-li a,, > a, 1 pro kazdén € N.
Posloupnos{a,} je monotonni, pokud sphuje rékterou z vySe uvedenych podminek. Posloup-

nost{a, } je ryze monotonni, pokud je rostoucti klesajici.

2.2 Konvergence posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnogt, } malimitu rovnou realnémaislu A, jestlize plati
VeeR,e>03dnge NVYne N, n>ng: |a, — Al <e.

Véta 2.1(jednozné@nost limity). Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice. M&-li posloupnos{a,, } limitu rovnoucisluA € R, pak piSemdim a,, = A nebo jenom

lima, = A. Rekneme, Ze posloupnogt, } je konvergentni, pokud existujed € R takové, Ze
lim a,, = A. Neni-li posloupnost konvergentiiikame, Ze jedivergentni.

Véta 2.2.Necht K € R, K > 0, A € R. Jestlize posloupnost.,, } spliuje podminku
VeeR,e>03dng e NVne N,n>ng: |a, — Al < Ke,

potomlim a,, = A.

Véta 2.3. Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Definice. Necht {a, }5° , je posloupnost realnyctisel. Jestlizgn, }7° ; je rostouci posloupnost
prirozenychCisel, pak{a,, }3°, se nazyv&ybranou posloupnosti z{a, }2 ;.



Véta 2.4.Necht'{a,, }2 , je vybrana posloupnost z posloupndstj, }>° ;. Jestlize platgiiﬂlo a, =
A € R, pak takéklijEO an, = A.
Veéta 2.5(limita a aritmetické operaceNechtlima, = A € R alimb, = B € R. Potom plati:
() lim (a, +b,) = A+ B,
(i) lim (a,-b,) = A- B,
(iii) je-li B #0ab, # 0provSechna: € N, jelim(a,/b,) = A/B.
Véta 2.6. Necht'lim a,, = 0 a necht posloupnostb,, } je omezena. Pototim a,,b,, = 0.
Véta 2.7.Nechtlima,, = A € R. Potomlim |a,| = |A|.
Véta 2.8(limita a usp@adani) Nechtlima, = A € Ralimb, = B € R.
(i) Necht existujen, € N takove, Ze pro kazdé pfirozené&> n, je a,, > b,. PotomA > B.
(i) Necht A < B. Potom existujei, € N takové, ze pro kazdé pfirozené> ng je a,, < b,,.

Veéta 2.9(o dvou stréznicich)Necht {a,}, {b,} jsou dvé konvergentni posloupnost{a,} je
posloupnost spliujici:

() dng e NVn e N,n>ng: a, <c, < b,
(i) lima, = limb,.

Potom existujéim ¢, a platilim ¢, = lim a,,.

2.3 Nevlastni limita posloupnosti
Definice. Rekneme, Ze posloupnost, } mé limitu co, jestlize
VL€ Rdng e NVne N,n>ng: a, > L.
Rekneme, Ze posloupnogt, } ma limitu —co, jestlize
VKeRIngeNVRne N,n>ng: a, < K.
Véta 2.10(jednozn&nost limity podruhé) Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limifd v
Véta 2.11(aritmetika limit podruhé) Nechtlima, = A € R* alimb,, = B € R*. Potom plati:
() lim (a, +b,) = A+ B, pokud je prava strana definovana,
(i) lim (a, -b,) = A- B, pokud je prava strana definovana,
(iii) lima,/b, = A/B, pokud je prava strana definovana.

Véta 2.12. Necht lima, = A € R*, A > 0, limb, = 0 a existujen, € N, Ze pro kazdé
n € N, n > ny, platib, > 0. Paklim a,, /b,, = occ.



Definice. Necht M C R*. PrvekG € R* spliujici

e Vz e M: x <Q(,
e VG' e R,G'<GdxeM: x>,

nazyvamesuprememmnoziny M. Infimum mnoziny M definujeme analogicky.

2.4 Veéta o limité monoténni posloupnosti

Veéta 2.13.Kazda monotdnni posloupnost ma limitu.

Véta 2.14(Cantorliv princip vloZenych intervalliNecht {7,,}°, je posloupnost uzavienych in-
tervalll splfiujici:

e VneN: I, ClI,,
e lim, .., délkal,, = 0.

Potom(”_, I,, je jednobodova mnoZzina.

2.5 HIubsi ety o limité posloupnosti

Definice. Necht {a,, }> ; je posloupnost redlnydtisel. Pakd € R* nazyvdméromadnou hod-
notou posloupnostia, }>° ,, jestlize existuje vybrana posloupndst,, }° , takova, 2eklim Ap, =

A. MnoZzinu vSech hromadnych hodnot posloupnésti} zn&imeH ({a,,}).

Veéta 2.15(Bolzano-Weierstassovata) Z kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni
podposloupnost.

Véta 2.16. (i) Necht posloupnosfa,} neni shora omezena. Potorwo € H({a,}).
(i) Necht posloupnos{a, } neni zdola omezend. Potoro € H({a,}).
DUsledek. Necht {a, } je posloupnost. Pakl ({a,}) # 0.

Definice. Necht {a, }°° , je posloupnost realnyatisel. Supremum mnoZzin ({a, }) nazyvame
limes superior a zn&ime lim sup a,,. Infimum mnoziny H ({a,}) nazyvamelimes inferior a
zn&imelim inf a,,.

Véta 2.17.Necht {a, }22 , je posloupnost realnych Cisel. Pak plati
() limsupa, € H({a,}),

(i) jestlize x > limsup a,, pak existujen, € N takové, Ze pro kazdeé € N, n > ng, plati
a, < .

Naviclim sup a,, je jediné Cislo splfiujici (i) a (ii). Analogické tvrzerag pro lim inf a,,.

Dlsledek. Plati: lim sup a,, = max H({a,}) aliminf a,, = min H ({a,}).



Véta 2.18.Plati: lima,, = A € R* prave tehdy, kdyz
limsup a,, = liminfa, = A € R".

Véta 2.19.Necht'{a, }, {b,} jsou posloupnosti redlnych Cisel, € N a platia,, < b, pro kazdé
n € N, n > ng. Pak plati

liminf a,, < liminf b, a limsupa,, < limsupb,.

Véta 2.20.Posloupnos{a, }>° ; ma vlastni limitu pravé tehdy, kdyz splnjelzano-Cauchyovu
podminku tj.

VeeR,e>0Ing e NVne Nn>ngVm e N,m > ng: |a, —ay| <e.

Véta 2.21(Borelova \eta) Necht I je uzavieny interval & je mnoZina otevienych intervall
takova, ze C | JS. Potom existuje konetna mnozifiaC S takova, zd C |JSo.



