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Funkce f jedné realné prom énné (dale jen funkce) je
zobrazenif : M — R, kde M je podmnoZzinou mnoziny
realnych Cisel.
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4.1 Zakladni pojmy

Definice

Funkce f jedné reélné prom énné (dale jen funkce ) je
zobrazenif : M — R, kde M je podmnoZinou mnoZziny
realnych Cisel.

Definice

Funkce f : J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro
kazdou dvoijici X1, X, € J, X1 < X, plati nerovnost

f(x1) < f(xz2). Analogicky definujeme funkci klesajici
(neklesajici , nerostouci ) na intervalu J.



4.1 Zakladni pojmy

Definice

Monotonni funkci (resp. ryze monoténni funkci ) na
intervalu J rozumime funkci, ktera je neklesajici nebo
nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.



Necht f je funkce. Rekneme, Ze funkce f je
m licha, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a
f(—x) = —f(x),

DA



4.1 Zakladni pojmy

Definice

Necht f je funkce. Rekneme, Ze funkce f je
m licha, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a
f(=x) = —f(x),
m suda, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a

f(—x) = f(x),



4.1 Zakladni pojmy

Definice

Necht f je funkce. Rekneme, Ze funkce f je

m licha, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a
f(—x) = —f(x),

m suda, jestlize pro kazdé x € Dy plati —x € Dy a
f(—x) = f(x),

m periodickd s periodou a € R, a > 0, jestlize pro
kazdé x € Ds platix +a € Ds, x —a € Ds a
f(x +a) =f(x —a) =f(x).



4.1 Zakladni pojmy

Definice

Necht f je funkce a M c D;. Rekneme, Ze funkce f je

m shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) <K,



4.1 Zakladni pojmy

Definice

Necht f je funkce a M c D;. Rekneme, Ze funkce f je

m shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) <K,

m zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,



4.1 Zakladni pojmy

Definice

Necht f je funkce a M c D;. Rekneme, Ze funkce f je

m shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) <K,

m zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

m omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
ze pro vSechnax € M je [f(x)| <K,



4.1 Zakladni pojmy

Definice

Necht f je funkce a M c D;. Rekneme, Ze funkce f je

m shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) <K,

m zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, Ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

m omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
ze pro vSechnax € M je [f(x)| <K,

m konstantni na M, jestlize pro vS8echna x,y € M plati
f(x) =f(y).



Necht c € Rac € R, € > 0. Potom definujeme
m okoli bodu c jako B(c,e) = (c —¢,C +¢),

DA



4.2 Limita funkce

Definice
Necht c € Rae € R, € > 0. Potom definujeme
m okoli bodu c jako B(c,c) = (c —¢,C +¢),

m prstencoveé okoli bodu c jako
P(c,e) =(c —e,c+¢) )\ {c}.



4.2 Limita funkce

Definice
Necht c € Rae € R, € > 0. Potom definujeme
m okoli bodu c jako B(c,c) = (c —¢,C +¢),

m prstencoveé okoli bodu c jako
P(c,e) =(c —e,c+¢) )\ {c}.

Okoli a prstencoveé okoli bodu +oco (resp. —oo) definujeme
takto:

P(+00,¢) = B(+00,¢) = (1/¢,+00),



4.2 Limita funkce

Definice
Necht c € Rae € R, € > 0. Potom definujeme
m okoli bodu c jako B(c,c) = (c —¢,C +¢),

m prstencoveé okoli bodu c jako
P(c,e) =(c —e,c+¢) )\ {c}.

Okoli a prstencoveé okoli bodu +oco (resp. —oo) definujeme
takto:

P(400,€) = B(400,¢) = (1/¢, +00),
P(—00,€) = B(—00,¢) = (—00, —1/e).



Rekneme, Ze prvek A € R* je limitou funkce f v bod &
c € R*, jestlize

VeeR,e>036€R,6>0Vx € P(c,d): f(x) e B(A,¢).

DA



4.2 Limita funkce

Definice

Rekneme, Ze prvek A € R* je limitou funkce f v bod &
c € R*, jestlize

VeeR,e>036€R,6>0Vx € P(c,d): f(x) e B(A,¢).

Véta 4.1 (jednoznacnost limity)

Funkce f m& v daném bodé nejvySe jednu limitu.



4.2 Limita funkce

Definice

Rekneme, Ze prvek A € R* je limitou funkce f v bod &
c € R*, jestlize

VeeR,e>036€R,6>0Vx € P(c,d): f(x) e B(A,¢).

Véta 4.1 (jednoznacnost limity)

Funkce f m& v daném bodé nejvySe jednu limitu.



Necht c € R, € € R, ¢ > 0. Potom definujeme

m pravé okoli bodu c jako B*(c,e) =|c,c +¢),

DA



Necht c € R, € € R, € > 0. Potom definujeme
m pravé okoli bodu c jako B*(c,e) =|c,c +¢),

m levé okoli bodu c jako B=(c,e) = (c — ¢,c],

DA



4.2 Limita funkce

Definice

Necht ¢ € R, € € R, ¢ > 0. Potom definujeme
m praveé okoli bodu c jako B*(c,e) = [c,c + ¢),
m levé okoli bodu c jako B=(c,e) = (c — ¢,c],

m pravé prstencoveé okoli bodu c jako
P*(c,e) =(c,c +¢),



4.2 Limita funkce

Definice
Necht ¢ € R, € € R, ¢ > 0. Potom definujeme
m praveé okoli bodu c jako B*(c,e) = [c,c + ¢),
m levé okoli bodu c jako B=(c,e) = (c — ¢,c],
m pravé prstencoveé okoli bodu c jako
P*(c,e) =(c,c +¢),
m leveé prstencové okoli bodu ¢ jako
P~(c,e) =(c —e,c).



Dale definujeme

m levé okoli bodu +oo jako B~ (+00,¢) = (1/e, +00),

DA



Dale definujeme
m prave okoli bodu

m levé okoli bodu +oo jako B~ (+00,¢) = (1/e, +00),
—oo jako
Bt(—o00,¢) = (—o0,—1/¢),

DA



4.2 Limita funkce

Definice

Déle definujeme
m levé okoli bodu +oo jako B~ (+00,¢) = (1/e, +00),
m prave okoli bodu —oc jako
Bt (—00,¢e) = (—o0, —1/¢),
m levé prstencové okoli bodu +oo jako
P~ (400,€) = B~ (400, ¢),



4.2 Limita funkce

Definice

Déle definujeme

m levé okoli bodu +oo jako B~ (+00,¢) = (1/e, +00),

m prave okoli bodu —oc jako
Bt (—00,¢e) = (—o0, —1/¢),

m levé prstencové okoli bodu +oo jako
P~ (400,€) = B~ (400, ¢),

m pravé prstencové okoli bodu —oo jako
Pt(—o00,e) = BT (—00,¢).



Necht A € R*, ¢ € RU {—oo}. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé c limitu zprava rovnou A, jestlize

Ve€eR,e>030 € R,6 >0Vx € P*(c,d): f(x) € B(A¢).

DA



4.2 Limita funkce

Definice

Necht A € R*, ¢ € RU {—oc}. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé c limitu zprava rovnou A, jestlize

Ve e R,e >030 € R,6 >0Vx € P*(c,d): f(x) € B(A, ).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé
c € RU {+o0}.



4.2 Limita funkce

Definice

Necht A € R*, ¢ € RU {—oc}. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé c limitu zprava rovnou A, jestlize

Ve e R,e >030 € R,6 >0Vx € P*(c,d): f(x) € B(A, ).

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé
c € RU {+o0}.



Rekneme, Ze funkce f je spojita v bod & ¢ € R, jestlize
)I(irrlf(x) =f(c).

DA



4.2 Limita funkce

Definice

Rekneme, Ze funkce f je spojita v bod & ¢ € R, jestlize
lim f(x) = f(c).
X—C

Definice

Rekneme, Ze funkce f je v bodé ¢ € R spoijita zprava
(resp. zleva), jestlize Iim+f(x) = f(c) (resp.
X—C

Xirp_f(x) = f(c)).



Necht ¢ € R, A € R*. Pak limy_ f(x) = A, prave kdyz
Iir&f(x) = Iir? f(x) =A.
X— X—C—

DA



Necht funkce f ma vlastni limitu v bodé ¢ € R*. Pak

existuje § € R, § > 0 takové, Ze f je na P(c,d) omezena.

DA



Necht ¢ € R*. Necht limy_.f(X) =A € R*a
limy_c g(x) = B € R*. Potom plati:

DA



4.3 Véty o limitach

Véta 4.4 (limita a aritmetické operace)

Necht ¢ € R*. Necht limy_.f(x) = A€ R*a
limy_. g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_¢(f(x) +9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,



4.3 Véty o limitach

Véta 4.4 (limita a aritmetické operace)

Necht ¢ € R*. Necht limy_.f(x) = A€ R*a
limy_. g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_¢(f(x) +9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
(i) limy_f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,



4.3 Véty o limitach

Véta 4.4 (limita a aritmetické operace)
Necht ¢ € R*. Necht limy_.f(x) = A€ R*a
limy_. g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_¢(f(x) +9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
(i) limy_f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,

(iii) limy_cf(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/B
definovan.



4.3 Véty o limitach

Véta 4.4 (limita a aritmetické operace)
Necht ¢ € R*. Necht limy_.f(x) = A€ R*a
limy_. g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_¢(f(x) +9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
(i) limy_f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,

(iii) limy_cf(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/B
definovan.



4.3 Véty o limitach

Véta 4.4 (limita a aritmetické operace)
Necht ¢ € R*. Necht limy_.f(x) = A€ R*a
limy_. g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_¢(f(x) +9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
(i) limy_.f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,

(iii) limy_cf(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/B
definovan.



4.3 Véty o limitach

Véta 4.4 (limita a aritmetické operace)
Necht ¢ € R*. Necht limy_.f(x) = A€ R*a
limy_. g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limy_¢(f(x) +9(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
(i) limy_f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,

(iii) limy_.f(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/B
definovan.



Necht ¢ € R*. Necht limy_.g(x) =0,

limy_.f(X) =A € R*aA > 0. Jestlize existuje n > 0
takové, Ze funkce g je kladné na P(c, ), pak
limy_c(f(x)/g(x)) = +o0.

DA



4.3 Véty o limitach

Véta 4.6 (o0 srovnani)
Méjme c € R*.
(i) Necht
)erlf(x) > )!me g(x).
Pak existuje prstencové okoli P(c, ¢) takové, Ze plati

vx € P(c,d): f(x) > g(x).



4.3 Véty o limitach

(if) Necht existuje prstencové okoli P(c, ¢) takové, Ze plati
vx € P(c,d) : f(x) <g(x).
Necht existuji limy_¢ f(x) a limy_¢ g(x). Potom plati

lim f(x) < lim g(x).

X—C X—C



4.3 Véty o limitach

(iii) (o dvou straZnicich) Necht na néjakém prstencovém
okoli P(c, 9) plati

f(x) < h(x) < g(x).

Necht limy_. f(x) = limy_¢ g(x). Potom existuje rovnéz
limy_. h(x) a vSechny tfi limity jsou si rovny.



Necht ¢, D,A € R*, limy_.g(x) =D, limy_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek

DA



4.3 Véty o limitach

Véta 4.7 (limita sloZzené funkce)

Necht c,D,A € R*, limy_.g(x) =D, limy,_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek

(P1) In e R,n>0Vx € P(c,n) : g(x) # D,



4.3 Véty o limitach

Véta 4.7 (limita sloZzené funkce)

Necht c,D,A € R*, limy_.g(x) =D, limy,_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek
(P1) In e R,n>0Vx € P(c,n) : g(x) # D,
(P2) f je spojita v D.



4.3 Véty o limitach

Véta 4.7 (limita sloZzené funkce)

Necht c,D,A € R*, limy_.g(x) =D, limy,_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek
(P1) In e R,n>0Vx € P(c,n) : g(x) # D,
(P2) f je spojita v D.

Potom limy_. f(g(x)) = A.



4.3 Véty o limitach

Véta 4.7 (limita sloZzené funkce)

Necht c,D,A € R*, limy_.g(x) =D, limy,_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek
(P1) 3n e R,n>0W¥x € P(c,n) : g(x) # D,
(P2) f je spojita v D.

Potom limy_. f(g(x)) = A.



4.3 Véty o limitach

Véta 4.7 (limita sloZzené funkce)

Necht c,D,A € R*, limy_.g(x) =D, limy,_pf(y) =Aaje
splnéna alespon jedna z podminek
(P1) In e R,n>0Vx € P(c,n) : g(x) # D,
(P2) f je spojitav D.

Potom lim,_. f(g(x)) = A.



4.3 Véty o limitach

Véta 4.8 (Heine)

Necht C € R* a funkce f je definovana (alespon) na
prstencovém okoli bodu a € R*. Pak vyroky (i) a (ii) jsou
ekvivalentni.
@) limy_,f(x)=C
(if) Pro kazdou posloupnost {x,}>, spliujici

o limh_ oo Xn = a,

e V/neN: x, #a,

plati limp_ . f(xn) = C.



4.3 Véty o limitach

Véta 4.8 (Heine)

Necht C € R* a funkce f je definovana (alespon) na
prstencovém okoli bodu a € R*. Pak vyroky (i) a (ii) jsou
ekvivalentni.
@) limy_,f(x)=C

(if) Pro kazdou posloupnost {x,}>, spliujici

o limh_ oo Xn = a,

e Vne N: X, # a,

plati limp_ . f(xn) = C.

Véta 4.9 (limita monoténni funkce)

Necht funkce f je monoténni na (a,b), a,b € R*. Potom
existuji limy_a f(X) alimy_p_ f(X).



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice
Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekonec¢né mnoho bod). Funkce f : J — R je spojitd na
intervalu J, jestlize plati:
m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice
Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekonec¢né mnoho bod). Funkce f : J — R je spojitd na
intervalu J, jestlize plati:
m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
m f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice
Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekonec¢né mnoho bod). Funkce f : J — R je spojitd na
intervalu J, jestlize plati:
m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
m f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
m f je spojitd v kazdém vnitfnim bodé J.



4.4 Funkce spojité na intervalu

Véta 4.10 (Bolzano)

Necht funkce f spojita na intervalu [a, b]

a predpokladejme, ze f(a) < f(b). Potom pro kazdé
C € (f(a),f(b)) existuje ¢ € (a,b) takové, ze plati
f(¢) =C.



Necht M C R a plati

,yeMVzeR: x<z<y=zecM.

DA



Necht M C R a plati

,yeMVzeR: x<z<y=zecM.
Pak M je interval.

DA



4.4 Funkce spojité na intervalu

Lemma 4.11
Necht M C R a plati

X,y eMVzeR: x<z<y=2zecM.
Pak M je interval.

Véta 4.12 (zobrazeni intervalu spojitou funkci)

Necht J je nedegenerovany interval. Necht funkce
f : J — R je spojita na J. Potom je f(J) interval.



Necht f spojita funkce na intervalu [a, b]. Potom je f na
[a,b] omezena shora i zdola.

DA



Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (. M C Dy).

DA



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M C Ds). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x maxima
(resp. minima ) na M, jestlize plati

VweM: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M C Ds). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x maxima
(resp. minima ) na M, jestlize plati

VweM: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima )
funkce f na mnoziné M.



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M C Ds). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x maxima
(resp. minima ) na M, jestlize plati

VweM: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima )
funkce f na mnoziné M. Symbol maxy, f (resp. miny, f)
oznacCuje nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce
f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje).



Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M C Dy).

DA



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M C Ds).Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x

m lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuje
5 > 0 takové, Ze pro kazdé
y e P(x,6)nM: f(y) <f(x),



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M C Ds).Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x

m lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuje
5 > 0 takové, Ze pro kazdé
y e P(x,6)nM: f(y) <f(x),

m lokalni minimum vzhledem k M, jestliZze existuje
5 > 0 takové, Ze pro kazdé
y e P(x,6)nM: f(y) > f(x).



4.4 Funkce spojité na intervalu

Véta 4.14

Necht f je spojita funkce na intervalu [a, b]. Potom funkce
f nabyva na [a, b] své nejvétsi hodnoty (maxima) a své
nejmensi hodnoty (minima).



4.4 Funkce spojité na intervalu

Véta 4.14

Necht f je spojita funkce na intervalu [a, b]. Potom funkce
f nabyva na [a, b] své nejvétsi hodnoty (maxima) a své
nejmensi hodnoty (minima).

Véta 4.15 (o inverzni funkci)

Necht f spojita a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J.
Potom funkce f~! je spojita a rostouci (klesajici) na
intervalu f(J).



